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Jèma 1: a) BreÐte mia aponom  alhjotim¸n stic protasiakèc metablhtèc pou na kajist�
tautìqrona alhjeÐc tic prot�seic

(A1 → (A1 ∧A2)) ∧ ¬((A1 ∨A2)→ A1) kai

(A2 → (A3 ∧A4)) ∧ ¬A1

b) Exet�ste an up�rqei aponom  alhjotim¸n stic protasiakèc metablhtèc pou na kajist�
alhj  thn prìtash

(A1 → ¬A2) ∧ (A2 → ¬A3) ∧ ... ∧ (An−1 → ¬An)

LÔsh: a) Mia apotÐmhsh v pou epalhjeÔei th deÔterh prìtash prèpei na dÐnei v(¬A1) = 1,
dhlad  v(A1) = 0. Omwc gia na epalhjeÔei thn pr¸th prèpei na dÐnei v(¬((A1∨A2)→ A1)) =
1, dhlad  v((A1∨A2)→ A1)) = 0, epomènwc v(A1∨A2) = 1 kai telik� v(A2) = 1. Dedomènou
t¸ra ìti prèpei na eÐnai v(A2 → (A3 ∧ A4)) = 1, prèpei v(A3 ∧ A4) = 1, pou shmaÐnei ìti
v(A3) = 1, v(A4) = 1.

b) Profan¸c h aponom  v(A1) = v(A2) = . . . = v(An) = 0 dÐnei, gia k�je i me 1 ≤ i ≤
n− 1, v(Ai → ¬Ai+1) = 1, �ra kajist� alhj  th dojeÐsa prìtash.

Jèma 2: JewroÔme èna sÔnolo prot�sewn Γ kai tic prot�seic α, β, γ. ApodeÐxte ìti
a) An Γ |= α→ β, tìte Γ |= (γ → α)→ (γ → β)
b) An Γ |= α kai Γ |= ¬α, tìte Γ |= β.

LÔsh: a) Apì dÔo diadoqikèc efarmogèc tou Jewr matoc tou QrÔsippou, arkeÐ na deÐxoume
ìti

Γ ∪ {γ → α, γ} |= β

Estw loipìn ìti mÐa aponom  v epalhjeÔei tic prot�seic tou sunìlou Γ ∪ {γ → α, γ}. Tìte,
afoÔ k�nei alhjeÐc tic prot�seic tou Γ, apì thn upìjesh epalhjeÔei thn prìtash α → β.
AfoÔ epalhjeÔei tic γ → α kai γ ja epalhjeÔei kai thn α. Epomènwc dÐnei v(β) = 1.

b) Gia na sumbaÐnoun tautìqrona Γ |= α kai Γ |= ¬α, prèpei kammÐa aponom  na mhn
epalhjeÔei to sÔnolo Γ (diaforetik� ja eÐqame pwc h Ðdia aponom  alhjotim¸n epalhjeÔei
tautìqrona mÐa prìtash kai thn �rnhs  thc). Me �lla lìgia to sÔnolo Γ eÐnai antifatikì ki
epomènwc opoiad pote prìtash eÐnai sunèpei� tou.

1



Jèma 3: JumÐzoume ìti èna sÔnolo prot�sewn lègetai anex�rthto ìtan kammÐa prìtash
tou sunìlou den eÐnai sunèpeia twn upoloÐpwn. Diatup¸ste analutik� ti shmaÐnei ìti èna
sÔnolo prot�sewn Σ den eÐnai anex�rthto. PeÐte poi� apì ta parak�tw sÔnola prot�sewn
eÐnai anex�rthta:

{A→ B,B → C,C → A}, {A→ B,B → C,A→ C}, {A,B,A→ C,C → B}

LÔsh: Exarthmèno eÐnai èna sÔnolo prot�sewn ìtan up�rqei k�poia prìtash sto sÔno-
lo pou na eÐnai sunèpeia twn upoloÐpwn.

To pr¸to sÔnolo eÐnai anex�rthto giatÐ h C → A den eÐnai sunèpeia twn �llwn dÔo, afoÔ
ìtan v(A) = 0, v(B) = 1, v(C) = 1, oi A → B, B → C gÐnontai alhjeÐc en¸ h C → A ìqi,
kai kuklik� kammÐa apì tic �llec dÔo den eÐnai sunèpeia twn upoloÐpwn.

To deÔtero sÔnolo den eÐnai anex�rthto, afoÔ h A → C eÐnai profan¸c sunèpeia twn
�llwn dÔo.

Tèloc, oÔte to trÐto sÔnolo eÐnai anex�rthto, afoÔ ìtan alhjeÔoun oi A kai A→ C, tìte
alhjeÔei kai h C kai epomènwc, ìtan alhjeÔei h C → B, ja alhjeÔei kai h B. Me �lla lìgia
h B eÐnai sunèpeia twn upoloÐpwn.

Jèma 4: a) Se mia gl¸ssa thc kathgorhmatik c logik c pou perièqei èna sqesiakì sÔmbolo
duo jèsewn ∈ (to opoÐo diab�zoume �an kei�, en¸ ta stoiqeÐa pou onom�zoun oi metablhtèc ta
lème �sÔnola�) gr�yte prot�seic pou na ekfr�zoun ta paarak�tw:

(i) Up�rqei sÔnolo, to opoÐo den perièqei kanèna �llo sÔnolo
(ii) Gia k�je dÔo sÔnola up�rqei èna sÔnolo sto opoÐo an koun akrib¸c aut� ta dÔo

sÔnola
b) Gr�yte prot�seic isodÔnamec me tic arn seic twn parap�nw, me trìpo ¸ste o sÔndesmoc

thc �rnhshc na efarmìzetai mìno se atomikoÔc tÔpouc.

LÔsh: a) (i) Up�rqei sÔnolo, to opoÐo den perièqei kanèna �llo sÔnolo:

∃x∀y¬(y ∈ x)

(ii) Gia k�je dÔo sÔnola up�rqei èna sÔnolo sto opoÐo an koun akrib¸c aut� ta dÔo
sÔnola:

∀x∀y∃z (x ∈ z ∧ y ∈ z ∧ ∀w( (¬(w = x) ∧ (¬(w = y)))→ ¬(w ∈ z) ) )

b) Prot�seic isodÔnamec me tic arn seic twn parap�nw eÐnai oi
(i)

∀x∃y(y ∈ x)

kai
(ii)

∃x∃y∀z (¬(x ∈ z) ∨ ¬(y ∈ z) ∨ ∃w((¬(w = x) ∧ (¬(w = y))) ∧ (w ∈ z) ) )

Jèma 5: JewroÔme èna sÔnolo prot�sewn Σ kai èna sÔnolo tÔpwn me mÐa eleÔjerh meta-
blht  {ϕi(x) | i ∈ I}, pou eÐnai tètoia ¸ste to sÔnolo

Σ ∪ {∀x¬ϕi(x) | i ∈ I}

na eÐnai antifatikì. ApodeÐxte ìti up�rqoun ϕ1, ..., ϕn ètsi ¸ste Σ |= ∃xϕ1(x)∨...∨∃xϕn(x)
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LÔsh: AfoÔ to sÔnolo
Σ ∪ {∀x¬ϕi(x) | i ∈ I}

eÐnai antifatikì, to Je¸rhma tou SumpagoÔc mac exasfalÐzei ìti èna peperasmèno uposÔnolì
tou ja eÐnai antifatikì. Autì to peperasmèno uposÔnolo ja perièqei peperasmèno pl joc
stoiqeÐwn σ1, . . . σm tou Σ kai peperasmèno pl joc prot�sewn ∀x¬ϕ1(x), . . .∀x¬ϕn(x). Mia
dom  pou epalhjeÔei tic prot�seic tou sunìlou Σ ja epalhjeÔei, eidikìtera, tic prot�seic
σ1, . . . σm. Tìte ìmwc de mporeÐ na epalhjeÔei ìlec tic prot�seic ∀x¬ϕ1(x), . . .∀x¬ϕn(x)
(alli¸c to peperasmèno uposÔnolo de ja  tan antifatikì). Ara epalhjeÔei mÐa apì tic
arn seic touc, pou eÐnai isodÔnamec me tic ∃xϕi(x), i = 1, . . . n, ki epomènwc epalhjeÔei th
di�zeuxh

∃xϕ1(x) ∨ ... ∨ ∃xϕn(x).
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