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Jèma 1: a) Exet�ste an eÐnai isodÔnama ta parak�tw zeÔgh prot�sewn: (A ∨ B) ∧ (¬A → ¬B)
kai B, kaj¸c kai ((A→ B)→ B)→ B kai A→ B.

b) BreÐte mia aponom  alhjotim¸n stic protasiakèc metablhtècA, B, C pou na kajist� tautìqrona
alhjeÐc tic prot�seic

(A→ ¬B) ∨ ¬(C ∧B) kai (¬A ∨ ¬B)→ (A ∨ ¬C)

LÔsh: a) H pr¸th prìtash gÐnetai diadoqik� isodÔnamh me

(A ∨B) ∧ (¬A→ ¬B) ≡ (A ∨B) ∧ (¬¬A ∨ ¬B) ≡ (A ∨B) ∧ (A ∨ ¬B) ≡ A ∧ (B ∨ ¬B) ≡ A,

dhlad  eÐnai isodÔnamh me thn A pou fusik� de mporeÐ na eÐnai isodÔnamh me th B.
Gia to �llo zeug�ri, h ((A → B) → B) → B gÐnetai yeud c akrib¸c ìtan h (A → B) → B

gÐnetai alhj c kai h B yeud c. All� h (A → B) → B gÐnetai alhj c, me dedomèno ìti h B eÐnai
yeud c, akrib¸c ìtan h A→ B eÐnai yeud c. Dhlad  oi dÔo prot�seic gÐnontai yeudeÐc akrib¸c stic
Ðdiec peript¸seic, �ra eÐnai isodÔnamec.

b) H (¬A ∨ ¬B) → (A ∨ ¬C) mporeÐ na gÐnei alhj c ìtan h A ∨ ¬C gÐnetai alhj c ki aut  me
th seir� thc ìtan h C gÐnetai yeud c. Se aut n thn perÐptwsh h ¬(C ∧B) gÐnetai alhj c, opìte kai
h (A → ¬B) ∨ ¬(C ∧ B) gÐnetai alhj c. 'Ara opoiad pote aponom  alhjotim¸n k�nei yeud  th C
epalhjeÔei kai tic dÔo dojeÐsec prot�seic.

Jèma 2: a) ApodeÐxte ìti

{ A ∨B,B → (C ∧D), (A ∨ C)→ E } |= E

b) Gr�yte mÐa prìtash se treic protasiakèc metablhtèc pou na mhn alhjeÔei ìtan perissìterec
apì mÐa metablhtèc alhjeÔoun. ExhgeÐste giatÐ h prìtash pou gr�yate plhroÐ thn apaÐthsh pou
jètoume.

LÔsh: a) JewroÔme mÐa aponom  alhjotim¸n v h opoÐa k�nei alhjeÐc ìlec tic prot�seic tou sunìlou
{ A ∨ B,B → (C ∧ D), (A ∨ C) → E }. Eidik¸tera èqoume v(A ∨ B) = 1, opìte mporeÐ nai eÐnai
v(A) = 1   v(B) = 1. Sthn pr¸th perÐptwsh ja eÐnai kai v(A∨C) = 1, opìte afoÔ èqoume upojèsei
ìti v((A ∨ C) → E) = 1, sumperaÐnoume ìti v(E) = 1. Sth deÔterh perÐptwsh èqoume ìti, afoÔ
èqoume deqteÐ ìti v(B → (C ∧D)) = 1, ja prèpei na eÐnai kai v(C ∧D)) = 1, pou shmaÐnei ìti kai
v(C) = 1. Apì autì ìmwc èpetai p�li ìti v(A ∨ C) = 1 opìte, ìpwc kai parap�nw, sumperaÐnoume
ìti v(E) = 1. Se k�je perÐptwsh loipìn mÐa aponom  alhjotim¸n v h opoÐa k�nei alhjeÐc ìlec tic
prot�seic tou dosmènou sunìlou upojèsewn k�nei alhj  kai thn E, opìte èqoume to zhtoÔmeno.

b) An jewr soume treic protasiakèc metablhtèc A, B, C, mÐa prìtash pou tic perièqei, gia na
mhn alhjeÔei ìtan perissìterec apì mia metablhtèc alhjeÔoun, shmaÐnei ìti alhjeÔei ìtan mÐa apì
autèc   kammÐa apì autèc alhjeÔoun. Epomènwc odhgoÔmaste s' èna er¸thma eÔreshc diazeuktik c
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kanonik c morf c. Oi prìtash ¬A ∧ ¬B ∧ ¬C alhjeÔei ìtan kammÐa apì tic protasiakèc metablhtèc
den alhjeÔei, h A∧¬B ∧¬C alhjeÔei ìtan alhjeÔei mìno h A klp. 'Ara h zhtoÔmenh prìtash eÐnai h

(¬A ∧ ¬B ∧ ¬C) ∨ (A ∧ ¬B ∧ ¬C) ∨ (¬A ∧B ∧ ¬C) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ C)

Jèma 3: JewroÔme to sÔnolo twn prot�sewn pou perièqoun sth graf  touc mìno touc sundèsmouc
¬ kai →. OrÐzoume mia sun�rthsh g apì to sÔnolo autì ston eautì tou wc ex c: g(A) = A, gia
protasiakèc metablhtèc A, g(¬ϕ) = ¬g(ϕ), g(ϕ → ψ) = ¬(g(ϕ) → g(ψ)). ApodeÐxte (epagwgik�)
ìti, gia k�je prìtash ϕ, isqÔei g(ϕ) ≡ ϕ.

Sqìlio: To Jèma autì perieÐqe sobarì tupografikì l�joc sth diatÔpwsh, opìte h anadiatÔpws 
tou, pou sac èdwsa kat� thn exètash, to kajistoÔse sqedìn tetrimmèno. Parìlauta, an eÐqate st sei
swst� thn epagwgik  diadikasÐa thc apìdeixhc, paÐrnete tic mon�dec pou tou antistoiqoÔn. H swst 
diatÔpwsh eÐnai wc akoloÔjwc (kai h lÔsh tou èqei ta b mata pou  tan aparaÐthta na k�nete, se k�je
perÐptwsh):

JewroÔme to sÔnolo twn prot�sewn pou perièqoun sth graf  touc mìno touc sundèsmouc ¬ kai→.
OrÐzoume mia sun�rthsh g apì to sÔnolo autì ston eautì tou wc ex c: g(A) = ¬A, gia protasiakèc
metablhtèc A, g(¬ϕ) = ¬g(ϕ), g(ϕ → ψ) = ¬(g(ψ) → g(ϕ)). ApodeÐxte (epagwgik�) ìti, gia k�je
prìtash ϕ, isqÔei g(ϕ) ≡ ¬ϕ.

LÔsh: 'Otan h ϕ eÐnai protasiak  metablht , tìte tetrimmèna g(ϕ) = g(A) = ¬A = ¬ϕ.
'Otan h ϕ eÐnai h ¬ϕ1, tìte

g(ϕ) = g(¬ϕ1) = ¬g(ϕ1) ≡ ¬¬ϕ1 = ¬ϕ,

ìpou h isodunamÐa sto proteleutaÐo b ma prokÔptei apo thn epagwgik  upìjesh.
'Otan h ϕ eÐnai h ϕ1 → ϕ2, tìte

g(ϕ) = g(ϕ1 → ϕ2)
orismìc = ¬(g(ϕ2)→ g(ϕ1))

�rnhsh sunepagwg c ≡ g(ϕ2) ∧ ¬g(ϕ1)
epagwgik  upìjesh ≡ ¬ϕ2 ∧ ¬¬ϕ1

≡ ϕ1 ∧ ¬ϕ2

�rnhsh sunepagwg c ≡ ¬(ϕ1 → ϕ2)
= ¬ϕ

Jèma 4: Estw mia gl¸ssa L thc kathgorhmatik c logik c pou perièqei dÔo sqesiak� sÔmbola
mÐac jèshc (=kathgor mata) P , R. Tic idÐothtec P (x), R(x) tic diab�zoume �� to x eÐnai ipt�meno��
kai �� to x eÐnai fterwtì��, antÐstoiqa.

a) Gr�yte prot�seic thc gl¸ssac aut c pou na ekfr�zoun ìti:
(i) KajetÐ ipt�meno eÐnai fterwtì .
(ii) Gia k�je trÐa diaforetik� fterwt�, dÔo apì aut� eÐnai ipt�mena.
b) ApodeÐxte ìti oi prot�seic ∀x∀y ( (P (x) ∧ P (y)) → x = y), ∃x(P (x) ∧ ¬R(x)) èqoun wc

sunèpeia thn prìtash ∀x(R(x)→ ¬P (x))

LÔsh: a) (i) ��KajetÐ ipt�meno eÐnai fterwtì��: ∀x(P (x)→ R(x))
(ii) ��Gia k�je trÐa diaforetik� fterwt�, dÔo apì aut� eÐnai ipt�mena��:

∀x∀y∀z( (¬(x = y)∧¬(y = z)∧¬(z = x)∧R(x)∧R(y)∧R(z)) → ((P (x)∧P (y))∨(P (y)∧P (z))∨(P (z)∧P (x))) )
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b) Se mÐa dom  pou alhjeÔoun oi dÔo upojèseic mac, h epal jeush thc pr¸thc prìtashc shmaÐnei ìti
dÔo opoiad pote stoiqeÐa èqoun thn idiìthta P (gia thn akrÐbeia, stoiqeÐa pou an koun sto uposÔnolo
thc dom c pou apoteleÐ thn ermhneÐa tou sqesiakoÔ sumbìlou) sumpÐptoun, epomènwc up�rqei mìno
èna tètoio stoiqeÐo. H epal jeush thc deÔterhc prìtashc shmaÐnei ìti up�rqei èna stoiqeÐo to opoÐo
èqei thn idiìthta P kai den èqei thn idiìthta R, ac to onom�soume a. Jèloume na alhjeÔei sth dom 
kai h prìtash ∀x(R(x) → ¬P (x)). An autì de sunèbaine, ja up rqe èna stoiqeÐo gia to opoÐo ja
al jeue h idiìthta R kai gia to opoÐo de ja al jeue h ¬P, isodÔnama, gia to opoÐo ja al jeue h P.
Omwc up�rqei mìno èna stoiqeÐo gia to opoÐo alhjeÔei h idiìthta P, to a. All� gnwrÐzoume ìti gia
to a den alhjeÔei h R - �topo.

Jèma 5: Diatup¸ste to Je¸rhma tou SumpagoÔc (eÐte gia thn Protasiak  eÐte gia thn Kath-
gorhmatik  Logik ) kai perigr�yte mia majhmatik  efarmog  tou.

LÔsh: JumÐzoume ìti to Je¸rhma tou SumpagoÔc lèei ìti, dojèntoc enìc sunìlou prot�sewn Σ,
an k�je peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai epalhjeÔsimo, tìte to Σ eÐnai epalhjeÔsimo.

Wc paradeÐgmata majhmatik¸n efarmog¸n pou ja mporoÔsate na anaptÔxete ennooÔme, pq, thn
apìdeixh ìti k�je merik  di�taxh epÐ enìc arijm simou sunìlou epekteÐnetai se mÐa olik  (=grammik )
di�taxh,   thn Ôparxh diatetagmènwn swm�twn pou perièqoun apeirost� klp. (ParadeÐgmata pou
anaptÔqjhkan sthn t�xh   up�rqoun stic sqetikèc shmei¸seic.)
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