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Jèma 1: a) D¸ste par�deigma akèraiac perioq c, h opoÐa na eÐnai perioq  kurÐwn idewd¸n kai na
perièqei wc upodaktÔlio èna s¸ma. (0,5 mon�dec)

b) JewroÔme mia akèraia perioq , h opoÐa eÐnai perioq  kurÐwn idewd¸n. ApodeÐxte ìti k�je pr¸to
ide¸dec thc eÐnai megistikì. (1,5 mon�dec)

g) An A eÐnai akèraia perioq  pou eÐnai perioq  kurÐwn idewd¸n, B eÐnai akèraia perioq , f :A→ B
eÐnai ènac omomorfismìc pou eÐnai epÐ kai den eÐnai èna - proc - èna, apodeÐxte ìti o B eÐnai s¸ma. (1
mon�da)

LÔsh: a) K�je poluwnumikìc daktÔlioc me suntelestèc se èna s¸ma eÐnai par�deigma akèraiac
perioq c, eÐnai perioq  kurÐwn idewd¸n kai perièqei to s¸ma twn suntelest¸n wc upodaktÔlio.

b) JewroÔme mia tètoia akèraia perioq  A ki èna pr¸to ide¸dec thc P. Ac eÐnai I eÐnai èna ide¸dec
sto opoÐo perièqetai gnhsÐwc to P. AfoÔ briskìmaste se mÐa perioq  kurÐwn idewd¸n, ac jewr soume
ta stoiqeÐa p ∈ P, a ∈ I, ta opoÐa par�goun, antistoÐqwc, ta ide¸dh aut�. Tìte to a de mporeÐ na
an kei sto P. Apì thn �llh pleur�, epeid  to p an kei sto I, ja up�rqei èna stoiqeÐo b ∈ A, ¸ste
p = ab. Epomènwc, afoÔ p = ab ∈ P, to P eÐnai pr¸to ide¸dec kai to a den an kei sto P, ja prèpei
to b na an kei sto P. Up�rqei loipìn èna c ∈ A ¸ste b = pc. Eqoume loipìn ìti p = ab = acp  
(1 − ac)p = 0. Epeid  eÐmaste se mia akèraia perioq  kai to p 6= 0 (alli¸c to ide¸dec P ja  tan
tetrimmèno), paÐrnoume ìti ac − 1 = 0, dhlad  ac = 1, pou shmaÐnei ìti to 1 ∈ I. Me �lla lìgia
I = A. DeÐxame loipìn ìti, an èna ide¸dec perièqei gnhsÐwc to pr¸to ide¸dec P, tìte to ide¸dec autì
isoÔtai me olìklhro to daktÔlio. Me �lla lìgia, to P eÐnai megistikì.

g) JewroÔme ton pur na Kerf tou omomorfismoÔ f . AfoÔ den eÐnai èna - proc - èna o f , o pur nac
tou eÐnai èna ide¸dec pou den eÐnai Ðso me to tetrimmèno ide¸dec {0} kai to opoÐo, apì thn upìjes 
mac gia to daktÔlio A, ja eÐnai kÔrio. Thn Ðdia stigm  h eikìna tou f ja isoÔtai me to daktÔlio B
(afoÔ o omomorfismìc eÐnai epÐ). Apì to pr¸to je¸rhma isomorfismoÔ loipìn ja èqoume ìti

A/Kerf ∼= Imf = B

Autì shmaÐnei ìti A/Kerf eÐnai mia akèraia perioq . Ara to ide¸dec Kerf eÐnai pr¸to. T¸ra loipìn
gnwrÐzoume apì to b), parap�nw, ìti to ide¸dec Kerf (pou eÐnai pr¸to ide¸dec se mÐa akèraia peri-
oq  pou eÐnai kai perioq  kurÐwn idewd¸n), ja eÐnai megistikì. Ara o daktÔlioc - phlÐko A/Kerf ,
isodÔnama, kai o isìmorfìc tou B ja eÐnai s¸ma.

Jèma 2: a) K�nontac kat�llhlo metasqhmatismì apodeÐxte ìti to polu¸numo x3−4 eÐnai an�gwgo
epÐ tou Q. (1 mon�da)

b)An K eÐnai èna s¸ma, K[x] o poluwnumikìc daktÔlioc me suntelestèc se autì, r eÐnai rÐza
tou poluwnÔmou f(x) ∈ K[x] kai εr:K[x] → K o omomorfismìc ektÐmhshc (εr(f) = f(r)), peÐte
aitiologhmèna ti apì ta parak�tw isqÔei

(i) ker(εr) ⊆< x− r >   (ii) < x− r >⊆ ker(εr)   (iii) tÐpote apì ta dÔo. (1 mon�da)
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LÔsh: a) GnwrÐzoume ìti to polu¸numo f(x) = x3−4 ja eÐnai an�gwgo epÐ tou Q an to f(x+1) =
(x + 1)3 − 4 = x3 + 3x2 + 3x − 3 eÐnai an�gwgo epÐ tou Q. Omwc sto teleutaÐo mporoÔme na
efarmìsoume to krit rio tou Eisenstein, afoÔ o pr¸toc arijmìc 3 diaireÐ touc suntelestèc plhn
ekeÐnou tou megistob�jmiou ìrou, en¸ to 9 = 32 de diaireÐ to stajerì ìro. Ara to f(x) = x3 − 4
eÐnai an�gwgo.

b) AfoÔ to r eÐnai rÐza tou x − r ja eÐnai kai rÐza se k�je pollapl�siì tou, dhlad  se k�je
polu¸numo tou < x− r > . Apì thn �llh pleur� o pur nac tou εr eÐnai

Kerεr = {f ∈ K[x] | εr(f) = f(r) = 0}

dhlad  apartÐzetai apì ekeÐna akrib¸c ta polu¸numa ta opoÐa èqoun rÐza to r. Epomènwc k�je
polu¸numo tou < x−r > brÐsketai ston pur na tou εr. To swstì loipìn eÐnai ìti < x−r >⊆ ker(εr)

Jèma 3: DÐnetai A antimetajetikìc daktÔlioc kai to ide¸dec tou

N(A) = {a ∈ A | ∃n ∈ N an = 0 }

a)ExhgeÐste giatÐ o daktÔlioc - phlÐko A
N(A) èqei thn idiìthta ∀x(x2 = 0⇒ x = 0). (1 mon�da).

b) EÐnai k�je daktÔlioc me thn teleutaÐa idiìthta tou a) akèraia perioq ? (0,5 mon�dec)

LÔsh: a) An èna stoiqeÐo [a]N(A) tou daktulÐou - phlÐko A/N(A) èqei thn idiìthta [a]2N(A) =
[a2]N(A) = 0N(A), tìte èqoume ìti a2 ∈ N(A). Epomènwc up�rqei n ∈ N tètoio ¸ste (a2)n = 0,
dhlad  a2n = 0. Autì shmaÐnei ìti a ∈ N(A). SumperaÐnoume loipìn ìti [a]N(A) = [0]N(A).

b) De mporoÔme na sumper�noume k�ti tètoio. En¸ k�je akèraia perioq  profan¸c èqei thn up-
ì suz thsh idiìthta, to antÐstrofo den isqÔei. Gia diaforetik� metaxÔ touc x, y me ginìmeno 0 de
mporoÔme na sumper�noume ìti èna apì ta dÔo ja eÐnai Ðso me 0. Ena sugkekrimèno antipar�deigma dÐne-
tai apì to dunamosÔnolo enìc opoioud pote sunìlou pou, wc gnwstìn, apokt� dom  antimetajetikoÔ
daktulÐou me dimeleÐc pr�xeic th summetrik  diafor� (wc prìsjesh, me oudètero stoiqeÐo to kenì
sÔnolo) kai thn tom  (wc pollaplasiasmì). 'Enac tètoioc daktÔlioc epalhjeÔei thn upì suz thsh
idiìthta, afoÔ A ∩ A = ∅ shmaÐnei A = ∅, en¸ den eÐnai akèraia perioq . MporeÐ na èqei wc stoiqeÐa
xèna metaxÔ touc uposÔnola A, B, diaforetik� apì to kenì sÔnolo pou èqoun tom  A ∩B = ∅.

Jèma 4: a) Gr�yte to stoiqeÐo (2 4)(3 6)(1 3)(1 5) tou S7 wc ginìmeno xènwn kÔklwn. (1 mon�da)
b) An τ eÐnai ènac kÔkloc m kouc 5 ti t�xh èqei autìc o kÔkloc wc stoiqeÐo thc Sn? An mia

met�jesh analÔetai se ginìmeno tri¸n xènwn kÔklwn m kouc 5, ti t�xh èqei aut  h met�jesh? (1
mon�da)

LÔsh: a) K�nontac tic sunjèseic blèpoume ìti h dojeÐsa met�jesh eÐnai h(
1 2 3 4 5 6 7
5 4 1 2 6 3 7

)
SÔmfwna me thn apìdeixh tou Jewr matoc gia thn an�lush metajèsewn se ginìmeno xènwn kÔklwn,
entopÐzoume ènan opoiod pote kÔklo mèsa sth met�jesh. Xekin¸ntac apì to 1 diapist¸noume ìti
ènac tètoioc eÐnai o (1 5 6 3). Pollaplasi�zoume th dojeÐsa met�jesh me ton antÐstrofo autoÔ tou
kÔklou kai to apotèlesma blèpoume ìti eÐnai o kÔkloc (2 4). Ara h dojeÐsa met�jesh gr�fetai wc
(1 5 6 3)(2 4).

b) EÐnai profanèc ìti se ènan kÔklo τ = (x1 x2 x3 x4 x5) èqoume gia opoiod pote stoiqeÐo tou
xi ìti

τ5(xi) = τ4(xi+1) = ... = τ(xi+4) = xi+5,

ìpou oi deÐktec metri¸ntai modulo n. Ara h t�xh tou kÔklou eÐnai 5.
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An mia met�jesh gr�fetai wc ginìmeno tri¸n xènwn kÔklwn σ = τ1τ2τ3, tìte

σ5 = (τ1τ2τ3)5 = τ5
1 τ

5
2 τ

5
3 = id

H deÔterh isìthta dikaiologeÐtai apì to gegonìc ìti oi kÔkloi eÐnai xènoi, epomènwc antimetatÐjentai,
dhlad  mporoÔme na mazèyoume ìlouc touc par�gontec me ton Ðdio deÐkth mazÐ. EpÐshc de mporoÔme
na èqoume t�xh mikrìterh apì 5 gia th σ, afoÔ h t�xh thc prèpei na diaireÐ to 5

Jèma 5: Estw ìti G eÐnai mÐa om�da, G × G eÐnai h om�da - ginìmeno, me tic pr�xeic na orÐzontai
kat� suntetagmènh, kai jewroÔme ton omomorfismì δ:G → G × G pou orÐzetai wc δ(g) = (g, g)
(jewreÐtai gnwstì ìti autìc eÐnai omomorfismìc om�dwn)

ApodeÐxte ìti h upoom�da Im(δ) eÐnai kanonik  upoom�da thc G × G an kai mìno an h G eÐnai
antimetajetik . (2 mon�dec)

LÔsh: Ac upojèsoume pr¸ta ìti h upoom�da Im(δ) thc G × G eÐnai kanonik . JewroÔme dÔo
opoiad pote stoiqeÐa g1, g2 thc G. Tìte gia to stoiqeÐo (g1, g1) ∈ Im(δ) èqoume ìti (g1, g1)(g1, g2) =
(g2

1, g1g2). Lìgw thc kanonikìthtac thc Im(δ) prèpei na up�rqei stoiqeÐo (g, g) ∈ Im(δ) ¸ste

(g1, g1)(g1, g2) = (g2
1, g1g2) = (g1, g2)(g, g) = (g1g, g2g)

Apì thn isìthta twn zeug¸n paÐrnoume g2
1 = g1g kai g1g2 = g2g. H pr¸th apì autèc tic isìthtec dÐnei

(diagr�fontac to g1) ìti g = g1. Tìte h deÔterh isìthta gÐnetai g1g2 = g2g1, epomènwc (afoÔ ta g1,
g2 eÐnai opiad pote) h G eÐnai antimetajetik .

AntÐstrofa, an h G eÐnai antimetajetik , gia to opoiod pote stoiqeÐo (g1, g2) ∈ G × G kai
(g, g) ∈ Im(δ) paÐrnoume ìti (g, g)(g1, g2) = (gg1, gg2) = (g1g, g2g) = (g1, g2)(g, g). Br kame loipìn
to aparaÐthto stoiqeÐo pou apaiteÐ h sunj kh thc kanonikìthtac (eÐnai to Ðdio to (g, g)).
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