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Oi foithtèc pou èqoun dhl¸sei to m�jhma wc upoqrewtikì tou pr¸tou ètouc
na apant soun ta epìmena tèssera jèmata.

Jèma 1: a) Exet�ste an eÐnai tautolìgÐec oi parak�tw prot�seic:

(A1∨A2∨A3∨A4∨A5) → ( (A1 → A2)∨(A1 → A3)∨(A1 → A4)∨(A1 → A5) )

( ((A1 → A2)→ A1)→ A1 ) → ( (A3 → A4) ∨ (A3 ∧ ¬A4) )

b) BreÐte mia aponom  alhjotim¸n stic protasiakèc metablhtèc pou na
kajist� tautìqrona alhjeÐc tic prot�seic

¬( ((A1 ∨A2)→ A1) ∨ ((A3 → A2)→ A4) ) kai

A1 ∨A2 ∨ (A3 → A4) ∨ (A3 ∧ ¬A4) )

(3 mon�dec)

LÔsh: a) Gia thn pr¸th parathroÔme ìti an h A1 p�rei alhjotim  1 kai oi
upìloipec metablhtèc p�roun tim  0, tìte h upìjesh thc sunepagwg c gÐnetai
alhj c en¸ to sumpèrasma yeudèc, wc sÔzeuxh yeud¸n prot�sewn.

Gia th deÔterh, parathroÔme ìti h prìtash A3 ∧ ¬A4 eÐnai isodÔnamh me
thn �rnhsh thc A3 → A4, epomènwc to sumpèrasma thc sunepagwg c eÐnai
p�nta alhjèc kai �ra h dojeÐsa prìtash eÐnai tautologÐa.

b) Gia to lìgo pou anafèrame amèswc parap�nw, h deÔterh apì tic dÔo
prot�seic eÐnai tautologÐa kai den qrei�zetai na asqolhjoÔme perissìtero m'
aut n. Y�qnoume epomènwc mia aponom  alhjotim¸n pou na epalhjeÔei thn
pr¸th. Jèloume loipìn mia aponom  pou na k�nei yeudeÐc tìso thn (A1 ∨
A2)→ A1, ìso kai thn (A3 → A2)→ A4. Prèpei loipìn na eÐnai v(A1) = 0,
v(A4) = 0. An t¸ra eÐnai v(A2) = 1, oi dÔo teleutaÐec prot�seic gÐnontai
yeudeÐc (�ra kai h dojeÐsa alhj c), asqètwc tou ti tim  ja p�rei h A3.
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Jèma 2: JewroÔme èna sÔnolo prot�sewn Σ gia to opoÐo gnwrÐzoume ìti
eÐnai epalhjeÔsimo. An ϕ1, ..., ϕn eÐnai k�poia stoiqeÐa tou sunìlou autoÔ kai
σ eÐnai opoiad pote prìtash, exet�ste an to sÔnolo

Σ ∪ {σ → (ϕ1 ∧ ... ∧ ϕn)}

eÐnai epalhjeÔsimo. (2 mon�dec)

LÔsh: AfoÔ to Σ eÐnai epalhjeÔsimo, up�rqei mia aponom  alhjotim¸n pou
epalhjeÔei ìlec tic prot�seic tou. Eidikìtera epalhjeÔei tic ϕ1, ..., ϕn, �ra
kai th sÔzeux  touc. Epomènwc h sugkekrimènh aponom  ja k�nei alhj  thn
prìtash σ → (ϕ1 ∧ ... ∧ ϕn), kaj¸c kai ìlec toc prot�seic tou Σ. Ara to
Σ ∪ {σ → (ϕ1 ∧ ... ∧ ϕn)} eÐnai epalhjeÔsimo.

Jèma 3: JewroÔme ton tÔpo ϕ : R(x, y) ∧ ¬∃z(R(x, z) ∧R(z, y))
a) Exet�ste an alhjeÔei h prìtash ∀x∃yϕ sth dom  twn fusik¸n arijm¸n

kai sth dom  twn pragmatik¸n arijm¸n, an kai stic dÔo peript¸seic ermhneÔ-
soume to sqesiakì sÔmbolo R wc thn austhr  di�taxh, dhlad  R(x, y) na lèei
ìti o x eÐnai austhr� mikrìteroc tou y.

b) Gr�yte prìtash logik� isodÔnamh me thn parap�nw pou na eÐnai kanon-
ik  posodeiktik  morf , dhlad  na prohgeÐtai mia akoloujÐa posodeikt¸n kai
na akoloujeÐ èna mèroc pou den èqei kajìlou psodeÐktec.

(2,5 mon�dec)

LÔsh: a) H prìtash ermhneumènh sth dom  twn fusik¸n arijm¸n me thn
austhr  touc di�taxh lèei ìti gia k�je fusikì arijmì mporoÔme na broÔme
ènan �llo fusikì arijmì ¸ste o pr¸toc na eÐnai mikrìteroc tou deÔterou
kai an�mes� touc na mhn up�rqei kanènac �lloc fusikìc arijmìc. Autì alh-
jeÔei, prokeimènou gia touc fusikoÔc arijmoÔc, afoÔ ìti tim  ki an d¸sei mia
apotÐmhsh metablht¸n v sto x, ekeÐnh pou apotim� to y wc v′(y) = v(x) + 1
eÐnai tètoia pou

(N, <) |= R(x, y) ∧ ¬∃z(R(x, z) ∧R(z, y))[x/v(x), y/v′(y)]

Apì thn �llh pleur� h prìtash den alhjeÔei, prokeimènou gia touc prag-
matikoÔc arijmoÔc, afoÔ ìti tim  ki an d¸sei mia apotÐmhsh metablht¸n v stic
metablhtèc x, y, èqoume ìti up�rqoun p�ntote pragmatikoÐ arijmoÐ metaxÔ twn
v(x), v(y).

b) Eqoume

∀x∃y (R(x, y) ∧ ¬∃z(R(x, z) ∧R(z, y)) ≡ ∀x∃y(R(x, y) ∧ ∀z(¬R(x, z) ∨ ¬R(z, y))
≡ ∀x∃y∀z(R(x, y) ∧ (¬R(x, z) ∨ ¬R(z, y))

afoÔ o kajolikìc posodeÐkthc epimerÐzei th sÔzeuxh.
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Jèma 4: Estw mia gl¸ssa L thc kathgorhmatik c logik c pou perièqei
èna sqesiakì sÔmbolo duo jèsewn R.

a) Gr�yte prot�seic thc gl¸ssac aut c pou na ekfr�zoun ìti, h sqèsh
pou ermhneÔei to R, èqei tic ex c idiìthtec:

(i) H sqèsh eÐnai metabatik .
(ii) Up�rqoun dÔo diaforetik� stoiqeÐa pou de sqetÐzontai me kanèna �llo.
b) Gr�yte prot�seic isodÔnamec me tic arn seic twn parap�nw idiot twn,

me trìpo ¸ste o sÔndesmoc thc �rnhshc na efarmìzetai mìno sto sqesiakì
sÔmbolo R. Diatup¸ste se fusik  gl¸ssa autèc tic arn seic.

(2,5 mon�dec)

LÔsh: a)

ϕ : ∀x∀y∀z ( (R(x, y) ∧R(y, z))→ R(x, z) )

ψ : ∃x∃y (¬(x = y) ∧ ∀z(¬R(x, z) ∧ ¬R(z, x) ∧ ¬R(y, z) ∧ ¬R(z, y) ) )

b)
¬ϕ ≡ ∃x∃y∃z ( (R(x, y) ∧R(y, z)) ∧ ¬R(x, z) )

¬ψ ≡ ∀x∀y (x = y ∨ ∃z(R(x, z) ∨R(z, x) ∨R(y, z) ∨R(z, y) ) )

Se fusik  gl¸ssa h �rnhsh thc pr¸thc prìtashc lèei �� up�rqoun trÐa
stoiqeÐa, pou to pr¸to sqetÐzetai me to deÔtero, to deÔtero me to trÐto, all�
to pr¸to de sqetÐzetai me to trÐto��.

H �rnhsh thc pr¸thc prìtashc lèei �� k�je dÔo stoiqeÐa, eÐte eÐnai Ðsa,
eÐte up�rqei stoiqeÐo pou na sqetÐzetai me èna apì aut���.

Oi foithtèc èqoun dhl¸sei to m�jhma wc kat' epilog n tou trÐtou ètouc na
apant soun ta Jèmata 1, 2 kaj¸c kai se èna ek twn 3, 4 kai na suneqÐsoun
me ta parak�tw (profan¸c gia es�c up�rqei mis  mon�da bonus):

Jèma 5: Gia k�je fusikì arijmì n jewroÔme to sÔnolo

Tn = {σ0, σ0 → σ1, σ1 → σ2, ..., σn−1 → σn}

Na apodeÐxete me epagwg  ìti gia k�je n ≥ 1 up�rqei tupik  apìdeixh tou σn

me upojèseic sto Tn (1 mon�da)
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LÔsh: EÐnai T1 = {σ0, σ0 → σ1}, opìte gia n = 1 to zhtoÔmeno prokÔptei
me mia apl  efarmog  tou kanìna modus ponens.

Deqìmenoi ìti up�rqei tupik  apìdeixh tou σn me upojèseic sto Tn, h
parak�tw tupik  apodeiktik  diadikasÐa

·
upojèseic sto Tn ·

·
σn

σn → σn+1 ∈ Tn+1 σn → σn+1

MR sta duo prohgoÔmena σn+1

dÐnei to zhtoÔmeno.

Jèma 6: Gr�yte mia prìtash pou na epalhjeÔetai se mia dom  akrib¸c
ìtan h dom  aut  èqei akrib¸c m stoiqeÐa. QrhsimopoieÐste th dunatìthta na
grafoÔn tètoiec prot�seic gia na exhg sete giatÐ den up�rqei jewrÐa grammènh
se gl¸ssa thc Kathgorhmatik c Logik c, ta montèla thc opoÐac na eÐnai
akrib¸c oi peperasmènec om�dec. (2 mon�dec)

LÔsh: H zhtoÔmenh prìtash eÐnai

∃x1...∃xm ( ¬(x1 = x2)∧ ...∧¬(x1 = xm)∧¬(x2 = x3)∧ ...∧¬(xm−1 = xm)

∧∀y ( y = x1 ∨ ... ∨ y = xm ) )

An upojèsoume, proc �topo, ìti up�rqei tètoia jewrÐa, tìte jewroÔme
to sÔnolo prot�sewn pou prokÔptei wc ènwsh tou sunìlou prot�sewn pou
apartÐzoun th jewrÐa aut  me to sÔnolo twn prot�sewn pou epalhjeÔontai
se mia dom  akrib¸c ìtan h dom  èqei toul�qiston m stoiqeÐa, gia ìla ta m ≥
1. To sÔnolo autì eÐnai peperasmèna epalhjeÔsimo. Pr�gmati, an p�roume
èna opoiod pote peperasmèno uposÔnolì tou, ja emplèkei èna peperasmèno
pl joc fusik¸n arijm¸n m ki an m0 eÐnai o megalÔteroc apì autoÔc, tìte
mia om�da me m0 stoiqeÐa ja to epalhjeÔei (afoÔ k�je peperasmènh om�da
ja epalhjeÔei tic prot�seic sto sÔnolo pou upojèsame ìti up�rqei). Apì to
Je¸rhma tou SumpagoÔc prokÔptei ìti olìklhro to sÔnolo prot�sewn eÐnai
epalhjeÔsimo. Tìte ìmwc ja èqoume ìti h dom  pou mac parèqei to Je¸rhma
tou SumpagoÔc, afenìc men ja eÐnai peperasmènh (wc montèlo thc upotejeÐsac
jewrÐac), afetaÐrou de ja eÐnai �peirh (afoÔ ja prèpei na èqei toul�qiston m
stoiqeÐa, gia k�je fusikì m ≥ 1). Ft�same ètsi se �topo.
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