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Sto parìn parousi�zoume sÔntoma tic lÔseic twn pio apaithtik¸n metaxÔ twn ask -
sewn JewrÐac DaktulÐwn tou fulladÐou pou anart jhke kat� tic diakopèc tou P�sqa.

Askhsh 2: JewroÔme ènan antimetajetikì daktÔlio A, kai dÔo ide¸dh I, J ep'
autoÔ. SqhmatÐzoume touc daktulÐouc - phlÐka A/I, A/J kai jewroÔme th sun�rthsh

f :A→ A/I × A/J

me f(a) = ([a]I , [a]J) (ìpou [a]I , [a]J sumbolÐzoun tic kl�seic isodunamÐac tou stoiqeÐou
a ∈ A wc proc th sqèsh isodunamÐac pou prosdiorÐzoun ta ide¸dh I, J , antÐstoiqa).
ApodeÐxte ìti h f eÐnai omomorfismìc kai ìti ker(f) = I ∩ J .

Sthn perÐptwsh pou A = Z, I = mZ, J = nZ, jumhjeÐte ti eÐnai h tom  I ∩ J ki
exet�ste pìte h parap�nw sun�rthsh eÐnai epÐ.

LÔsh: AsqoloÔmaste me to ìti ker(f) = I ∩ J :

a ∈ ker(f) ⇔ ([a]I , [a]J) = ([0]I , [0]J)

⇔ [a]I = [0]I & [a]J = [0]J

⇔ a ∈ I & a ∈ J
⇔ a ∈ I ∩ J

To na eÐnai epÐ o parap�nw omomorfismìc shmaÐnei ìti k�je ([a]I , [b]J) sto sÔnolo
A/I × A/J eÐnai Ðso me èna ([x]I , [x]J), gia k�poio x ∈ A.

Sthn perÐptwsh loipìn pou A = Z, I = mZ, J = nZ, y�qnoume èna x ∈ Z ètsi
¸ste na eÐnai tautìqrona

x ≡ a(mod m) kai x ≡ b(mod n)

GnwrÐzoume ìti autì sumbaÐnei ìtan µκδ(m,n) = 1 (autì eÐnai to perieqìmeno tou
legìmenou Kinèzikou Jewr matoc). GiatÐ, dedomènou ìti up�rqoun akèraioi k, l ¸ste
mk+nl = 1, an jèsoume x = bmk+anl, eÐnai x−a = bmk+anl−a = bmk+a(nl−1) =
bmk−amk = mk(b−a) kai omoÐwc x−b = nl(a−b). Opwc èqoume dei sthn perÐptwsh
pou µκδ(m,n) = 1 eÐnaimZ∩nZ = mnZ, opìte apì to Pr¸to Je¸rhma IsomorfismoÔ
prokÔptei ìti

Zmn
∼=

Z
mnZ

∼=
Z
mZ
× Z
nZ
∼= Zm × Zn
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Epeid  µκδ(m,n) = 1 akrib¸c ìtan mZ + nZ = Z, to parap�nw epiqeÐrhma gia to ìti
h sun�rthsh eÐnai epÐ genikeÔetai sthn perÐptwsh pou I + J = A, opìte èqoume ènan
isomorfismì

A

I ∩ J
∼=
A

I
× A

J

Askhsh 8: Estw A antimetajetikìc daktÔlioc kai

N(A) = {a ∈ A | ∃n ∈ N an = 0 }

ApodeÐxte ìti to N(A) eÐnai ide¸dec epÐ tou A.
An a ∈ N(A), apodeÐxte ìti to 1− a eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo tou A.

LÔsh: To krÐsimo z thma ed¸ eÐnai na deÐxoume ìti, an a, b ∈ N(A), tìte a +
b ∈ N(A). An lopìn up�rqei m ∈ N, tètoio ¸ste am = 0 kai n ∈ N, tètoio ¸ste
bn = 0, tìte èqoume (ex aitÐac tou ìti o tÔpoc gia to diwnumikì an�ptugma isqÔei se
opoiond pote antimetajetikì daktÔlio)

(a+ b)m+n =
m+n∑
i=0

(
m+ n

i

)
aibm+n−i

Omwc gia i < m eÐnai m + n − i > n, opìte bm+n−i = 0, en¸ gia i ≥ m eÐnai ai = 0.
Epomènwc ìloi oi ìroi autoÔ tou anaptÔgmatoc eÐnai Ðsoi me 0, dhlad  (a+ b)m+n = 0.

An up�rqei n ∈ N, tètoio ¸ste an = 0, tìte epeid  se opoiond pote antimetajetikì
daktÔlio isqÔei

1− an = (1− a)(1 + a+ ...+ an−1)

kai 1− an = 1, prokÔptei ìti to 1− a eÐnai antistrèyimo.

Askhsh 9: An R eÐnai to s¸ma twn pragmatik¸n arijm¸n, R[x] eÐnai o daktÔlioc twn
poluwnÔmwn me pragmatikoÔc suntelestèc kai I eÐnai to ide¸dec tou pou apartÐzetai
apì ìla ta polu¸numa ta opoÐa eÐnai pollapl�sia tou x2 +1, apodeÐxte ìti o daktÔlioc
- phlÐko R[x]/I eÐnai isìmorfoc me to s¸ma twn migadik¸n arijm¸n.

LÔsh: JumÐzoume ìti, dedomènou tou kanonikoÔ omomorfismoÔ R → C, ènac omo-
morfismìc R[x] → C kajorÐzetai apì to poÔ stèlnoume to polu¸numo x. Me b�sh
autì jewroÔme ton omomorfismì ϕ: R[x]→ C pou stèlnei to x sto i.

O omomorfismìc autìc eÐnai epÐ: K�je migadikìc arijmìc a + bi eÐnai eikìna tou
poluwnÔmou a+ bx. O pur nac tou omomorfismoÔ perièqei to polu¸numo x2 + 1, giatÐ
ϕ(x2 + 1) = i2 + 1 = 0. Epomènwc kai k�je pollapl�sio tou x2 + 1 ja perièqetai ston
pur na, dhlad  I ⊆ kerϕ. Omwc t¸ra gnwrÐzoume apì th jewrÐa ìti, epeid  to x2 + 1
eÐnai an�gwgo epÐ tou R, to I =< x2 +1 > eÐnai megistikì ide¸dec tou R[x]. Epomènwc,
afoÔ to ide¸dec kerϕ den eÐnai olìklhroc o daktÔlioc R[x], ja eÐnai I = kerϕ. To
pr¸to je¸rhma isomorfismoÔ dÐnei

R[x]

I
=

R[x]

kerϕ
∼= Imϕ = C
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