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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Áíôéêåßìåíï ôçò ÕðïëïãéóôéêÞò Ðïëõðëïêüôçôáò åßíáé ôá õðïëïãéóôéêÜ ðñï-
âëÞìáôá êáèþò êáé ïé åíäïãåíåßò éäéüôçôåò ôïõò ðïõ ôá êÜíïõí íá åðéëýïíôáé
Þ íá ìçí åðéëýïíôáé áðïôåëåóìáôéêÜ. Óêïðüò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ åßíáé íá
åîçãÞóåé ôï áíôéêåßìåíï ôçò ÕðïëïãéóôéêÞò Ðïëõðëïêüôçôáò äßíïíôáò Ýìöáóç
óôçí äéÜêñéóç ìåôáîý ôçò Èåùñßáò Ðïëõðëïêüôçôáò êáé ôçò Èåùñßáò Áëãï-
ñßèìùí.

¸íá õðïëïãéóôéêü ðñüâëçìá åßíáé ìéá åñþôçóç ç ïðïßá ðåñéãñÜöåôáé áðü
Ýíá óýíïëï ðáñáìÝôñùí Þ áëëéþò åëåýèåñùí ìåôáâëçôþí êáèþò êáé áðü ôçí
ó÷Ýóç ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé ç ëýóç ôïõ ìå ôéò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Åßíáé óç-
ìáíôéêÞ ç äéÜêñéóç ìåôáîý ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé åíüò óôéãìéïôýðïõ ôïõ: Ôï
óôéãìéüôõðï ðñïêýðôåé áðü ìéá áðüäïóç óõãêåêñéìÝíùí ôéìþí óôéò ðáñáìÝ-
ôñïõò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Óáí ðáñÜäåéãìá áò èåùñÞóïõìå ôï ðïëý ÷ñÞóéìï óôçí ÐëçñïöïñéêÞ êáé
åîáéñåôéêÜ ìåëåôçìÝíï ðñüâëçìá ôçò ôáîéíüìçóçò (sorting). ÐáñÜìåôñïò áõ-
ôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé Ýíá äéÜíõóìá n ðñáãìáôéêþí áñéèìþí I = (a1; a2;
: : : ; an). Ëýóç óôï ðñüâëçìá ôçò Ôáîéíüìçóçò åßíáé ôï £ôáîéíïìçìÝíï¤ äéÜ-
íõóìá I ′ = (a′1; a′2; : : : ; a′n) ìå óõíôåôáãìÝíåò ôïõò ßäéïõò áñéèìïýò áëëÜ óå
áýîïõóá óåéñÜ: a′i ≤ a′i+1; i = 1; · · · ; n− 1.

¸íá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò Ôáîéíüìçóçò åßíáé ð.÷. ãéá n =
4 ôï äéÜíõóìá I = (7; 3; 12;−2). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ëýóç åßíáé ôï
äéÜíõóìá I ′ = (−2; 3; 7; 12).

Ç åðßëõóç åíüò õðïëïãéóôéêïý ðñïâëÞìáôïò áðáéôåß ôçí ó÷åäßáóç åíüò
áëãïñßèìïõ Þ áëëéþò ìéáò óáöïýò âÞìá ðñïò âÞìá äéáäéêáóßáò ðïõ íá ïäçãåß
óôçí ëýóç óå ðåðåñáóìÝíï áñéèìü âçìÜôùí.

Ðáñüëï ðïõ ç áíÜðôõîç ôå÷íéêþí ó÷åäéáóìïý êáé ìåëÝôç ôùí áëãïñßè-
ìùí äåí åßíáé êýñéï áíôéêåßìåíï ôïõ âéâëßïõ áõôïý, ïé áëãüñéèìïé åßíáé ç Üëëç
ðëåõñÜ (èåôéêÞ;) ôçò ìåëÝôçò ôùí õðïëïãéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí êáé ðïëëÝò
öïñÝò èá ÷ñåéáóôåß íá ðåñéãñÜøïõìå áëãïñßèìïõò ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá. Ãéá
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ

ëüãïõò óáöÞíåéáò êáé áðëüôçôáò èá áðáéôïýìå ïé áëãüñéèìïé ìáò íá óõíôÜó-
óïíôáé áðü åðéìÝñïõò âÞìáôá ðïõ åßíáé óõíÞèç óå áðëÜ ðñïãñÜììáôá õðïëï-
ãéóôþí. ¼ðïõ ç áðáßôçóç óõíôïìßáò ôï åðéâÜëëåé, èá ïìáäïðïéïýìå åðßóçò
óõíèåôüôåñåò äéåñãáóßåò. Óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç üìùò èá åßíáé êáôáíïçôü
üôé ç áíÜëõóç óå ðñáãìáôéêÜ £ðñïãñáììáôéóôéêÜ¤ âÞìáôá ìðïñåß íá ãßíåé ÷ù-
ñßò ðñüâëçìá.

Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí áëãïñßèìùí ìáò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá øåõäï-
ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý ìå âáóéêÞ äïìÞ äáíåéóìÝíç áðü ôçí Pascal þóôå
íá óõíäõÜæïõìå ôçí óáöÞíåéá êáé ðåñéåêôéêüôçôá ìå ôçí óõíôïìßá. Ï ëüãïò
ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéïýìå ìéá ðñáãìáôéêÞ ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý åßíáé üôé
èÝëïõìå íá áðïöýãïõìå ôéò óõíôáêôéêÝò éäéáéôåñüôçôåò ìéáò óõãêåêñéìÝíçò
ãëþóóáò êáé íá åðéêåíôñùèïýìå óôïí êáèáõôü áëãüñéèìï. Óáí óõíÝðåéá, äåí
áðáéôåßôáé áðü ôïí áíáãíþóôç åîïéêåßùóç ìå êáììéÜ ãëþóóá ðñïãñáììáôé-
óìïý, ðáñÜ ìüíï ìå ôéò âáóéêÝò áñ÷Ýò ôïõ äïìçìÝíïõ ðñïãñáììáôéóìïý ãéá
íá êáôáíïÞóåé Ýíá áëãüñéèìï. ÅîÜëëïõ üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ðïëëÝò öïñÝò
ó÷åôéêÜ ðïëýðëïêåò äéåñãáóßåò èá ðåñéãñÜöïíôáé óôçí öõóéêÞ ãëþóóá þóôå
íá áíáäåéêíýåôáé ç ïõóßá ôïõ áëãïñßèìïõ.

1.1 Áëãüñéèìïé êáé Ðïëõðëïêüôçôá
Áò äþóïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ðåñéãñÜöïíôáò Ýíá ðïëý êïéíü áëãüñéèìï ãéá ôï
ðñüâëçìá ôçò Ôáîéíüìçóçò, ôïí ëåãüìåíï áëãüñéèìï ôçò Öõóáëßäáò (bubble-
sort).

procedure bubble sort;
1: input I; {Ýíá n-äéÜóôáôï äéÜíõóìá áñéèìþí}
2: for i := 1 to n− 1 do
3: for j := 1 to n− i do
4: if I(j) > I(j + 1) then
5: áíôÜëëáîå ôá I(j + 1) êáé I(j);
6: end if
7: end for
8: end for
9: return I;

Áëãüñéèìïò 1: Ï áëãüñéèìïò ôçò Öõóáëßäáò.

Ç ëåéôïõñãßá áõôïý ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ðïëý áðëÞ. Óôçí ïõóßá êÜíåé
üôé êáé Ýíáò Üíèñùðïò ðïõ èÝëåé íá ôáîéíïìÞóåé Ýíá óýíïëï áðü n áíáêá-
ôåìÝíá ÷áñôéÜ óýìöùíá ìå ôçí áýîïõóá óåéñÜ óåëßäùí: Óôçí áñ÷Þ âñßóêåé,
ìå äéáäï÷éêÝò óõãêñßóåéò ìå üëá ôá õðüëïéðá, ôï ÷áñôß ìå ôï ìåãáëýôåñï
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1.1. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÉ ÊÁÉ ÐÏËÕÐËÏÊÏÔÇÔÁ

íïýìåñï êáé ôï ôïðïèåôåß ôåëåõôáßï. Óôçí óõíÝ÷åéá âñßóêåé ôï ìåãáëýôåñï
áðü ôá õðüëïéðá n− 1 ÷áñôéÜ êáé ôï ôïðïèåôåß ðñïôåëåõôáßï ê.ï.ê. ìÝ÷ñé ôï
ìéêñüôåñï. ÄçëáäÞ ôï ìåãáëýôåñï ìå ôéò äéáäï÷éêÝò áëëáãÝò èÝóåùí áíåâáß-
íåé óôçí ôåëåõôáßá èÝóç óáí öõóáëßäá. Óôïí Áëãüñéèìï 1 áõôÞ ç ëåéôïõñãßá
öáßíåôáé óôïí åóùôåñéêü âñü÷ï áíáêýêëùóçò (âÞìáôá 3{7): óáñþíïõìå üëá
ôá äéáäï÷éêÜ æåõãÜñéá áðü ôï ðñþôï ùò ôï ôåëåõôáßï óôïé÷åßï ìåôáêéíþíôáò
ôï ìåãáëýôåñï óôçí èÝóç ìå ôïí ìåãáëýôåñï äåßêôç. Ðñïöáíþò ìåôÜ ôï ôÝ-
ëïò ôçò óÜñùóçò óôçí ôåëåõôáßá èÝóç èá âñåèåß ôï ìåãáëýôåñï áðü üëá ôá
óôïé÷åßá. Ôï äéÜóôçìá ðïõ êÜèå öïñÜ óáñþíïõìå åßíáé áðü ôï óôïé÷åßï 1
Ýùò ôï n − i (óôçí áñ÷Þ i = 1 êáé ôï äéÜóôçìá åßíáé áðü ôï 1 Ýùò ôï n − 1,
ìåôÜ i = 2 êáé ôï äéÜóôçìá ãßíåôáé áíôßóôïé÷á 1 Ýùò n− 2 êëð). Ç ïñèüôçôá
ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ðñïöáíÞò êáé óõíåðþò ç ôåëåõôáßá ãñáììÞ ðñÜãìáôé èá
åðéóôñÝøåé ôï äéÜíõóìá I ôáîéíïìçìÝíï.1

Óáí ðñþôï ëïéðüí âÞìá óôçí êáôáíüçóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ôçò Èåùñßáò
Ðïëõðëïêüôçôáò áò ðñïóðáèÞóïõìå íá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ
áëãïñßèìïõ ôçò Öõóáëßäáò êáé ü÷é áêüìç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò Ôáîéíüìçóçò.

ÊÜðùò ãåíéêÜ ìéëþíôáò, áõôü óçìáßíåé ôçí áîéïëüãçóç ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ
áëãïñßèìïõ, äçëáäÞ ôçí åýñåóç ôùí éäéïôÞôùí ôïõ ðïõ íá ìáò åðéôñÝøïõí íá
ôïí ÷áñáêôçñßóïõìå óáí êáëü Þ êáêü. Êáëü Þ êáêü üìùò ìå âÜóç ðïéü ìÝôñï;
Êáé áêüìç ãåíéêüôåñá, ðïéÝò åßíáé ôåëéêÜ ïé éäéüôçôåò ðùò ìáò åíäéáöÝñïõí óå
Ýíá áëãüñéèìï; Ó' áõôÞ ôçí åñþôçóç ï óõíçèéóìÝíïò ÷ñÞóôçò ðñïãñáììÜôùí
çëåêôñïíéêïý õðïëïãéóôÞ (Üñá êáé áëãïñßèìùí) áðáíôÜ: Ç ôá÷ýôçôá. Ðñáã-
ìáôéêÜ ç ôá÷ýôçôá (ï ÷ñüíïò) óå Ýíá áëãüñéèìï åßíáé áðü ôá ðëÝïí åðéèõìçôÜ
÷áñáêôçñéóôéêÜ. Áêüìç êáé óôçí åðï÷Þ ìáò üðïõ ç åîÝëéîç ôùí õðïëïãé-
óôþí Ý÷åé êáôáöÝñåé íá êáôáóêåõÜóåé ìç÷áíÝò ìå åîáéñåôéêÝò åðéäüóåéò, ôá
êáéíïýñãéá ðñïâëÞìáôá ðïõ êáëïýíôáé íá ëýóïõí ïé õðïëïãéóôÝò êÜíåé ôçí
ôá÷ýôçôá ôçò ÷ñçóéìïðïéïýìåíçò ìåèüäïõ ßóùò ôï ðéï óçìáíôéêü ÷áñáêôçñé-
óôéêü ôçò. Óå êáììßá üìùò ðåñßðôùóç äåí åßíáé êáé ôï ìïíáäéêü: Ç ìíÞìç
åßíáé ìßá Üëëç ðáñÜìåôñïò ðïõ åíäéáöÝñåé óå Ýíá õðïëïãéóìü. ¼ðùò êáé ï
÷ñüíïò, Ýôóé êáé ï ÷þñïò (ç ìíÞìç) áðïôåëåß õðïëïãéóôéêü ðüñï óå áíåðÜñ-
êåéá êáé êáôÜ óõíÝðåéá åíäéáöÝñïõí ïé åðéäüóåéò ôïõ áëãïñßèìïõ ìáò ùò ðñïò
áõôüí.

ÃåíéêÜ ðÜíôùò ôï ìÝôñï ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé ìðïñåß
íá åßíáé áñêåôÜ ãåíéêü Þ áñêåôÜ åéäéêü áíÜëïãá ìå ôéò éäéáéôåñüôçôåò ôïõ
ðñïâëÞìáôïò êáé/Þ ôçò õðïëïãéóôéêÞò ìç÷áíÞò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá óå Ýíá ðáñÜëëçëï õðïëïãéóôÞ (Ýíáí õðïëïãéóôÞ üðïõ ðïëëÝò ìïíÜ-
äåò åðåîåñãáóßáò óõíåñãÜæïíôáé ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ßäéïõ ðñïâëÞìáôïò) Ýíá
óôïé÷åßï ðïõ åíäéáöÝñåé åßíáé ï áñéèìüò ôùí ìçíõìÜôùí ðïõ áíôáëëÜóóïíôáé

1¸íáò áëãüñéèìïò åßíáé ïñèüò áí åßíáé ìåñéêþò ïñèüò (äçëáäÞ ãéá ôéò åéóüäïõò ðïõ
ôåñìáôßæåé ðáñÜãåé ôï áíáìåíüìåíï áðïôÝëåóìá) êáé ôåñìáôßæåé ãéá êÜèå åßóïäï.
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ìåôáîý ôùí åðåîåñãáóôþí. Ç ðñáêôéêÞ áéôßá ãéá Ýíá ôÝôïéï ìÝôñï ðïëõðëï-
êüôçôáò åßíáé âáóéêÜ ôå÷íïëïãéêÞ: ç åðéêïéíùíßá ìåôáîý ôùí åðåîåñãáóôþí
åßíáé ðïëý ðéï ÷ñïíïâüñá áðü ôçí êáèáõôÞ åðåîåñãáóßá óå Ýíá õðïëïãéóôÞ.
Óõíåðþò ï áñéèìüò ôùí áíôáëëáóóïìÝíùí ìçíõìÜôùí êáôÜ ôçí åêôÝëåóç åíüò
áëãïñßèìïõ áðïôåëåß êáëÞ Ýíäåéîç ôçò ôá÷ýôçôáò ðïõ èá ðåôý÷åé.

Áò ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá åêôéìÞóïõìå ôéò åðéäüóåéò, ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï,
ôïõ Áëãüñéèìïõ 1. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, áò ðñïóðáèÞóïõìå íá åêôéìÞóïõìå
ôïí áñéèìü ôùí óõãêñßóåùí ðïõ êÜíåé üôáí ôáîéíïìåß n áñéèìïýò. ¼ðùò åîç-
ãÞóáìå ðáñáðÜíù, êáôÜ ôçí åêôÝëåóç ôïõ åîùôåñéêïý âñü÷ïõ áíáêýêëùóçò
(âÞìáôá 2{8) ãéá ðñþôç öïñÜ èá ãßíïõí n − 1 óõãêñßóåéò, ôç äåýôåñç åêôÝ-
ëåóç n − 2, ôçí ôñßôç n − 3 êëð, åíþ ôçí ôåëåõôáßá ìßá óýãêñéóç. Óõíåðþò
ï óõíïëéêüò áñéèìüò óõãêñßóåùí åßíáé n(n − 1)=2. Åäþ ìðïñåß êÜðïéïò íá
áíáñùôçèåß êáôÜ ðüóï ï áñéèìüò ôùí óõãêñßóåùí åßíáé ðñáãìáôéêÞ Ýíäåéîç
ãéá ôïí ÷ñüíï ðïõ èá ÷ñåéáóôåß ï áëãüñéèìïò ìáò íá ôáîéíïìÞóåé n áñéèìïýò.
ÐñáãìáôéêÜ, üðùò ìðïñåß íá ðáñáôçñÞóåé ï áíáãíþóôçò, ôá óõíïëéêÜ âÞìáôá
ôïõ áëãïñßèìïõ åîáñôþíôáé êáé áðü ôï áðïôÝëåóìá ôùí óõãêñßóåùí: óôï ôå-
ëåõôáßï âÞìá ç áíôéìåôÜèåóç ôùí I(j + 1) êáé I(j) èá ãßíåé ìüíï üôáí ôï
ðñþôï åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ äåýôåñïõ êáé óõíåðþò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åðé-
ðëÝïí ÷ñüíïò èá áðáéôçèåß ãéá íá ãßíåé ç åðéðëÝïí ëåéôïõñãßá. ÌÜëéóôá ï
÷ñüíïò áõôüò ìðïñåß íá åßíáé óçìáíôéêüò áí ãéá ðáñÜäåéãìá õðïèÝóïõìå üôé
ï áëãüñéèìïò ôáîéíïìåß åããñáöÝò óôçí äåõôåñåýïõóá ìíÞìç ôïõ õðïëïãéóôÞ
(óêëçñü äßóêï) äçëáäÞ ìßá ëåéôïõñãßá êáôÜ ôåêìÞñéï áñãÞ.

ÕðÜñ÷ïõí åíôïýôïéò éó÷õñÜ åðé÷åéñÞìáôá õðÝñ ôçò åðéëïãÞò ôùí óõãêñß-
óåùí óáí ìÝôñïõ ðïëõðëïêüôçôáò. ÊáôÜ ðñþôïí ïé óõãêñßóåéò áðïôåëïýí Üíù
öñÜãìá ôïõ áñéèìïý ôùí áíôéìåôáèÝóåùí. ÐñÜãìáôé, ïé áíôéìåôáèÝóåéò ìðïñåß
íá åßíáé ôï ðïëý üóåò êáé ïé óõãêñßóåéò äçë. ôï ðïëý n(n− 1)=2. (Ðáñåìðé-
ðôüíôùò, áõôü ìðïñåß íá óõìâåß êáé ìÜëéóôá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï äéÜíõóìá
ðïõ äßäåôáé ãéá ôáîéíüìçóç Ý÷åé ôçí áíôßóôñïöç äéÜôáîç, äçëáäÞ åßíáé ôáîéíï-
ìçìÝíï óå öèßíïõóá óåéñÜ.) Óõíåðþò ï áñéèìüò ôùí óõãêñßóåùí ÷áñáêôçñßæåé
ôçí ðïëõðëïêüôçôá ÷åéñüôåñçò ðåñßðôùóçò (worst case complexity) ôïõ áëãï-
ñßèìïõ ôçò Öõóáëßäáò. Áêüìç üìùò êáé óôï ôõ÷áßï ôñÝîéìï ôïõ áëãïñßèìïõ
(üðïõ ãåíéêÜ ðåñéìÝíïõìå ïé óõãêñßóåéò íá åßíáé ëéãüôåñåò áðü ôéò áíôéìå-
ôáèÝóåéò), ï áñéèìüò ôùí óõãêñßóåùí áðïôåëåß êáëÞ Ýíäåéîç ôçò óõíïëéêÞò
äïõëåéÜò ðïõ êÜíåé ï áëãüñéèìïò ìáò.

Ï ôñüðïò áõôüò åêôßìçóçò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò åíüò áëãïñßèìïõ åßíáé ãå-
íéêüôåñïò. Ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò ç áêñéâÞò åêôßìçóç ôïõ áñéèìïý ôùí âçìÜ-
ôùí ìðïñåß íá åßíáé ðïëý äýóêïëç Þ/êáé íá åîáñôÜôáé áðü ôçí óõãêåêñéìÝíç
åßóïäï ôïõ áëãïñßèìïõ (äçëáäÞ, áðü ôï óõãêåêñéìÝíï óôéãìéüôõðï ôïõ ðñï-
âëÞìáôïò). Åðßóçò ìðïñåß êáé ðÜëé íá ìçí áíôáíáêëÜ áðïëýôùò óôï ÷ñüíï
ðïõ èá êÜíåé Ýíáò õðïëïãéóôÞò ãéá íá ôñÝîåé, ìéá êáé ïé ðñÜîåéò óå ìéá ðñáã-
ìáôéêÞ ìç÷áíÞ äåí äéáñêïýí üëåò ôïí ßäéï ÷ñüíï. ¸ôóé, óôïí áëãüñéèìï ôçò
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1.1. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÉ ÊÁÉ ÐÏËÕÐËÏÊÏÔÇÔÁ

Öõóáëßäáò ìéá ó÷ïëáóôéêÞ áðÜíôçóç èá Ýðñåðå íá åßíáé ôçò ìïñöÞò f(n) óõ-
ãêñßóåéò êáé g(n) áíôéìåôáèÝóåéò, ìéáò êáé åßíáé ëïãéêü íá õðïèÝóåé êáíåßò üôé
ïé óõãêñßóåéò êáé ïé áíôéìåôáèÝóåéò äåí äéáñêïýí ôïí ßäéï ÷ñüíï óôïí õðïëïãé-
óôÞ. Êáé ðÜëé üìùò äåí èá åßìáóôáí åíôåëþò áêñéâåßò: Èá Ýðñåðå íá ëçöèïýí
õðüøç ôá âÞìáôá ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí åêôÝëåóç ôùí äýï âñü÷ùí áíáêý-
êëùóçò, êëð. Åßíáé üìùò ðñïöáíÝò üôé ìå ôïí ôñüðï áõôü ç áðÜíôçóç ìáò ãéá
ôï ðïéÜ åßíáé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ ìáò áñ÷ßæåé íá åêöåýãåé áðü
ôïí áëãüñéèìï ìáò áõôü êáèáõôü êáé ìðáßíåé óå ëåðôïìÝñåéåò åßôå ðñïãñáì-
ìáôéóôéêÝò åßôå êáôáóêåõáóôéêÝò ôïõ õðïëïãéóôÞ ìáò. Ãéá üëïõò áõôïýò ôïõò
ëüãïõò óõíÞèùò åðéëÝãïõìå êÜðïéï âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ (ðïõ ðïëëÝò öïñÝò
ìðïñåß íá åßíáé êáé óõíèåôüôåñç ëåéôïõñãßá) ôï ïðïßï êõñéáñ÷åß óôï óýíïëï
ôùí âçìÜôùí êáé óõíåðþò áðïôåëåß êáëÞ Ýíäåéîç ôçò óõíïëéêÞò äïõëåéÜò ôïõ
áëãïñßèìïõ. Ôá õðüëïéðá âÞìáôá ðïõ åíäå÷ïìÝíùò íá êÜíåé ï áëãüñéèìïò ìáò
óõíäÝïíôáé óõíÞèùò ãñáììéêÜ (åßíáé äçëáäÞ áíÜëïãá) ìå áõôü ôï êõñßáñ÷ï
âÞìá.

Ç åîÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ êÜíåé Ýíáò áëãüñéèìïò ãéá íá áðáíôÞóåé áðü
ôçí óõãêåêñéìÝíç åßóïäï, üðùò åðéóçìÜíèçêå ðáñáðÜíù, ìðïñåß íá åßíáé éäéáß-
ôåñá Ýíôïíç óå óçìåßï ðïõ íá åãåßñåé êñéôéêÞ ãéá ôçí åðéëïãÞ ìáò íá áíá-
öÝñïõìå óáí ðïëõðëïêüôçôá åíüò áëãïñßèìïõ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ÷åéñüôåñçò
ðåñßðôùóçò. ÐñÜãìáôé èá Þôáí äõíáôü ç êáêÞ óõìðåñéöïñÜ åíüò áëãïñßèìïõ
íá ðáñïõóéÜæåôáé ìüíï óå Ýíá ìéêñü ðïóïóôü ôùí óôéãìéïôýðùí ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò, Ýôóé þóôå ï áëãüñéèìïò íá óõìðåñéöÝñåôáé éêáíïðïéçôéêÜ óôçí ìÝóç Þ
áíáìåíüìåíç ðåñßðôùóç. Ãéá Ýíá ôÝôïéï ðñüâëçìá êáé áëãüñéèìï ç áíáìåíü-
ìåíç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ èá Þôáí éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç. Ðáñüëï ðïõ ôÝôïéïé óõí-
äõáóìïß ðñïâëçìÜôùí, áëãïñßèìùí êáé ðåäßùí åöáñìïãþí ðñáãìáôéêÜ õðÜñ-
÷ïõí, ç ìáèçìáôéêÞ ìåëÝôç ôçò áíáìåíüìåíçò ðïëõðëïêüôçôáò áðáéôåß ôçí
ãíþóç ôçò êáôáíïìÞò ðéèáíüôçôáò óôéò åéóüäïõò (óôá óôéãìéüôõðá), ìéá ðëç-
ñïöïñßá ðïõ óðáíßùò åßíáé äéáèÝóéìç. ÅîÜëëïõ ç ðïëõðëïêüôçôá ÷åéñüôåñçò
ðåñßðôùóçò Ý÷åé ìÝóá ôçò êáé Ýíá óôïé÷åßï áóöÜëåéáò: ôï ÷åéñüôåñï ðïõ ìðïñåß
íá óõìâåß åßíáé áõôü. Áíôßèåôá ç áíáìåíüìåíç ðïëõðëïêüôçôá åßíáé ÷ñÞóéìç
(üôáí ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß) üôáí ï áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé åðáíåéëçìÝíá
óôï ßäéï óýíïëï óôéãìéïôýðùí. Óôçí ðëåéïøçößá ëïéðüí ôùí ðåñéðôþóåùí èá
áó÷ïëçèïýìå ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷åéñüôåñçò ðåñßðôùóçò.

Ç óõíÜñôçóç n(n − 1)=2 åßíáé ç ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ (time complex-
ity) ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò Öõóáëßäáò. ¼ðùò ðáñáôçñåß ï áíáãíþóôçò, ðñüêåé-
ôáé ãéá ìéá óõíÜñôçóç ìéáò áêåñáßáò ðáñáìÝôñïõ (óôï ðáñÜäåéãìá ìáò ôïõ
n äçëáäÞ ôçò äéÜóôáóçò ôïõ äéáíýóìáôïò ðïõ èÝëïõìå íá ôáîéíïìÞóïõìå).
Ç ðáñÜìåôñïò áõôÞ ïíïìÜæåôáé ìÝãåèïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé áðïôåëåß ìÝ-
ôñï ôïõ ìåãÝèïõò ôùí äåäïìÝíùí åéóüäïõ. ÐñáãìáôéêÜ, áíåîÜñôçôá áðü ôçí
öýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå êáé ôïõ áëãïñßèìïõ ðïõ åðéëÝîáìå
ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ, ðåñéìÝíïõìå ðåñéóóüôåñïò ÷ñüíïò íá áðáéôçèåß ãéá ìå-
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ãÜëá óôéãìéüôõðá áðü üôé ãéá ìéêñüôåñá êáé óõíåðþò ç ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ
ðñÝðåé êáô' áíÜãêç íá åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.
Áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò æçôïýíôáé ãéá ïðïéïäÞðïôå ìÝôñï ðïëõðëïêüôçôáò
ìáò åíäéáöÝñåé. Ç ðáñÜìåôñïò ðïõ ðñïóäéïñßæåé ôï ìÝãåèïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò
åîáñôÜôáé áðü ôçí öýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå. Óôï ðñüâëçìá ôçò
ôáîéíüìçóçò åðéëÝîáìå ôï ðëÞèïò ôùí áñéèìþí óáí ìÝãåèïò ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò. Ç åðéëïãÞ áõôÞ åßíáé ìÜëëïí äéêáéïëïãçìÝíç áí óêåöôåß êáíåßò üôé êÜèå
£ëïãéêÞ¤ áëãïñéèìéêÞ äéáäéêáóßá ôáîéíüìçóçò (êáé ãéá £ëïãéêïý¤ ìåãÝèïõò
áñéèìïýò), äéá÷åéñßæåôáé êÜèå áñéèìü óáí ìßá ìïíÜäá. Ôá ðåñéóóüôåñá ðñï-
âëÞìáôá ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü êÜðïéá öõóéêÞ ðáñÜìåôñï ðïõ ìðïñåß íá áðï-
ôåëÝóåé ìÝãåèïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé óõíåðþò ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò äåí èá
õðÜñ÷åé äõóêïëßá óôçí åðéëïãÞ ìáò. Áîéïóçìåßùôåò åîáéñÝóåéò óôïí êáíüíá
áõôü áðïôåëïýí ìåñéêÜ áñéèìçôéêÜ ðñïâëÞìáôá óôá ïðïßá ðñÝðåé íá åßìáóôå
ðåñéóóüôåñï ðñïóåêôéêïß. Óå êÜèå ðåñßðôùóç üìùò èá êÜíïõìå óáöÝò ôé åðé-
ëÝãïõìå ãéá ìÝãåèïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå. Ðåñéóóüôåñá ãéá ôï
èÝìá áõôü áíáöÝñïíôáé óôï ÊåöÜëáéï 2.

Áò åðáíÝëèïõìå ôþñá óôçí óõíÜñôçóç n(n − 1)=2 ðïõ üðùò åßðáìå åßíáé
ç óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò Öõóáëßóáò êáé áò õðïëï-
ãßóïõìå ôïí áñéèìü ôùí óõãêñßóåùí ðïõ èá êÜíåé ï áëãüñéèìïò ìáò ãéá ôñéá
äéáöïñåôéêïý ìåãÝèïõò ðñïâëÞìáôá üðùò öáßíåôáé óôïí Ðßíáêá 1.1:

n n(n− 1)=2
10 45

100 4950
10000 49995000

Ðßíáêáò 1.1: ÐëÞèïò óõãêñßóåùí ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò Öõóáëßäáò ãéá ôñßá
äéáöïñåôéêïý ìåãÝèïõò ðñïâëÞìáôá Ôáîéíüìçóçò

Ìéá ðáñáôÞñçóç ôïõ ðßíáêá áõôïý öáíåñþíåé üôé ï áñéèìüò ôùí óõãêñß-
óåùí ðïõ õðïëïãßæïõìå üóï ôï n áõîÜíåé, åîáñôÜôáé ðåñéóóüôåñï áðü ôïí
ôåôñáãùíéêü ðñïóèåôÝï n2=2 ðáñÜ áðü ôïí ãñáììéêü −n=2. ÐñáãìáôéêÜ áí
åß÷áìå óáí óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò ôçí n2=2, ç äéáöïñÜ áðü ôçí ðñáãìá-
ôéêÞ óõíÜñôçóç ãßíåôáé áìåëçôÝá ãéá ìåãÜëá n. Óôç Èåùñßá Áëãïñßèìùí (êáé
áêüìç ðåñéóóüôåñï óôç Èåùñßá Ðïëõðëïêüôçôáò) óõíÞèùò áìåëïýìå ôïõò ìé-
êñüôåñïõò ðñïóèåôÝïõò êáé ðåñéïñéæüìáóôå óå áõôüí ðïõ êõñéáñ÷åß ãéá ìåãÜëá
óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò, áõôüí ðïõ äåß÷íåé ôïí ñõèìü áýîçóçò ôçò óõ-
íÜñôçóçò üôáí áõîÜíåé ôï n. Óôï ßäéï ðëáßóéï ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå
áõôÝò ôéò óêÝøåéò êáé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êáé ï óõíôåëåóôÞò 1=2 ôïõ n2

ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß óå ìéá ðñþôç åêôßìçóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò åíüò áëãï-
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ñßèìïõ (ðïõ üìùò åßíáé êáé ðïëý óõíçèéóìÝíç óôçí èåùñçôéêÞ ìåëÝôç ôùí
áëãïñßèìùí). Áõôü ðïõ ðåñéóóüôåñï åíäéáöÝñåé áðü ôçí óõíÜñôçóç ðïëõðëï-
êüôçôáò åíüò áëãïñßèìïõ åßíáé ï ñõèìüò áýîçóçò ôïõ ìÝôñïõ ðïëõðëïêüôçôáò
ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, ðáñÜ ç áðüëõôç ôéìÞ ôïõ. Ç ãíþóç ôïõ ñõèìïý áýîç-
óçò ìáò áðïêáëýðôåé ðëÞñùò ôï ðùò èá óõìðåñéöåñèåß ï áëãüñéèìïò ìáò ãéá
ìåãÜëá óôéãìéüôõðá, åíþ ç áêñéâÞò ôéìÞ äåí åßíáé ðÜíôá áîéïðïéÞóéìç. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, áí ï ÷ñüíïò åßíáé ôï ìÝôñï ðïëõðëïêüôçôáò, ç áðüëõôç ôéìÞ (óå
äåõôåñüëåðôá) åîáñôÜôáé êáé áðü ôçí ôá÷ýôçôá ôçò ìç÷áíÞò ìáò êÜôé ðïõ ùò
ãíùóôü ç ôå÷íïëïãéêÞ ðñüïäïò áëëÜæåé ñáãäáßá. Ãéá ôïí ëüãï áõôü óõíçèß-
æåôáé íá áíáöÝñïõìå óáí óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò ìüíï ôïí êõñßáñ÷ï üñï.
Ìå Üëëá ëüãéá ìáò åíäéáöÝñåé ç áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ áëãïñßèìïõ
ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n. ¸ôóé ëÝìå üôé ï áëãüñéèìïò ôçò Öõóáëßäáò åßíáé
ôåôñáãùíéêüò. ÐÜíôùò ðñÝðåé íá áíáöåñèåß üôé åíþ ç ðñáêôéêÞ áõôÞ åßíáé ï
êáíüíáò, äåí ëåßðïõí êáé ïé åîáéñÝóåéò êõñßùò óå ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá êáé
áëãïñßèìïõò ìå £ìéêñÝò¤ óõíáñôÞóåéò ðïëõðëïêüôçôáò. Ç ôáîéíüìçóç åßíáé
Ýíá ôÝôïéï ðñüâëçìá êáé ï áíáãíþóôçò ìðïñåß íá âñåß éäéáßôåñá ðñïóåêôéêÝò
áíáëýóåéò ðïëëþí äéáöïñåôéêþí áëãïñßèìùí ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ôáîéíüìçóçò
óôï êëáóóéêü âéâëßï ôïõ Donald Knuth [15]. Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï, üðïõ
èá äùèåß êáé ôï áõóôçñü ìáèçìáôéêü ìïíôÝëï ôïõ õðïëïãéóôÞ ìáò, ç ìç÷áíÞ
Turing, èá äùèåß êáé èåùñçôéêÞ åîÞãçóç ãéá áõôÞ ôçí åðéëïãÞ. Åðß ôïõ ðáñü-
íôïò äßäïõìå ìåñéêïýò áõóôçñïýò ìáèçìáôéêïýò óõìâïëéóìïýò ìå ôçí âïÞèåéá
ôùí ïðïßùí èá ðåñéãñÜöïõìå ôéò åðéäüóåéò ôùí áëãïñßèìùí ìáò, áëëÜ êáé ôçí
ðïëõðëïêüôçôá ôùí ðñïâëçìÜôùí ìáò.

Ïñéóìüò 1.1 ¸óôù óõíÜñôçóç g áðü ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí áêåñáßùí óôï
óýíïëï ôùí èåôéêþí áêåñáßùí.

1. Ïñßæïõìå ùò O(g(n)) ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí

O(g(n)) = {f(n) : õðÜñ÷ïõí èåôéêÝò óôáèåñÝò c êáé n0 Ýôóé þóôå
0 ≤ f(n) ≤ cg(n) ãéá êÜèå n ≥ n0}:

2. Ïñßæïõìå ùò È(g(n)) ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí

È(g(n)) = {f(n) : õðÜñ÷ïõí èåôéêÝò óôáèåñÝò c1; c2êáé n0 Ýôóé þóôå
0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n) ãéá êÜèå n ≥ n0}:

3. Ïñßæïõìå ùò Ù(g(n)) ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí

Ù(g(n)) = {f(n) : õðÜñ÷ïõí èåôéêÝò óôáèåñÝò c êáé n0 Ýôóé þóôå
0 ≤ cg(n) ≤ f(n) ãéá êÜèå n ≥ n0}:
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4. Ïñßæïõìå ùò o(g(n)) ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí

o(g(n)) = {f(n) : f(n) ≤ g(n) ãéá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü n êáé

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 0}

Ìéá óõíÜñôçóç f(n) áíÞêåé óôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí È(g(n)) åÜí
õðÜñ÷ïõí èåôéêïß áêÝñáéïé c1 êáé c2 Ýôóé þóôå ç f(n) íá öñÜóóåôáé êÜôù
êáé Üíù áðü ôéò óõíáñôÞóåéò c1g(n) êáé c2g(n) áíôßóôïé÷á, ãéá éêáíïðïéç-
ôéêÜ ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n. Áí êáé ôï È(g(n)) åßíáé óýíïëï, èá ãñÜöïõìå
£f(n) = È(g(n))¤ ãéá íá äçëþóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç f åßíáé ìÝëïò ôïõ óõíü-
ëïõ È(g(n)) êáé èá ëÝìå üôé ç g åßíáé Ýíá áóõìðôùôéêÜ Üíù êáé êÜôù öñÜãìá
ôçò f . Ìå Üëëá ëüãéá, ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g Ý÷ïõí áêñéâþò ôïí ßäéï ñõèìü
áýîçóçò.

Ï óõìâïëéóìüò O(g(n)) äßíåé Ýíá áóõìðôùôéêÜ Üíù öñÜãìá ãéá ôçí óõ-
íÜñôçóç f . Èá ãñÜöïõìå f(n) = Ï(g(n)) êáé èá ëÝìå üôé ç f åßíáé ôÜ-
îçò g. Ìå Üëëá ëüãéá, f(n) = Ï(g(n)) óçìáßíåé üôé ç o ñõèìüò áýîçóçò
ôçò f åßíáé ìéêñüôåñïò Þ ßäéïò ìå ôïí ñõèìü áýîçóçò ôçò g. Èá ãñÜöïõìå
f(n) = Ù(g(n)) üôáí óõìâáßíåé ôï áíôßèåôï, äçëáäÞ üôáí g(n) = Ï(f(n)).
ÔÝëïò áí f(n) = o(g(n)) ç f(n) Ý÷åé ñõèìü áýîçóçò áõóôçñÜ ìéêñüôåñï áðü
ôï ñõèìü áýîçóçò ôçò g(n).

×ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ðáñáðÜíù óõìâïëéóìïýò ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí
åðßäïóç ôùí áëãïñßèìùí ìáò áëëÜ êáé ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí ðñïâëçìÜôùí
ìáò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò Öõóáëßäáò
åßíáé ôÜîçò Ï(n2).

1.2 Ðïëõðëïêüôçôá ÐñïâëçìÜôùí
Ï áëãüñéèìïò ôçò Öõóáëßäáò ðïõ ðåñéãñÜøáìå ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ôáîéíü-
ìçóçò äåí åßíáé ï ìïíáäéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü. ÕðÜñ÷ïõí
áñêåôïß áëãüñéèìïé [15] êáé ðïëëïß áðü áõôïýò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ï áëãü-
ñéèìïò ôïõ Óùñïý (heapsort), óõìðåñéöÝñïíôáé êáëýôåñá áðü ôïí ôçò Öõóá-
ëßäáò. Ï áëãüñéèìïò ôïõ Óùñïý ãéá ðáñÜäåéãìá Ý÷åé ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ
O(n log n) äçëáäÞ óáöþò êáëýôåñç áðü ôï O(n2) ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò Öõóá-
ëßäáò. Ôï åýëïãï åñþôçìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé áí ï ÷ñüíïò O(n log n) ìðïñåß
íá âåëôéùèåß áêüìç ðåñéóóüôåñï: áí äçëáäÞ õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ ìðïñåß
íá ôáîéíïìÞóåé n áñéèìïýò óå ÷ñüíï ìéêñüôåñï áðü O(n log n). ÐñÝðåé íá ôï-
íéóôåß üôé ôï åñþôçìá áõôü åßíáé äéáöïñåôéêÞò öýóçò áðü ôï ðñüâëçìá ìåëÝôçò
ôçò ðïëõðëïêüôçôáò êÜðïéïõ óõãêåêñéìÝíïõ áëãïñßèìïõ (üðùò êÜíáìå óôçí
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ðåñßðôùóç ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò Öõóáëßäáò): ôþñá æçôÜìå íá ìÜèïõìå ôçí ðï-
ëõðëïêüôçôá ôïõ êáëýôåñïõ äõíáôïý áëãüñéèìïõ ãéá ôçí ôáîéíüìçóç ìåôáîý
üëùí ôùí áëãïñßèìùí (ãíùóôþí êáé £ìç ãíùóôþí¤) ðïõ åðéëýïõí ôï óõãêå-
êñéìÝíï ðñüâëçìá. Ç ðïëõðëïêüôçôá áõôÞ åßíáé êáé ç ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ
ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ôáîéíüìçóçò. Áíôßóôïé÷á ïñßæåôáé êáé ç ðïëõðëïêüôçôá
ðñïâëçìÜôùí ãéá Üëëá ìÝôñá ðïõ ìðïñåß íá åíäéáöÝñïõí. Ãéá ôï ðñüâëçìá
ôçò ôáîéíüìçóçò éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù Èåþñçìá, ç áðüäåéîç ôïõ ïðïßïõ ìðïñåß
íá âñåèåß ãéá ðáñÜäåéãìá óôï [1]:

Èåþñçìá 1.1 ÊÜèå áëãüñéèìïò ðïõ ôáîéíïìåß ìÝóù óõãêñßóåùí ÷ñåéÜæåôáé
Ω(n log n) óõãêñßóåéò ãéá íá ôáîéíïìÞóåé n óôïé÷åßá.

Áõôü ðïõ ðñáãìáôéêÜ ëÝåé ôï Èåþñçìá 1.1 åßíáé Ýíá êÜôù öñÜãìá óôçí
äõíáôüôçôá ìáò íá ôáîéíïìÞóïõìå n áñéèìïýò. Óå óõíäõáóìü üìùò ìå üôé
áíáöÝñèçêå ãéá ôçí ýðáñîç áëãïñßèìïõ ðïõ áóõìðôùôéêÜ êáôáöÝñíåé íá ôá-
îéíïìÞóåé óôïí ßäéï ÷ñüíï O(n log n), êáôáëÞãïõìå üôé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ
ðñïâëÞìáôïò ôçò ôáîéíüìçóçò åßíáé È(n log n). Åßíáé üìùò áíáãêáßï íá ôï-
íéóôïýí ïñéóìÝíá ðñÜãìáôá ùò ðñïò ôçí óçìáóßá ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò
êáé ôá üñéá ôïõ: ôï Èåþñçìá 1.1 äåß÷íåé üôé óå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ðëáß-
óéï (êÜðïéåò õðïèÝóåéò) äåí åßíáé äõíáôü íá ôáîéíïìçèïýí n áñéèìïß óå ÷ñüíï
êáëýôåñï áðü O(n log n). Ôï ðëáßóéï áõôü êáèïñßæåé üôé åñãáæüìáóôå óå Ýíá
âáóéêü óýíïëï óôï ïðïßï õðÜñ÷åé ìßá ìåñéêÞ äéÜôáîç êáé óôï ïðïßï ç ìïíá-
äéêÞ äõíáôüôçôá ðïõ Ý÷ïõìå åßíáé íá áðïöáíèïýìå ìåôáîý äýï óôïé÷åßùí ðïéü
ðñïçãåßôáé. Óôï ðëáßóéï áõôü, ôï ïðïßï åßíáé áñêåôÜ ñåáëéóôéêü, ðñÜãìáôé
éó÷ýåé ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá. ÕðÜñ÷ïõí üìùò ðåñéðôþóåéò üðïõ õðÜñ÷ïõí
ðåñéóóüôåñåò äõíáôüôçôåò ãéá ôï áëãüñéèìï ìáò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí õðïèÝ-
óïõìå üôé ïé áñéèìïß åßíáé £ìéêñïß¤ (ìÝóá óå êÜðïéï äéÜóôçìá, Ýóôù 1 Ýùò m)
ôüôå ìðïñïýìå íá ôá êáôáöÝñïõìå áêüìç êáëýôåñá êáé íá ôáîéíïìÞóïõìå n
áñéèìïýò óå ãñáììéêü ÷ñüíï O(n + m). Ï áëãüñéèìïò áõôüò ëÝãåôáé áëãü-
ñéèìïò ôïõ ÊÜäïõ (bucketsort).

Ôï Èåþñçìá 1.1 ðåñéãñÜöåé ôçí ðïëõðëïêüôçôá êÜðïéïõ ðñïâëÞìáôïò.
Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá éäéáßôåñá áêñéâÝò áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï åîÞ÷èç ìå ìåèü-
äïõò áðüëõôá ðñïóáñìïóìÝíåò óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Äõóôõ÷þò ôÝ-
ôïéïõ åßäïõò áêñéâÞ áðïôåëÝóìáôá åßíáé ðïëý äýóêïëï íá åîá÷èïýí êáé êáôÜ
óõíÝðåéá åßíáé ðïëý ëßãá óôçí Èåùñßá Ðïëõðëïêüôçôáò. Áíáãêáæüìáóôå ëïé-
ðüí íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Üëëåò ìåèüäïõò, ðåñéóóüôåñï ãåíéêÝò, ðïõ äßíïõí
êáôÜ âÜóç Ýíá ÷áñáêôçñéóìü ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðáñÜ Ýíá áêñéâÝò êÜôù öñÜãìá.
ÁõôÝò ïé ìÝèïäïé åßíáé ôï áíôéêåßìåíï ôùí åðïìÝíùí êåöáëáßùí.
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ÊåöÜëáéï 2

Ç Ìç÷áíÞ Turing

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ðåñéãñÜøáìå ìå ôçí âïÞèåéá ìéáò øåõäïãëþóóáò
Ýíáí áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ôáîéíüìçóçò. Ôï £ôñÝîéìï¤ áõôïý ôïõ
áëãïñßèìïõ, áöÝèçêå íá åííïçèåß üôé èá ãßíåé óå Ýíá õðïëïãéóôÞ ï ïðïßïò åßíáé
óå èÝóç íá åêôåëÝóåé ðñïãñÜììáôá ìéáò ãëþóóáò ðïõ ïìïéÜæåé ìå ôçí Pas-
cal. Åßíáé ãíùóôü üôé üëïé ïé õðïëïãéóôÝò ìðïñïýí íá åêôåëÝóïõí ðáñüìïéåò
åíôïëÝò. Éäïý üìùò ìéá åíäéáöÝñïõóá ðñïïðôéêÞ. Èá Þôáí Üñáãå äõíáôü íá
õðÜñ÷åé êÜðïéá õðïëïãéóôéêÞ ìç÷áíÞ ìå åîáéñåôéêÝò éäéüôçôåò ãéá ôçí ïðïßá
èá ìðïñïýóå íá ãñáöåß Ýíáò áëãüñéèìïò ìå ðïëý êáëýôåñåò åðéäüóåéò áðü ôïõò
ãíùóôïýò; Ìå Üëëá ëüãéá, ðïéÜ åßíáé ôá üñéá ðïõ ìðïñåß íá öôÜóåé ï (ìç÷áíé-
óôéêüò) õðïëïãéóìüò; ÐÝñá üìùò áðü áõôü, åßíáé áíÜãêç åöüóïí óôü÷ïò ìáò
åßíáé ç áõóôçñÜ ìáèçìáôéêÞ ìåëÝôç ôùí õðïëïãéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí êáé ôùí
áëãïñßèìùí íá êáôáëÞîïõìå óå êÜðïéï áõóôçñü ìïíôÝëï õðïëïãéóôéêÞò ìç÷á-
íÞò óôï ïðïßï èá ãßíïíôáé ïé ìåôñÞóåéò ôùí áíáãêáßùí õðïëïãéóôéêþí ðüñùí
ìå åííéáßï ôñüðï. Ôï ìïíôÝëï áõôü èá ðñÝðåé íá óõíäõÜæåé ôá ðáñáêÜôù ÷á-
ñáêôçñéóôéêÜ: Ðñþôïí, èá ðñÝðåé íá åßíáé áñêåôÜ êïíôÜ óôïõò ðñáãìáôéêïýò
(ñåáëéóôéêïýò) õðïëïãéóôÝò þóôå ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ èá ðáßñíïõìå áðü ôçí
ìáèçìáôéêÞ áíÜëõóç óôï ìïíôÝëï ìáò íá åßíáé ìåôáöÝñóéìá óôéò ðñáãìáôéêÝò
ìç÷áíÝò. Êáé äåýôåñïí, èá ðñÝðåé íá åßíáé éäéáßôåñá áðëü þóôå ç áíÜðôõîç
ôçò èåùñßáò ìáò íá åßíáé áðëÞ. ÊáôÜ ðáñÜäïîï ôñüðï ç áðÜíôçóç êáé óôá
äýï åñùôÞìáôá ðïõ ôÝèçêáí, åßíáé êïéíÞ. Ôï ìáèçìáôéêü ìïíôÝëï ôï ïðïßï
Ý÷åé õéïèåôçèåß óôç Èåùñßá Ðïëõðëïêüôçôáò åßíáé ç ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá
åßíáé Ýíá åíôõðùóéáêÜ áðëü ìïíôÝëï, éäéáßôåñá êáôÜëëçëï ãéá ôçí áíÜðôõîç
ôçò èåùñßáò ìáò ðïõ áðïäåéêíýåôáé üìùò üôé ðáñÝ÷åé üëç ôçí äõíáôÞ õðïëï-
ãéóôéêÞ éó÷Þ ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ï ìç÷áíéóôéêüò õðïëïãéóìüò êáé ìÜëéóôá ìå
åðéäüóåéò áñêåôÜ êïíôÜ óå áõôÝò ôùí ñåáëéóôéêþí õðïëïãéóôþí.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. Ç ÌÇ×ÁÍÇ TURING

q1

q2

b ba a c

qNAI

qOXI

sh

Ó÷Þìá 2.1: Ó÷çìáôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò Turing.

2.1 ÐåñéãñáöÞ { Ïñéóìüò
Ç ìç÷áíÞ Turing ðñïôÜèçêå áðü ôïí Alan Turing [30] óáí Ýíá ìïíôÝëï õðï-
ëïãéóìïý êáé åßíáé ìéá ìç÷áíÞ ðïõ åðéäñÜ óå óýìâïëá. Ôá óýìâïëá ðïõ
ìðïñåß íá äéá÷åéñéóôåß ìßá ìç÷áíÞ Turing åßíáé óôïé÷åßá åíüò ðåðåñáóìÝíïõ
óõíüëïõ óõìâüëùí ðïõ ïíïìÜæåôáé áëöÜâçôï. Ìßá áêïëïõèßá áðü óýìâïëá
ôïõ áëöáâÞôïõ ìáò áðïôåëåß ìéá ëÝîç Þ óõìâïëïóåéñÜ. ÔÝëïò, Ýíá óýíïëï
óõìâïëïóåéñþí áðïôåëåß ìéá ãëþóóá. Ôá óýìâïëá ôçò ìç÷áíÞò ìðïñïýìå íá
èåùñÞóïõìå üôé åßíáé ãñáììÝíá óå ìéá £ôáéíßá¤ ðïõ Ý÷åé Üðåéñï ìÞêïò êáé ðñïò
ôéò äýï êáôåõèýíóåéò (ìïéÜæåé äçëáäÞ ìå ôçí ãåùìåôñéêÞ åõèåßá). Ç ôáéíßá ÷ù-
ñßæåôáé óå êýôôáñá, óå êÜèå Ýíá áðü ôá ïðïßá ìðïñåß íá åããñáöåß Ýíá óýìâïëï.
Ç ìç÷áíÞ ìðïñåß íá äéáâÜæåé Þ íá ãñÜöåé Ýíá óýìâïëï óå êÜèå êßíçóç ôçò
ìÝóù ìéáò êåöáëÞò áíÜãíùóçò/åããñáöÞò. Ìéá êßíçóç ôçò ìç÷áíÞò Turing
åßíáé óõíäõáóìüò äýï ðñáãìÜôùí: ôïõ óõìâüëïõ ðïõ âñßóêåôáé ôçí ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ ðñéí áðü ôçí êßíçóç óôï êýôôáñï êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ êáé ôçò ôñÝ÷ïõ-
óáò êáôÜóôáóçò óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ç ìç÷áíÞ ìáò. Ìéá êáôÜóôáóç ìðïñåß
íá åéäùèåß óáí Ýíá óôïé÷åßï ìíÞìçò êáé êÜèå ìç÷áíÞ Turing Ý÷åé Ýíá ðåðå-
ñáóìÝíï óýíïëï áðü êáôáóôÜóåéò. Ìéá ó÷çìáôéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò
Turing öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 2.1. Ðáñáôçñïýìå ôçí ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò êá-
èþò êáé ôçí êåöáëÞ åããñáöÞò/áíÜãíùóçò. Óôï ôåôñÜãùíï ðëáßóéï èåùñïýìå
üôé âñßóêïíôáé ïé êáôáóôÜóåéò êáèþò êáé ï ìç÷áíéóìüò ðïõ áðïöáóßæåé ôéò
êéíÞóåéò ôçò ìç÷áíÞò ìáò, üðùò ëÝ÷èçêå óáí óõíäõáóìüò ôçò ôñÝ÷ïõóáò êá-
ôÜóôáóçò êáé ôïõ óõìâüëïõ ðïõ âñßóêåôáé êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ. Áõôüò üëïò
ï ìç÷áíéóìüò óõíéóôÜ ôïí ðåðåñáóìÝíï Ýëåã÷ï ôçò ìç÷áíÞò. Ôé åßíáé üìùò
ìéá êßíçóç ôçò ìç÷áíÞò Turing; Ðïëý áðëÜ ìéá êßíçóç ôçò ìç÷áíÞò Turing
óõíßóôáôáé óôçí áëëáãÞ ôïõ óõìâüëïõ ðïõ âñßóêåôáé êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ
ìå êÜðïéï Üëëï, óôçí åí óõíå÷åßá êßíçóç ôçò ìßá èÝóç áñéóôåñÜ Þ äåîéÜ êáé
óôçí áëëáãÞ ôçò êáôÜóôáóçò ôçò.

Ôá ðáñáðÜíù ðñÝðåé öõóéêÜ íá åéäùèïýí óáí ìéá £ìç÷áíïðïéçìÝíç¤ ðåñé-
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2.1. ÐÅÑÉÃÑÁÖÇ { ÏÑÉÓÌÏÓ

ãñáöÞ ôçò ìç÷áíÞò Turing ç ïðïßá åßíáé Ýíá ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï, ÷ùñßò
ôáéíßåò, êåöáëÝò êëð. Âïçèïýí ùóôüóï óôçí êáôáíüçóç ôïõ ìïíôÝëïõ ìáò.
Ðñïôïý äþóïõìå ôïí ìáèçìáôéêü ïñéóìü ôçò ìç÷áíÞò Turing, åßíáé ÷ñÞóéìï
íá óõìðëçñþóïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ìå ïñéóìÝíåò áêüìç ëåðôïìÝñåéåò. ÐñÝðåé
íá ëå÷èåß üôé óå áõôÝò ôéò ëåðôïìÝñåéåò õðÜñ÷ïõí äéáöïñÝò óôçí âéâëéïãñáößá
óôïí ôñüðï ðïõ ïñßæïíôáé. Ïé äéáöïñÝò áõôÝò åßíáé åðïõóéþäåéò êáé ìå êá-
íÝíá ôñüðï äåí åðçñåÜæïõí ôçí óõìðåñéöïñÜ ôïõ ìïíôÝëïõ ìáò ãéá ôïí óêïðü
ðïõ ôï ïñßóáìå. ¸ôóé ðñÝðåé íá êÜíïõìå ìéá óýìâáóç ãéá ôï ðùò äßíïõìå
ôçí åßóïäï óôçí ìç÷áíÞ êáé ðùò áñ÷ßæåé ï õðïëïãéóìüò. Èåùñïýìå ëïéðüí
üôé õðÜñ÷åé Ýíá åéäéêü óýìâïëï ôï ¤ ôï ïðïßï õðÜñ÷åé óå êÜðïéï êýôôáñï
êáé áìÝóùò äåîéÜ áðü áõôü ôïðïèåôåßôáé ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ (ç åßóïäïò
óôçí ìç÷áíÞ ìáò). ¼ëá ôá êýôôáñá ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí êÜðïéï Üëëï óýìâïëï,
èåùñåßôáé üôé ðåñéÝ÷ïõí ôï êåíü, [. Ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò ðñéí ôçí áñ÷Þ ôïõ
õðïëïãéóìïý èåùñåßôáé üôé âñßóêåôáé ðÜíù áðü ôï ¤. Ç ìç÷áíÞ ðñéí áðü ôçí
áñ÷Þ ôïõ õðïëïãéóìïý âñßóêåôáé óå ìéá åéäéêÞ êáôÜóôáóç ðïõ ôçí óõìâïëß-
æïõìå ìå ôï s êáé ïíïìÜæåôáé áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç. Ç ìç÷áíÞ óôáìáôÜ üôáí
âñåèåß óå ìéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò h; qNAI; qOXI. Ç ðñþôç ïíïìÜæåôáé êáôÜ-
óôáóç ôåñìáôéóìïý, åíþ ïé Üëëåò äýï, ðÝñá áðü ôï ôÝñìá ôïõ õðïëïãéóìïý,
óçìáôïäïôïýí ç ìåí ðñþôç (êáôÜóôáóç qNAI) ôçí áðïäï÷Þ ôçò åéóüäïõ, ç äå
äåýôåñç (êáôÜóôáóç qOXI) ôçí áðüññéøç ôçò åéóüäïõ.

Ïñéóìüò 2.1 Ìéá ìç÷áíÞ Turing M åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç ôåôñÜäá M =
(K;Σ; �; s). To K åßíáé ôï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí. Ôï Σ åß-
íáé ôï ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï ôçò ìç÷áíÞò, äçëáäÞ ôï óýíïëï ôùí óõìâü-
ëùí ðïõ ìðïñïýí íá åìöáíéóôïýí óôçí ôáéíßá ôçò. Ôï Σ ðÜíôá ðåñéÝ÷åé ôá
äýï óýìâïëá ¤ êáé [. Ôï s ∈ K åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç. ÔÝëïò ôï
� : K × Σ → (K ∪ {h; qNAI; qOXI}) × Σ × {←;→;−} åßíáé ç óõíÜñôçóç
ìåôÜâáóçò ôçò ìç÷áíÞò.

Óôïí ïñéóìü ìáò õðïèÝôïõìå üôé ïé ôñåßò êáôáóôÜóåéò ôåñìáôéóìïý äåí
åßíáé óôïé÷åßá ôïõ K. Ðáñüìïéá, ôá óýìâïëá ôïõ óõíüëïõ {←;→;−} äåí
åßíáé óôïé÷åßá ôïõ Σ. Ç óõíÜñôçóç � ðñïóäéïñßæåé ôéò êéíÞóåéò ðïõ ìðïñåß íá
êÜíåé ç ìç÷áíÞ. ¼ðùò Þäç ëÝ÷èçêå, ìéá êßíçóç åîáñôÜôáé áðü äýï ðñÜãìáôá:
ôçí ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç êáé ôï óýìâïëï êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ. Ï óõíäõá-
óìüò áõôþí ôùí äýï ðáñáìÝôñùí ìïíïóÞìáíôá ðñïóäéïñßæåé ôçí êßíçóç ôçò
ìç÷áíÞò, äçëáäÞ ôçí åðüìåíç êáôÜóôáóç, ôï óýìâïëï ðïõ èá áíôéêáôáóôÞóåé
áõôü ðïõ åßíáé êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ êáé ôçí êßíçóç ôçò êåöáëÞò (áñéóôåñÜ,
äåîéÜ Þ óôÜóéìç). Áõôü áêñéâþò ðñïóäéïñßæåé ç óõíÜñôçóç �. Ãéá êÜèå q ∈ K
êáé � ∈ Σ êáèïñßæåé ôçí ôñéÜäá �(q; �) = (q′; �′; D), äçëáäÞ ôçí åðüìåíç êá-
ôÜóôáóç, ôï åðüìåíï óýìâïëï êáé ôçí êßíçóç D ôçò êåöáëÞò áíôßóôïé÷á. Ôï
D åßíáé óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ {←;→;−}. Ìßá åðéðëÝïí óýìâáóç åßíáé üôé ç
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. Ç ÌÇ×ÁÍÇ TURING

óõíÜñôçóç � åßíáé ôÝôïéá ðïõ ðïôÝ ôï óýìâïëï ¤ äåí óâÞíåôáé êáé åðéðëÝïí
äåí åðéôñÝðåé óôçí êåöáëÞ íá êéíçèåß áñéóôåñÜ ôïõ. Ç � ìðïñåß íá åéäùèåß óáí
ôï £ðñüãñáììá¤ ôçò ìç÷áíÞò. Ç ìüíç äéáöïñÜ áðü ôá ãíùóôÜ ðñïãñÜììáôá
(ðÝñá ßóùò áðü ôï ðåñéïñéóìÝíï ñåðåñôüñéï åíôïëþí) åßíáé üôé åßíáé áìåôÜ-
âëçôï ãéá ìéá äåäïìÝíç ìç÷áíÞ Turing, óå áíôßèåóç ìå ôïõò õðïëïãéóôÝò ðïõ
ðáñÝ÷ïõí ôçí åõ÷Ýñåéá íá áëëÜæïõìå ôçí óõìðåñéöïñÜ ôïõò áëëÜæïíôáò ôï
ðñüãñáììá ðïõ ôñÝ÷ïõí. Óýíôïìá üìùò èá äéáðéóôþóïõìå üôé êáé áõôü ôï
£ìåéïíÝêôçìá¤ ôùí ìç÷áíþí Turing ìðïñåß íá äéïñèùèåß.

Ç ìç÷áíÞ áñ÷ßæåé ôïí õðïëïãéóìü ôçò Ý÷ïíôáò ôïðïèåôçìÝíç ôçí êåöáëÞ
ôçò óôï óýìâïëï ¤, åíþ äåîéÜ ôçò âñßóêåôáé ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x ∈
(Σ \ {[})∗. (Åäþ ðáñáôçñïýìå üôé ôï êåíü óýìâïëï äåí ìðïñåß íá åßíáé óôïé-
÷åßï ôçò åéóüäïõ. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï ôï êåíü óýìâïëï óçìáôïäïôåß ôï ôÝëïò
ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ.) Óôç óõíÝ÷åéá ç ìç÷áíÞ áêïëïõèþíôáò ôéò ìå-
ôáâÜóåéò ðïõ ðñïâëÝðåé ç óõíÜñôçóç � êÜíåé äéáäï÷éêÝò êéíÞóåéò áëëÜæïíôáò
êáôáóôÜóåéò, áëëÜæïíôáò óýìâïëá êáé êéíþíôáò ôçí êåöáëÞ ìÝ÷ñé (ðéèáíþò)
íá óõíáíôÞóåé ìßá áðü ôéò ôñåßò êáôáóôÜóåéò h; qNAI Þ qOXI ïðüôå êáé óôá-
ìáôÜ. Óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ç Ýîïäïò (áðÜíôçóç) ôçò ìç÷áíÞò ìå åßóïäï
x óõìâïëßæåôáé ìå M(x) êáé åßíáé M(x) = £NAI¤ áí ç ôåëåõôáßá êáôÜóôáóç
åßíáé ç qNAI, M(x) = £OXI¤ áí ç ôåëåõôáßá êáôÜóôáóç åßíáé ç qOXI êáé ôÝ-
ëïò áí ç ôåëåõôáßá êáôÜóôáóç åßíáé ç h, ç Ýîïäïò åßíáé üôé ðåñéÝ÷åôáé óôçí
ôáéíßá ôçò M , Ýóôù ç óõìâïëïóåéñÜ y, áðü ôï óýìâïëï ¤ ìÝ÷ñé ôï óýìâïëï
ìåôÜ ôï ïðïßï áñ÷ßæåé ç Üðåéñç óåéñÜ ôùí êåíþí. Åöüóïí ç ìç÷áíÞ Ý÷åé êÜíåé
ðåðåñáóìÝíï áñéèìü êéíÞóåùí, áíáãêáóôéêÜ ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé êÜðïéï ôÝôïéï
óýìâïëï. Óå ôÝôïéá ðåñßðôùóç ãñÜöïõìå M(x) = y. Åßíáé ðéèáíü üìùò ç
ìç÷áíÞ ìáò íá ìçí öèÜóåé ðïôÝ óå ìßá áðü ôéò ôñåßò êáôáóôÜóåéò ôåñìáôéóìïý
ïðüôå ëÝìå üôé áðïêëßíåé óôï x. Óå ôÝôïéá ðåñßðôùóç ãñÜöïõìå M(x) =↑.

Ìßá ðïëý ÷ñÞóéìç Ýííïéá óôçí ðáñáêïëïýèçóç ôçò ëåéôïõñãßáò ìéáò ìç-
÷áíÞò Turing åßíáé ç Ýííïéá ôçò äéáìüñöùóçò (con�guration) Þ óôéãìéáßáò
ðåñéãñáöÞò (instantaneous description). ÄéáéóèçôéêÜ ç äéáìüñöùóç åßíáé ôï
óýíïëï ôùí ðëçñïöïñéþí ðïõ ìïíïóÞìáíôá ðñïóäéïñßæïõí ôçí åîÝëéîç ôïõ
õðïëïãéóìïý ìåôÜ áðü êÜðïéï âÞìá. Éóïäýíáìá ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí äéá-
ìüñöùóç óáí ìßá £öùôïãñáößá¤ ôçò ìç÷áíÞò ìáò ìßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. Äåí
åßíáé äýóêïëï íá áíôéëçöèïýìå üôé ïé ðáñÜìåôñïé ðïõ åðçñåÜæïõí ôïí õðïëï-
ãéóìü åßíáé ç êáôÜóôáóç, ôï ðåñéå÷üìåíï ôçò ôáéíßáò êáé ç èÝóç ôçò êåöáëÞò.
Ãéá åõêïëßá ôéò äýï ôåëåõôáßåò ðëçñïöïñßåò ôéò ðåñéãñÜöïõìå ìå äýï óõìâï-
ëïóåéñÝò u êáé v. Ç u åßíáé ç óõìâïëïóåéñÜ áðü ôï óýìâïëï ¤ ìÝ÷ñé êáé ôï
óýìâïëï êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ. Ç v áñ÷ßæåé áðü ôï óýìâïëï äåîéÜ ôçò êåöáëÞò
ìÝ÷ñéò åêåß ðïõ áñ÷ßæåé ç Üðåéñç óåéñÜ ôùí êåíþí. ÅðïìÝíùò ìéá äéáìüñöùóç
C åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ K × (Σ \ {[})∗× (Σ \ {[})∗.
Óôá ðáñáäåßãìáôá ðïõ áêïëïõèïýí ðåñéãñÜöåôáé ç åîÝëéîç ôïõ õðïëïãéóìïý
ìéáò ìç÷áíÞò ìå ðáñÜèåóç ôùí äéáäï÷éêþí äéáìïñöþóåùí.
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ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò ìç÷áíÞò Turing ðïõ ìåôÜ áðü ðåðåñá-
óìÝíï áñéèìü âçìÜôùí ôåñìáôßæåé óôçí êáôÜóôáóç qNAI Þ qOXI.

ÐáñÜäåéãìá 2.1 ¸óôù ç ìç÷áíÞ TuringM = (K;Σ; �; s) üðïõ Σ = {¤; [; a;
b}, K = {s}, êáé � ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ðïõ ïñßæåôáé óýìöùíá ìå ôïí
ðáñáêÜôù ðßíáêá:

q � �(q; �)

s ¤ (s;¤;→)
s a (qNAI; a;−)
s b (s; b;→)
s [ (qOXI; [;−)

Áò äïýìå ôéò ìåôáâÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò M ìå åßóïäï, ãéá ðáñÜäåéãìá ôçí óõì-
âïëïóåéñÜ bbaab, êáôáãñÜöïíôáò ôéò äéáäï÷éêÝò äéáìïñöþóåéò ôçò:

(s;¤; bbaab) 7−→ (s;¤b; baab)
7−→ (s;¤bb; aab)
7−→ (s;¤bba; ab)
7−→ (qNAI;¤bba; ab)

Ç ìç÷áíÞ M ëïéðüí, ìåôÜ áðü Ýíá áñéèìü âçìÜôùí, ôåñìáôßæåé óôçí êáôÜ-
óôáóç qNAI. Áò äïýìå ôçí ëåéôïõñãßá ôçò ìç÷áíÞò ãéá ìéá áêüìá åßóïäï, ð.÷.
ãéá ôçí óõìâïëïóåéñÜ bbb:

(s;¤; bbb) 7−→ (s;¤b; bb)
7−→ (s;¤bb; b)
7−→ (s;¤bbb; [)
7−→ (s;¤bbb[; [)
7−→ (qOXI;¤bbb[; [)

Ìå åßóïäï ôçí óõìâïëïóåéñÜ bbb ç ìç÷áíÞ M ôåñìáôßæåé óôçí êáôÜóôáóç qOXI.
Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò üôé ç ìç÷áíÞ M áðïäÝ÷åôáé üëåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò
ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôïí ÷áñáêôÞñá a êáé áðïññßðôåé áõôÝò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìüíï b.

Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò ìç÷áíÞò Turing ç ïðïßá ìå
åßóïäï ìéá óõìâïëïóåéñÜ x äåí ôåñìáôßæåé óôçí êáôÜóôáóç qNAI Þ qOXI áëëÜ
äßíåé óáí Ýîïäï ìéá óõìâïëïóåéñÜ y.
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ÐáñÜäåéãìá 2.2 ¸óôù ç ìç÷áíÞ TuringM = (K;Σ; �; s) üðïõ Σ = {¤; [; a;
b}, K = {s; p}, êáé � ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ðïõ ïñßæåôáé óýìöùíá ìå ôïí
ðáñáêÜôù ðßíáêá:

q � �(q; �)

s ¤ (s;¤;→)
s a (p; b;−)
s b (p; a;−)
s [ (h; [;−)
p a (s; a;→)
p b (s; b;→)
p [ (s; [;−)

Áò äïýìå ôéò ìåôáâÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò M ìå åßóïäï, ãéá ðáñÜäåéãìá ôçí óõì-
âïëïóåéñÜ aabab:

(s;¤; aabab) 7−→ (s;¤a; abab)
7−→ (p;¤b; abab)
7−→ (s;¤ba; bab)
7−→ (p;¤bb; bab)
7−→ (s;¤bbb; ab)
7−→ (p;¤bba; ab)
7−→ (s;¤bbaa; b)
7−→ (p;¤bbab; b)
7−→ (s;¤bbabb; [)
7−→ (p;¤bbaba; [)
7−→ (s;¤bbaba[; [)
7−→ (h;¤bbaba[; [)

ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé ìå åßóïäï ôçí óõìâïëïóåéñÜ aabab, ç ìç÷áíÞ M ôåñìá-
ôßæåé ìåôÜ áðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò âçìÜôùí êáé äßíåé óáí Ýîïäï ôçí óõìâïëï-
óåéñÜ bbaba, äçëáäÞ ôçí óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ áíôåóôñáìÝíç. ÅðáíáëáìâÜ-
íïíôáò ãéá Ýíá{äõï áêüìá ðáñáäåßãìáôá, åýêïëá öôÜíïõìå óôï óõìðÝñáóìá
üôé ç ëåéôïõñãßá ôçò óõãêåêñéìÝíçò ìç÷áíÞò åßíáé íá áíôéóôñÝöåé ôçí åßóïäï
ôçò.

ÐáñáôÞñçóç 2.1 Ìéá ðïëý ÷ñÞóéìç ôå÷íéêÞ ãéá ôïí ó÷åäéáóìü ìç÷áíþí
Turing, åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ðåðåñáóìÝíï Ýëåã÷ï (ôéò êáôáóôÜóåéò)
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ãéá ôçí áðïèÞêåõóç óôáèåñïý ìåãÝèïõò ðëçñïöïñéþí. ¸ôóé áí Ý÷ïõìå ó÷åäéÜ-
óåé ìåñéêþò ìéá ìç÷áíÞ ðïõ åêôåëåß êÜðïéá ëåéôïõñãßá êáé èÝëïõìå åðéðëÝïí
íá áðïìíçìïíåýóåé ðëçñïöïñßá åíüò äõáäéêïý øçößïõ (1 bit), ìðïñïýìå íá
êÜíïõìå äýï áíôßãñáöá ôùí êáôáóôÜóåùí ìå ôéò ßäéåò ìåôáâÜóåéò, óôï Ýíá
áðü ôá ïðïßá ç ôéìÞ ôïõ äõáäéêïý øçößïõ åßíáé 1 êáé óôï Üëëï åßíáé 0. ÖõóéêÜ
áí ðñÝðåé íá áðïìíçìïíåõôåß ðëçñïöïñßá äýï äõáäéêþí øçößùí, 4 áíôßãñáöá
ôùí êáôáóôÜóåùí ÷ñåéÜæïíôáé, êëð. Ç ìåãÜëç áýîçóç ôïõ áñéèìïý ôùí êá-
ôáóôÜóåùí äåí åíï÷ëåß óôï âáèìü ðïõ ï áñéèìüò ôïõò ðáñáìÝíåé áíåîÜñôçôïò
ôçò åéóüäïõ.1 Èá êÜíïõìå åõñåßá ÷ñÞóç áõôÞò ôçò ôå÷íéêÞò óôá èåùñÞìáôá
ðïõ áðïäåéêíýïíôáé óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.

Ï áíáãíþóôçò ìðïñåß íá áíáñùôçèåß ðïéÜ ç áíÜãêç íá Ý÷ïõìå äýï ôñü-
ðïõò £öõóéïëïãéêïý¤ ôåñìáôéóìïý åíüò õðïëïãéóìïý, äçëáäÞ ìÝóù áðïäï÷Þò
(Þ áðüññéøçò) êáé ìÝóù õðïëïãéóìïý ìéáò óõìâïëïóåéñÜò åîüäïõ. Ï ëüãïò
åßíáé íá Ý÷åé ôï ìïíôÝëï ìáò ôçí äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé åßôå óáí áíá-
ãíùñéóôÞò ãëùóóþí, üðùò óôï ÐáñÜäåéãìá 2.1, äçëáäÞ íá áðïöáßíåôáé áí ìéá
äïèåßóá óõìâïëïóåéñÜ x áíÞêåé Þ ü÷é óå ìéá ãëþóóá L, åßôå óáí õðïëïãéóôÞò
óõíáñôÞóåùí, üðùò óôï ÐáñÜäåéãìá 2.2. Ç ðñþôç ÷ñÞóç ôïõ ìïíôÝëïõ ìáò
åßíáé éäéáßôåñá êáôÜëëçëç ãéá ôá ëåãüìåíá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò (decision
problems) äçëáäÞ ðñïâëÞìáôá óôá ïðïßá ç áðÜíôçóç åßíáé £NAI¤ Þ £OXI¤. Ç
äåýôåñç ÷ñÞóç åßíáé êáôÜëëçëç êáé ãéá ðñïâëÞìáôá ìå óõíèåôüôåñç áðÜíôçóç.
ÖõóéêÜ èá ìðïñïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ìüíï ôïí äåýôåñï ôñüðï êáé íá
âÜæáìå ôçí ìç÷áíÞ ìáò íá äþóåé ìéá ñçôÞ áðÜíôçóç (äçëáäÞ Ýíá £NAI¤ Þ
Ýíá £OXI¤) óôçí ôáéíßá ôçò êáé íá áðïöåýãáìå ôçí ÷ñÞóç ôùí êáôáóôÜóåùí
qNAI êáé qOXI. ÅðåéäÞ üìùò ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò åßíáé åîáéñåôéêÜ ìåãÜ-
ëçò óçìáóßáò ãéá ôçí Èåùñßá Ðïëõðëïêüôçôáò, ï ðáñþí ïñéóìüò ôçò ìç÷áíÞò
Turing áðïäåéêíýåôáé éäéáßôåñá âïëéêüò. Ðéï êÜôù äßäïíôáé áêñéâåßò ïñéóìïß
áõôþí ôùí åííïéþí.

Ïñéóìüò 2.2 ¸óôù L ⊆ (Σ \ {[})∗ ìßá ãëþóóá. Áí ìßá ìç÷áíÞ Turing M
åßíáé ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x ∈ L, Ì(x) = qNAI êáé ãéá êÜèå
óõìâïëïóåéñÜ x =∈ L, M(x) = qOXI, ôüôå ëÝìå üôé ç M áðïöáóßæåé (decides)
ôçí L. Áí ìßá ìç÷áíÞ Turing M åßíáé ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ
x ∈ L, Ì(x) = qNAI êáé ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x =∈ L, M(x) =↑, ôüôå ëÝìå
üôé ç M áðïäÝ÷åôáé (accepts) ôçí L.

Ïñéóìüò 2.3 Áí ãéá ìßá äïèåßóá ãëþóóá õðÜñ÷åé ìç÷áíÞ Turing ðïõ íá ôçí
áðïöáóßæåé, ôüôå ëÝìå üôé ç ãëþóóá åßíáé áíáäñïìéêÞ (recursive). Ðáñüìïéá,

1Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìüíï ðïëëáðëáóéáóôéêÞ êáé ü÷é åêèåôéêÞ áýîçóç óôïí áñéèìü ôùí
êáôáóôÜóåùí åßíáé áðáñáßôçôç, üìùò ç ó÷åäßáóç åßíáé ðïëý äõóêïëüôåñç êáé ç ëåéôïõñãßá
ôçò ìç÷áíÞò ðïëý ëéãüôåñï êáôáíïçôÞ. Ïé ôå÷íéêÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áíáðôý÷èçêáí
óå Ýíá ôåëåßùò äéáöïñåôéêü ÷þñï, áõôüí ôçò øçöéáêÞò ó÷åäßáóçò.
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áí ãéá ìßá ãëþóóá õðÜñ÷åé ìç÷áíÞ Turing ðïõ íá ôçí áðïäÝ÷åôáé, ôüôå ëÝìå
üôé ç ãëþóóá åßíáé áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìç (recursive enumerable).

Åßíáé óçìáíôéêü íá åðéóçìáíèåß ç äéáöïñÜ óôï âáèìü áëãïñéèìéêÞò ðñï-
óÝããéóçò ðïõ õðÜñ÷åé ìåôáîý ìéáò áíáäñïìéêÞò êáé ìéáò áíáäñïìéêÜ áñéèìÞ-
óéìçò ãëþóóáò. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå óôçí äéÜèåóç ìáò ìéá õðï-
ëïãéóôéêÞ ìç÷áíÞ ðïõ ìðïñåß óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï íá áðïöáóßóåé áí ìéá
ïðïéáäÞðïôå óõìâïëïóåéñÜ óôï áëöÜâçôï ìáò áíÞêåé Þ ü÷é óôçí ãëþóóá ìáò.
Óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç õðÜñ÷åé ìßá áóõììåôñßá ìåôáîý ôùí óõìâïëïóåéñþí
ðïõ áíÞêïõí êáé áõôþí ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí ãëþóóá. ÓáöÞ ãíþóç ìðïñïýìå
íá Ý÷ïõìå ìüíï ãéá ôéò óõìâïëïóåéñÝò ðïõ áíÞêïõí óôç ãëþóóá äéüôé óôçí
áíôßèåôç ðåñßðôùóç ðïôÝ äåí åßìáóôå óå èÝóç íá áðïöáíèïýìå üôé ðåñéìÝíáìå
áñêåôÜ êáé Üñá íá óõìðåñÜíïõìå üôé ç ìç÷áíÞ ìáò äåí ðñüêåéôáé íá áðïäå÷èåß
ôçí óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ. ¸ôóé áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ êáôÜ ðüóïí
ìéá óõìâïëïóåéñÜ x áíÞêåé óå ìéá ãëþóóá L, èåùñïýìå üôé Ý÷ïõìå ìüíï óôçí
ðñþôç ðåñßðôùóç, åêåß äçëáäÞ üðïõ êáé ïé äýï ðéèáíÝò áðáíôÞóåéò (£NAI¤ êáé
£OXI¤) ìðïñïýí íá ëçöèïýí óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï. Áíôßèåôá óôçí äåýôåñç
ðåñßðôùóç äåí èåùñïýìå üôé ôï ðñüâëçìá åðéëýåôáé áëãïñéèìéêÜ.

ÖõóéêÜ áõôÞ ç èåþñçóç áðáéôåß ôçí ôáýôéóç ôçò ìç÷áíÞò Turing ìå ôçí
Ýííïéá ôïõ áëãïñßèìïõ êÜôé ðïõ ßóùò óå áõôü ôï óôÜäéï íá öáßíåôáé ðåñßåñãï.
ÐñáãìáôéêÜ üìùò, üóï ðñùôüãïíç êáé áí öáßíåôáé ç ìç÷áíÞ Turing ìðïñåß
íá äåé÷èåß ìÝóù ðñïóïìïßùóçò üôé õðïëïãßæåé ôá ßäéá áêñéâþò ðñïâëÞìáôá ìå
ïðïéïäÞðïôå Üëëï ìïíôÝëï Ý÷åé ðñïôáèåß óôçí éóôïñßá ôùí Ìáèçìáôéêþí êáé
ôçò ÐëçñïöïñéêÞò ãéá íá óõëëÜâåé ôçí Ýííïéá ôïõ ìç÷áíéóôéêïý õðïëïãéóìïý
[14]. ÁõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ïäÞãçóáí óôçí ëåãüìåíç ÈÝóç ôïõ Church óýì-
öùíá ìå ôçí ïðïßá áõôÜ ôá éóïäýíáìá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá (ìåôáîý áõôþí
üðùò åëÝ÷èç êáé ç ìç÷áíÞ Turing) ôáõôßæïíôáé ìå ôçí Ýííïéá ôïõ áëãïñßèìïõ.
Óõíåðþò Ýíá ðñüâëçìá èá ëÝìå üôé åðéëýåôáé áëãïñéèìéêÜ (Ý÷åé áëãüñéèìï) áí
ãé' áõôü õðÜñ÷åé ìßá ìç÷áíÞ Turing ðïõ íá ôï åðéëýåé. ÐñÝðåé íá ðïýìå üôé
åðß ôïõ ðáñüíôïò ôá ðáñáðÜíù éó÷ýïõí ùò ðñïò ôï ðïéÜ ðñïâëÞìáôá åðéëýåé
ç ìç÷áíÞ Turing êáé ü÷é ùò ðñïò ôï ðüóï áðïäïôéêÜ (ãñÞãïñá Þ ïôéäÞðïôå
Üëëï ìðïñåß íá ìáò åíäéáöÝñåé). ¼ðùò èá äïýìå üìùò, áêüìá êáé ùò ðñïò
ôçí ôá÷ýôçôá ç ìç÷áíÞ Turing äåí åßíáé ðïëý ìáêñéÜ (ìå êÜðïéá èåùñçôéêÞ
Ýííïéá ðïõ èá ïñßóïõìå) áêüìç êáé áðü ôïõò óýã÷ñïíïõò õðïëïãéóôÝò.

Áò åðáíÝëèïõìå ôþñá óôïí Üëëï ôñüðï ôåñìáôéóìïý ìéáò ìç÷áíÞò Turing
ìÝóù ôçò êáôÜóôáóçò h. Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ìç÷áíÞ ìðïñåß íá ÷ñçóéìåý-
óåé ãéá ôïí õðïëïãéóìü óõíáñôÞóåùí (áðü óõìâïëïóåéñÝò óå óõìâïëïóåéñÝò).

Ïñéóìüò 2.4 ¸óôù f(x) : (Σ \ {[})∗ −→ Σ∗ ìßá óõíÜñôçóç áðü óõìâïëï-
óåéñÝò (óôï áëöÜâçôï Σ áëëÜ ÷ùñßò ôï êåíü óýìâïëï) óå óõìâïëïóåéñÝò.
Èá ëÝìå üôé ìéá ìç÷áíÞ Turing M õðïëïãßæåé ôçí f áí M(x) = f(x) ãéá
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êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x ∈ (Σ − {[})∗. Áí õðÜñ÷åé ôÝôïéá ìç÷áíÞ ãéá ôçí f ,
ôüôå èá ëÝìå üôé ç óõíÜñôçóç f åßíáé áíáäñïìéêÞ (recursive function).

ÖõóéêÜ åðåéäÞ ïé áñéèìïß áëëÜ êáé Üëëá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá ìðïñïýí
íá ðáñáóôáèïýí ìå óýìâïëá, åßíáé ðñïöáíÝò üôé ìéá ìç÷áíÞ Turing ìðïñåß
íá õðïëïãßæåé áñéèìçôéêÝò óõíáñôÞóåéò áëëÜ êáé ãåíéêüôåñá óõíáñôÞóåéò áðü
ïðïéïäÞðïôå óýíïëï.

2.2 ÐáñÜóôáóç êáé ìÝãåèïò ðñïâëçìÜôùí
¼ðùò Þäç ëÝ÷èçêå Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé Ýíá ðñüâëçìá óôï ïðïßï ïé
ðéèáíÝò áðáíôÞóåéò åßíáé äýï: íáß Þ ü÷é. Ïñßæïõìå ôþñá Ýíá ôÝôïéï ðñüâëçìá
áðüöáóçò ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé éäéáßôåñá óôçí óõíÝ÷åéá.

Ïñéóìüò 2.5 Ìéá ìåôáâëçôÞ Boole åßíáé ìßá ìåôáâëçôÞ ç ïðïßá ìðïñåß íá
ëÜâåé ìüíï äýï ôéìÝò: áëçèÞò (T) Þ øåõäÞò (F). ÅéóÜãïõìå åðßóçò ôïõò
ôñåéò ëïãéêïýò ôåëåóôÝò ∨ (Þ Þ äéÜæåõîç ), ∧ (êáé Þ óýæåõîç) êáé ¬ (ü÷é Þ
Üñíçóç). ¸óôù V Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï óõìâüëùí ëïãéêþí ìåôáâëçôþí.
ÌéÜ Ýêöñáóç Boole åßíáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá ïñßæåôáé óôï áëöÜâçôï
V ∪{(; );∨;∧;¬} óýìöùíá ìå ôïõò ðáñáêÜôù êáíüíåò: (1) êÜèå óôïé÷åßï ôïõ
V åßíáé Ýêöñáóç Boole êáé (2) áí x êáé y åßíáé åêöñÜóåéò Boole ôüôå åßíáé
åðßóçò êáé ïé (x ∨ y), (x ∧ y) êáé ¬x. ÔÝëïò ìßá Ýêöñáóç Boole n ìåôáâëç-
ôþí x1; x2; : : : ; xn ∈ V; ïñßæåé ìßá óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí f(x1; : : : ; xn) :
{T; F}n −→ {T; F} óýìöùíá ìå ôïõò ðñïöáíåßò êáíüíåò, üðïõ äçëáäÞ ôï
£Þ¤ äýï ëïãéêþí ìåôáâëçôþí åßíáé áëçèÝò áí ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü áõôÝò åß-
íáé áëçèÞò, ôï £êáß¤ áí êáé ïé äýï åßíáé áëçèåßò êáé ôï £ü÷é¤ ìéáò ìåôáâëçôÞò
åßíáé áëçèÝò áí êáé ìüíï áí ç ìåôáâëçôÞ åßíáé øåõäÞò.

Ïñéóìüò 2.6 Ôï ðñüâëçìá ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò (satis�ability problem Þ
áðëÜ sat) åßíáé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò óôï ïðïßï äßäåôáé ìßá óõíÜñôçóç
Boole êáé æçôåßôáé íá ðñïóäéïñéóôåß áí õðÜñ÷åé áíÜèåóç ëïãéêþí ôéìþí óôéò
ìåôáâëçôÝò ôçò (áðïôßìçóç) Ýôóé þóôå ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò íá ãßíåé áëçèÞò
(T).

Èá áó÷ïëçèïýìå ðïëý óôçí óõíÝ÷åéá ìå ôéò äõóêïëßåò åðßëõóçò ðïõ ðá-
ñïõóéÜæåé ôï sat. Åðß ôïõ ðáñüíôïò áò åîåôÜóïõìå ôï ôå÷íéêü ðñüâëçìá ôçò
ðáñÜóôáóçò ôïõ sat óáí åßóïäï ìéáò ìç÷áíÞò Turing. Êáô' áñ÷Þí ï ïñé-
óìüò ôùí óôéãìéïôýðùí ôïõ óáí óõìâïëïóåéñþí ìáò äéåõêïëýíåé êáôÜ ðñï-
öáíÞ ôñüðï óôçí ðáñÜóôáóç ôïõò óáí åßóïäï óôçí ôáéíßá. Ìéá äõóêïëßá åßíáé
ç åýñåóç åíüò åííéáßïõ ôñüðïõ ðáñÜóôáóçò áõèáßñåôá ìåãÜëùí óôéãìéïôýðùí
ìéáò êáé ç ìç÷áíÞ Turing Ý÷åé åî' ïñéóìïý ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï êáé Üñá
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êÜðïéá óôéãìÞ èá åîáíôëçèïýí ôá óýìâïëá ðáñÜóôáóçò ôùí ìåôáâëçôþí. Åß-
íáé üìùò åýêïëï íá äùèåß ëýóç ó' áõôü ôï ðñüâëçìá åéóÜãïíôáò £äåßêôåò¤
óôïí ôñüðï ðáñÜóôáóçò. Áõôü óõíåðÜãåôáé ôïí åìðëïõôéóìü ôïõ áëöáâÞôïõ
ôçò ìç÷áíÞò ìå ôá äÝêá øçößá 0::9 (áí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï äåêáäéêü óýóôçìá
ðáñÜóôáóçò). Ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíÜñôçóç Boole (x ∨ ¬y) ∧ (¬x ∨ z ∨ ¬y)
ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß áðü ôçí óõìâïëïóåéñÜ (x1∨¬x2)∧(¬x1∨x2∨¬x3).

ÐÜíù óôéò ßäéåò éäÝåò åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé êÜèå ðñüâëçìá ìðïñåß
íá ðáñáóôáèåß óáí ìéá óõìâïëïóåéñÜ ðÜíù óå Ýíá êáôÜëëçëï áëöÜâçôï êáé
óõíåðþò íá ãßíåé £íüìéìç¤ åßóïäïò ãéá ìéá ìç÷áíÞ Turing. Óáí ðáñÜäåéãìá
áíáöÝñïõìå ôá ðñïâëÞìáôá óôá ïðïßá ìÝñïò ôçò åéóüäïõ åßíáé êÜðïéï ãñÜ-
öçìá (ðïëëÜ ôÝôïéá èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí óôçí óõíÝ÷åéá) êáé ãéá ôá ïðïßá
áðáéôåßôáé êÜðïéïò ôñüðïò ãéá ôçí ðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ùò ãíùóôü
Ýíá ãñÜöçìá G = (V;E) ìå n êüìâïõò (ôï óýíïëï V ), åßíáé ìßá äéìåëÞò
ó÷Ýóç E (ïé áêìÝò) ðÜíù óôï V . ¸íáò öõóéêüò ôñüðïò ðáñÜóôáóçò åßíáé
áóöáëþò ìå áðëÞ ðáñÜèåóç üëùí ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò ôçí ìßá êáôüðéí
ôçò Üëëçò. ¸íáò Üëëïò ôñüðïò åßíáé ìÝóù ôïõ ðßíáêá ãåéôíßáóçò ôïõ ãñáöÞ-
ìáôïò (Ýíáò ðßíáêáò n × n, üðïõ ôï óôïé÷åßï i; j Ý÷åé ôéìÞ 1 áí ïé êüìâïé vi
êáé vj óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò ìå áêìÞ êáé 0 äéáöïñåôéêÜ. Óå áõôü ôï ôñüðï
ðáñÜóôáóçò ðñÝðåé íá óõìöùíçèåß êÜðïéá óåéñÜ, ãéá ðáñÜäåéãìá êáôÜ óôÞëåò.
Êáé óå áõôü ôï ðñüâëçìá ðáñÜóôáóçò éó÷ýåé üôé áíáöÝñèçêå ãéá ôï sat ùò
ðñïò ôïõò äåßêôåò ôùí êüìâùí.

ÅéäéêÜ ãéá ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò (üðùò ôï sat ðáñáðÜíù), ïé äýï ðé-
èáíÝò áðáíôÞóåéò ðïõ ìðïñïýí íá ëÜâïõí (£NAI¤ Þ £OXI¤) èõìßæåé áìÝóùò
ôï ó÷Þìá áðïäï÷Þò{áðüññéøçò ìéáò óõìâïëïóåéñÜò áðü ìéá ìç÷áíÞ Turing.
Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áõôü äåí åßíáé ôõ÷áßï: ç ìç÷áíÞ Turing ó÷åäéÜóôçêå
ãéá íá äéåõêïëýíåé ôçí áíôéìåôþðéóç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí. Ìðïñïýìå ìÜëé-
óôá íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ôá óôéãìéüôõðá óôá ïðïßá ç áðÜíôçóç åßíáé £NAI¤
åíüò ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò óõíéóôïýí ìéá êáëÜ ïñéóìÝíç ãëþóóá. Ãéá ðá-
ñÜäåéãìá üëá ôá éêáíïðïéÞóéìá óôéãìéüôõðá ôïõ sat óõíéóôïýí ìéá ãëþóóá
(áò ôçí óõìâïëßóïõìå ìå LSAT) óôï áëöÜâçôï Σ = V ∪ {(; );∨;∧;¬}. Óõíå-
ðþò ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò áí ìéá óõíÜñôçóç Boole f , åßíáé éêáíïðïéÞóéìç
åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ðñüâëçìá ôïõ áí ç óõìâïëïóåéñÜ xf áíÞêåé Þ ü÷é óôçí
ãëþóóá LSAT, üðïõ xf åßíáé ç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ êùäéêïðïéåß ôçí f , ßóùò ìå
ôïí ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù. Éó÷ýåé üìùò êáé ôï áíôßóôñïöï: ìßá
ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá L óå Ýíá áëöÜâçôï Σ, ïñßæåé Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò
äçëáäÞ ôï ðñüâëçìá óôï ïðïßï äßäåôáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ x ∈ Σ êáé æçôåßôáé
áí ôï x ∈ L Þ ü÷é. Áõôü åßíáé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôï ó÷åôéæüìåíï ìå ôçí
L. Åîáéôßáò áõôÞò ôçò Üìåóçò ó÷Ýóçò ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò êáé ãëùóóþí
ðïëëÝò öïñÝò èá ìéëÜìå ãéá ôçí ãëþóóá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ð.÷. ôçí ãëþóóá
ôïõ sat.
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Ç ðáñÜóôáóç ôùí óôéãìéïôýðùí åíüò ðñïâëÞìáôïò ìÝóù óõìâïëïóåéñþí,
ëýíåé êáé ôï ðñüâëçìá ôïõ áõóôçñïý ïñéóìïý ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ óôéãìéïôýðïõ.
¸ôóé Ý÷ïõìå:

Ïñéóìüò 2.7 Ïñßæïõìå ùò ìÝãåèïò åíüò óôéãìéïôýðïõ åíüò õðïëïãéóôéêïý
ðñïâëÞìáôïò ôï ìÞêïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò (äçëáäÞ ôïí áñéèìü ôùí ÷áñáêôÞ-
ñùí ôçò) ç ïðïßá ôï ðáñéóôÜíåé óå êÜðïéá óýìâáóç ðáñÜóôáóçò.

Ï áíáãíþóôçò ìðïñåß íá ðáñáôçñÞóåé üôé ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò åíþ ðñïó-
äéïñßæåé ìå áêñßâåéá ôï ìÝãåèïò åíüò ðñïâëÞìáôïò üôáí Ý÷åé óõìöùíçèåß ï ôñü-
ðïò ðáñÜóôáóçò, áöÞíåé áíïéêôü ôï ðïéüò åßíáé áõôüò ï ôñüðïò ðáñÜóôáóçò.
¼ðùò öÜíçêå óôï ðáñÜäåéãìá ôçò ðáñÜóôáóçò åíüò ãñáöÞìáôïò, ðåñéóóüôå-
ñïé áðü Ýíáò ôñüðïé åßíáé äõíáôïß êáé óõíåðþò ôï ìÝãåèïò åíüò óôéãìéïôýðïõ
ìðïñåß íá ìåôáâÜëëåôáé áíÜëïãá ìå ôïí ôñüðï ðïõ åðéëÝãïõìå íá ôï ðáñáóôÞ-
óïõìå. Ç áðÜíôçóç ó' áõôü åßíáé üôé ðñÜãìáôé Ýôóé óõìâáßíåé, åíôïýôïéò êÜèå
ôñüðïò ðáñÜóôáóçò åßíáé áðïäåêôüò áñêåß íá ìçí äßíåé óõìâïëïóåéñÝò ðïëý
ìåãáëýôåñåò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò äõíáôÝò. ÁõôÞ ç ôåëåõôáßá áðáßôçóç óçìáßíåé
óõìâïëïóåéñÝò ìÞêïõò `(I), üðïõ I ôï óôéãìéüôõðï, ðïëõùíõìéêÜ ó÷åôéæüìå-
íåò ìå ôéò åëÜ÷éóôåò äõíáôÝò `min(I). ÄçëáäÞ èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé êÜðïéï
óôáèåñü ðïëõþíõìï p(n), Ýôóé þóôå `(I) ≤ p(`min(I)) ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï
I ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÁõôÞ ç ðñïôßìçóç óå ðïëõùíõìéêÜ ó÷åôéæüìåíåò óõ-
íáñôÞóåéò åßíáé äéÜ÷õôç óå üëç ôçí Èåùñßá Ðïëõðëïêüôçôáò. Èåùñïýìå üôé
ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò åßíáé £êïíôÜ¤ ìåôáîý ôïõò (ùò ðñïò ôïí ñõèìü áýîçóçò
ðïõ ðáñïõóéÜæïõí) êáé Üñá ìÞêç ðáñÜóôáóçò ðïëõùíõìéêÜ ó÷åôéæüìåíá ìå
ôá åëÜ÷éóôá åßíáé áðïäåêôÜ. Óôçí ðñÜîç ç áðáßôçóç áõôÞ åîáóöáëßæåôáé ðïëý
åýêïëá áðü êÜèå £ëïãéêü¤ ôñüðï ðáñÜóôáóçò ôùí óôéãìéïôýðùí. Ôï ìüíï ðïõ
áðáéôåßôáé åßíáé ç ðáñÜóôáóç ôùí áñéèìþí üðùò óõíÞèùò óå äåêáäéêÞ (Þ äõá-
äéêÞ) ìïñöÞ. Åíáëëáêôéêüò ôñüðïò èá Þôáí ôï ìïíáäéáßï óýóôçìá üðïõ ãéá
ðáñÜäåéãìá ï áñéèìüò 5 ðáñéóôÜíåôáé óáí 11111. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç üìùò,
ôï ìÞêïò ôçò ðáñÜóôáóçò åßíáé åêèåôéêÜ ìåãáëýôåñï áðü ôï åëÜ÷éóôï äõíáôü
êáé Üñá äåí åßíáé áðïäåêôü. ÐÜíôùò ëïãáñéèìéêüò áñéèìüò øçößùí åßíáé áðá-
ñáßôçôïò ãéá ôçí ðáñÜóôáóç áñéèìþí êáé óõíåðþò áí äå÷èïýìå üôé ïé áñéèìïß
ìáò ìðïñåß íá ãßíïõí áõèáßñåôá ìåãÜëïé ôüôå áõôÜ ôá øçößá ðñÝðåé íá ëáì-
âÜíïíôáé õðüøç óôçí åêôßìçóç ôïõ ìåãÝèïõò ôùí áñéèìçôéêþí ðñïâëçìÜôùí.
Áíôßèåôá, áí ëüãù ôçò öýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (Þ Ýóôù óéùðçñÜ) äå÷èïýìå
üôé ïé áñéèìïß ìáò Ý÷ïõí êÜðïéï óôáèåñü ìÝãåèïò (ð.÷. ìðïñïýí íá ÷ùñÝóïõí
óå ìßá ëÝîç ôïõ õðïëïãéóôÞ ìáò) ôüôå ìðïñïýìå íá ôïõò ÷åéñéóôïýìå óáí ìéá
ìïíÜäá. ¸ôóé, óôçí ÅéóáãùãÞ åîåôÜóáìå ôï ðñüâëçìá ôçò ôáîéíüìçóçò êáé
äå÷èÞêáìå óáí ìÝãåèïò ôï ðëÞèïò n ôùí áñéèìþí ðïõ ôáîéíïìïýìå êáé ü÷é ôï
Üèñïéóìá ôùí øçößùí ôïõò. Áõôü Ýãéíå ãéáôß äå÷èÞêáìå üôé êÜèå áñéèìüò Þôáí
áñêåôÜ ìéêñüò þóôå íá ÷ùñÜåé óå ìßá ëÝîç ôïõ õðïëïãéóôÞ. Óå ðåñßðôùóç ðïõ
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ïé áñéèìïß Þôáí ðïëý ìåãÜëïé (ð.÷. ìå ìÝãåèïò ðïõ åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ n)
ôüôå ôï ìÝãåèïò èá Ýðñåðå íá åßíáé ï áñéèìüò ôùí øçößùí ôïõò.

2.3 ÐáñáëëáãÝò ôçò Ìç÷áíÞò Turing
Ç ðñïóðÜèåéá ãéá ôçí åýñåóç ôïõ £áðüëõôïõ¤ õðïëïãéóôéêïý ìïíôÝëïõ ïäÞ-
ãçóå ôïõò åñåõíçôÝò óå äéÜöïñåò åðåêôÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò Turing. ¼ëåò üìùò
áõôÝò ïé ðñïóðÜèåéåò áðïäåéêíýïíôáé üôé äåí ðñïóöÝñïõí ôßðïôá ùò ðñïò ôï
ðïéÜ ðñïâëÞìáôá ìðïñåß íá åðéëýóåé ôï âåëôéùìÝíï ìïíôÝëï: ïé ðñïêýðôïõóåò
ìç÷áíÝò áðïäåéêíýïíôáé éóïäýíáìåò ìå ôçí âáóéêÞ ìç÷áíÞ Turing. Äåí åßíáé
üìùò ÷ùñßò áîßá áõôÝò ïé ðñïóðÜèåéåò. Ìðïñåß íá ìçí Ý÷åé âñåèåß åðÝêôáóç
ðïõ íá õðïëïãßæåé êáéíïýñãéá ðñïâëÞìáôá, äåí éó÷ýåé üìùò ôï ßäéï êáé ùò
ðñïò ôï ðüóï áðïôåëåóìáôéêÜ (ãñÞãïñá êëð) ôá õðïëïãßæåé (ìÝóá ðÜíôùò óå
êÜðïéá ðåñéèþñéá ü÷é éäéáßôåñá ìåãÜëá). ¢ëëåò ðÜëé åðåêôÜóåéò åßíáé áðëþò
âïëéêÝò êáé ìáò åðéôñÝðïõí íá ó÷åäéÜæïõìå ìç÷áíÝò Turing ðïëý åõêïëüôåñá
áðü üôé ìå ôï âáóéêü ó÷Þìá. ÊÜðïéåò ôÝôïéåò åðåêôÜóåéò ôïõ âáóéêïý ìïíôÝ-
ëïõ ôçò ìç÷áíÞò Turing äßíïõìå óôç óõíÝ÷åéá.

Ôáéíßá Üðåéñç êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò. Äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò éäéáß-
ôåñïò ëüãïò ãéá ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ åéäéêïý óõìâüëïõ üðùò ôï ¤ óáí áñ÷Þ ôçò
ôáéíßáò. Ìéá öõóéêÞ ðáñáëëáãÞ åðïìÝíùò åßíáé íá èåùñÞóïõìå üôé ç êåöáëÞ
ìðïñåß íá êéíåßôáé êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò. ÐñÝðåé
âÝâáéá íá óõìöùíçèåß ðùò èá äßíåôáé ç åßóïäïò êáé ðïõ èá âñßóêåôáé ç êåöáëÞ
óôçí áñ÷Þ ôïõ õðïëïãéóìïý. ¸ôóé èåùñïýìå üôé ç áñ÷Þ ôçò óõìâïëïóåéñÜò
åéóüäïõ ôïðïèåôåßôáé áõèáßñåôá óå êÜðïéï óçìåßï ôçò ôáéíßáò ìå ôçí êåöáëÞ
ðÜíù áðü ôï ðñþôï óýìâïëï. ¼ëá ôá Üëëá êýôôáñá ôçò ôáéíßáò ðåñéÝ÷ïõí
ôï êåíü [. Ãéá ôçí ðáñáëëáãÞ áõôÞ ìðïñåß íá äåé÷èåß ìÝóù ðñïóïìïßùóçò üôé
õðïëïãßæåé áêñéâþò üôé êáé ç âáóéêÞ ìç÷áíÞ Turing [19].

Ìç÷áíÞ k-ôáéíéþí. Ìéá ðéï ÷ñÞóéìç ðáñáëëáãÞ åßíáé íá èåùñÞóïõìå üôé
ç ìç÷áíÞ ìáò Ý÷åé k (Ýíáò óôáèåñüò áñéèìüò) ôáéíßåò (êáé k êåöáëÝò, ìßá
ãéá êÜèå ôáéíßá) áíôß ôçò ìïíáäéêÞò ôïõ âáóéêïý ó÷Þìáôïò. Ç ìç÷áíÞ ôþñá
áðïöáóßæåé ôçí åðüìåíç êßíçóç ôçò óáí óõíÜñôçóç ôçò êáôÜóôáóçò óôçí ïðïßá
âñßóêåôáé êáé ôùí k óõìâüëùí ðïõ âñßóêïíôáé êÜôù áðü ôéò êåöáëÝò. ÔõðéêÜ
Ý÷ïõìå:

Ïñéóìüò 2.8 Ìéá ìç÷áíÞ Turing k-ôáéíéþí åßíáé ìéá ôåôñÜäá M = (K;Σ; �;
s) üðïõ K åßíáé ôï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí, Σ ôï ðåðåñáóìÝíï
áëöÜâçôï ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôá óýìâïëá ðïõ ìðïñïýí íá åìöáíéóôïýí óôéò ôáé-
íßåò êáé s ∈ K ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç. Ç � : (K×Σk) −→ (K∪{h; qNAI; qOXI})
×(Σ× {←;→;−})k åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò. ¼ëåò ïé Üëëåò ëåðôïìÝ-
ñåéåò åßíáé ßäéåò ìå ôçò ìç÷áíÞò Turing ìéáò ôáéíßáò.
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¸ôóé áí ç ìç÷áíÞ k-ôáéíéþí âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q êáé ç ðñþôç êå-
öáëÞ äéáâÜæåé ôï óýìâïëï �1, ç äåýôåñç ôï �2 êëð ôüôå ôï �(q; �1; : : : ; �k) =
(q′; �′1; D1; : : : ; �′k; Dk) ìå ôá Di óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ {←;→;−}, ðñïóäéï-
ñßæåé üôé ç åðüìåíç êáôÜóôáóç èá åßíáé ç q′, ôá êáéíïýñãéá óýìâïëá ðïõ èá
ãñáöôïýí óôéò k ôáéíßåò èá åßíáé ôá �′1; �′2; : : : ; �′k, áíôßóôïé÷á, ïé äå k êåöá-
ëÝò èá êéíçèïýí üðùò õðïäçëþíïõí ôá D1; D2; : : : ; Dk, áíôßóôïé÷á. ¼ðùò
êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìéáò ôáéíßáò éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç áðïäåéêíýåôáé ç Ýííïéá
ôçò äéáìüñöùóçò ðïõ ôþñá âÝâáéá ðåñéëáìâÜíåé ôéò óõìâïëïóåéñÝò êáé ôùí k
ôáéíéþí. ¸ôóé ç äéáìüñöùóç (q; u1; v1; u2; v2; : : : ; uk; vk) õðïäçëþíåé üôé ç ìç-
÷áíÞ âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç k êáé óôçí ðñþôç ôáéíßá áñéóôåñÜ ôçò êåöáëÞò
âñßóêåôáé ç óõìâïëïóåéñÜ u1 êáé äåîéÜ ç v1, óôçí äåýôåñç ôáéíßá áíôßóôïé÷á
ïé u2 êáé v2 ê.ï.ê.

Ç ìç÷áíÞ Turing k-ôáéíéþí ðáñÝ÷åé ðïëý ìåãáëýôåñç åõ÷Ýñåéá áðü ôçí
óõìâáôéêÞ óôïí ó÷åäéáóìü åíüò ðñïãñÜììáôïò. Ï ëüãïò åßíáé üôé êÜèå ìç
ôåôñéìÝíï ðñüãñáììá ÷ñçóéìïðïéåß Ýíá áñéèìü áðü âïçèçôéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé
ìå ôéò k ôáéíßåò õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìßá ôáéíßá ãéá êÜèå
ìåôáâëçôÞ ôïõ ðñïãñÜììáôïò åõêïëýíïíôáò ôïí ó÷åäéáóìü. Ï áíáãíþóôçò
ßóùò íá äéáéóèÜíåôáé üôé ðïëëÝò ìåôáâëçôÝò ìðïñïýí íá £óõìðéåóôïýí¤ óå ìßá
êáé Üñá íá áíôéëáìâÜíåôáé üôé ìßá ìïíáäéêÞ ôáéíßá åßíáé áñêåôÞ (Ýóôù êáé áí
äõóêïëåýåé ôïí ðñïãñáììáôéóìü). ÐñÜãìáôé áõôü óõìâáßíåé áëëÜ áíáâÜë-
ëïõìå ôçí áðüäåéîç ãéá ôçí ðáñÜãñáöï 2.4.2 þóôå íá ìðïñÝóïõìå ðáñÜëëçëá
íá åîåôÜóïõìå ðïéÜ åßíáé ç áðþëåéá óå ôá÷ýôçôá êáôÜ ôçí ðñïóïìïßùóç.

Ìç÷áíÞ ðïëëáðëþí êåöáëþí. ÅðéôñÝðïõìå ðïëëÝò êåöáëÝò íá õðÜñ÷ïõí
óôçí ßäéá ôáéíßá êáé íá êéíïýíôáé áíåîÜñôçôá. Ç ßäéá ðåñßðïõ ðñïóïìïßùóç
ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç áðïäåéêíýåé üôé êáé áõôÞ ç ðáñáëëáãÞ åßíáé
éóïäýíáìç ìå ôçí óõìâáôéêÞ ìç÷áíÞ Turing.

ÄéóäéÜóôáôç ôáéíßá. Óôçí ðáñáëëáãÞ áõôÞ ç ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò åßíáé ôï
åðßðåäï ôï ïðïßï ÷ùñßæåôáé ìå Ýíá ðëÝãìá óå êýôôáñá ðïõ áðïèçêåýïõí ôá
óýìâïëá. Êáé ðÜëé ìðïñåß íá äåé÷èåß ç éóïäõíáìßá ìå ôï âáóéêü ìïíôÝëï.

2.3.1 Ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing
Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôïí ïñéóìü ìéáò ðáñáëëáãÞò ôçò ìç÷áíÞò Turing ç ïðïßá
åßíáé óå äéáöïñåôéêÞ êáôåýèõíóç áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò. Ç ðáñáëëáãÞ áõôÞ
ïíïìÜæåôáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing. Ç äéáöïñÜ áðü ôçí óõìâá-
ôéêÞ (íôåôåñìéíéóôéêÞ) ìç÷áíÞ åßíáé üôé ôþñá äßíïõìå êáôÜ êÜðïéï ôñüðï óôçí
ìç÷áíÞ ôçí åëåõèåñßá íá âñßóêåôáé ôáõôü÷ñïíá óå ðåñéóóüôåñá áðü Ýíá óç-
ìåßá ôïõ õðïëïãéóìïý. Óðåýäïõìå íá óçìåéþóïõìå üôé ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ Turing åßíáé Ýíá èåùñçôéêü ìç ñåáëéóôéêü ìïíôÝëï ðïõ ç áîßá ôïõ âñß-
óêåôáé óôçí åðéðëÝïí äõíáôüôçôá áíÜëõóçò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ðñïâëçìÜôùí
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ðïõ ìáò äßíåé.

Ïñéóìüò 2.9 Ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing åßíáé ìßá äéáôåôáãìÝíç
ôåôñÜäá M = (K;Σ;∆; s). Ôï K åßíáé ôï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí
ôçò ìç÷áíÞò, ôï Σ ôï áëöÜâçôï êáé ç s ∈ K åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç. Ôï
∆ åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ (K×Σ)×((K∪{h; qNAI; qOXI})×Σ×{←;→;−})
êáé ïíïìÜæåôáé ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò.

Ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ ïìïéÜæåé ìå ôçí íôåôåñìéíéóôéêÞ óå üëá åêôüò
áðü ôçí ýðáñîç ôþñá ôçò ó÷Ýóçò ìåôÜâáóçò ∆ óôçí èÝóç ôçò óõíÜñôçóçò ìå-
ôÜâáóçò � ôçò íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò. Ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ äåí
Ý÷åé ìßá êáé ìüíç äõíáôüôçôá êßíçóçò üðùò ç íôåôåñìéíéóôéêÞ, áëëÜ Ý÷åé äõíá-
ôüôçôá åðéëïãÞò ìåôáîý åíüò áñéèìïý êéíÞóåùí êáé ãé' áõôü ìéëÜìå ãéá ó÷Ýóç
ìåôÜâáóçò. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå äéáöïñåôéêÜ ìÝóù ôçò äéáìüñöùóçò.
¼ðùò êáé óôçí íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ, ç äéáìüñöùóç ìéáò ìç íôåôåñìéíé-
óôéêÞò åßíáé ìßá ôñéÜäá (q; u; v) üðïõ q ç êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò, êáé u; v
ôá ôìÞìáôá ôçò ôáéíßáò áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ ôçò êåöáëÞò. Ç äéáöïñÜ Ýãêåéôáé
óôï üôé ôþñá ìéá äéáìüñöùóç (q; u; v) äßíåé äõíáôüôçôá åðéëïãÞò ìåôáîý åíüò
áñéèìïý åðüìåíùí äéáìïñöþóåùí óýìöùíá ìå ôçí ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò ∆. ¸ôóé
ëÝìå üôé ç äéáìüñöùóç (q; u; v) äßíåé óå Ýíá âÞìá ôçí äéáìüñöùóç (q′; u′; v′)
êáé ôï óõìâïëßæïõìå (q; u; v) → (q′; u′; v′) áí õðÜñ÷åé óôïé÷åßï ôçò ó÷Ýóçò
ìåôÜâáóçò ∆, ((q; �); (q′; �′; D)) ôÝôïéï þóôå

1. áí D =←, ôï u′ åßíáé ôï u ÷ùñßò ôï ôåëåõôáßï ôïõ óýìâïëï (ôï �) åíþ
ôï v′ åßíáé ôï v ìå ôï óýìâïëï �′ óôçí áñ÷Þ ôïõ (äçëáäÞ v′ = �′v,

2. áí D =→, ôï u′ åßíáé ôï u ìå ôï �′ íá Ý÷åé áíôéêáôáóôÞóåé ôï óýìâïëï �
(ðïõ Þôáí ôï ôåëåõôáßï óýìâïëï ôïõ u) êáé ìå ôåëåõôáßï ôïõ óýìâïëï ôï
ðñþôï óýìâïëï ôïõ v åíþ ôï v′ åßíáé ôï v ÷ùñßò ôï ðñþôï ôïõ óýìâïëï,

3. áí D = −, ôï u′ åßíáé ôï u ìå ôï ôåëåõôáßï óýìâïëï ôïõ íá Ý÷åé áíôé-
êáôáóôáèåß ìå ôï �′ åíþ ôï v′ éóïýôáé ìå ôï v.

Ìßá áíÜëïãç äõíáôüôçôá óå Ýíá ðéï ïéêåßï ìïíôÝëï èá Þôáí íá öáíôáóôïýìå
ìßá ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý ðïõ ðñïóöÝñåé êáé ìßá åíôïëÞ ôïõ ôýðïõ goto
10, 20, 30 üðïõ ïé áñéèìïß åßíáé åôéêÝôôåò êÜðïéùí åíôïëþí. Ç åíôïëÞ áõôÞ èá
åðÝôñåðå óôï ðñüãñáììá ìáò, ìåôÜ ôçí åêôÝëåóç ôçò, íá ìåôáöåñèåß ï Ýëåã÷ïò
óå ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò ôñåßò åíôïëÝò. Åßíáé åýêïëï íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé
åíþ ôçí ðñþôç öïñÜ ðïõ åêôåëåßôáé áõôÞ ç åíôïëÞ ïé äõíáôüôçôåò åßíáé 3, ôçí
äåýôåñç öïñÜ ãßíïíôáé 9, ìåôÜ 27, ê.ï.ê., äçëáäÞ áõîÜíïõí åêèåôéêÜ.

Áõôü ðïõ Ý÷åé ðåñéóóüôåñï åíäéáöÝñïí óôçí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ
Turing åßíáé ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ïñßæïõìå ôçí áðïäï÷Þ ìéáò óõìâïëïóåé-
ñÜò åéóüäïõ x. Ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ åßíáé éäéáßôåñá £ãåííáéüäùñç¤
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óôïí ôñüðï áðïäï÷Þò: ¸ôóé ëÝìå üôé ç x ãßíåôáé áðïäåêôÞ áðü ôçí ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ M áí îåêéíþíôáò áðü ôçí áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç, õðÜñ÷åé ãéá
ôçí M ìßá áêïëïõèßá åðéëïãþí åðïìÝíùí êéíÞóåùí (êáé Üñá êáé äéáìïñöþ-
óåùí) ðïõ íá ïäçãåß óôçí êáôÜóôáóç áðïäï÷Þò qNAI. Áíôßèåôá ç x äåí ãßíåôáé
áðïäåêôÞ áí äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêïëïõèßá êéíÞóåùí ðïõ íá ïäçãåß óôçí qNAI.
ÕðÜñ÷åé äçëáäÞ ìßá áóõììåôñßá ìåôáîý áðïäï÷Þò êáé áðüññéøçò óå ìéá ìç
íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ.

Ïñéóìüò 2.10 ¸óôù L ⊆ (Σ \ {[})∗ ìßá ãëþóóá. Ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ Turing M áðïäÝ÷åôáé ôçí L áí ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x ∈ L, õðÜñ-
÷åé ìßá ôïõëÜ÷éóôïí áêïëïõèßá äéáìïñöþóåùí ðïõ ïäçãåß ôçí M óôçí êá-
ôÜóôáóç qNAI. Áíôßèåôá, ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x =∈ L, êáìßá áêïëïõèßá
äéáìïñöþóåùí äåí ïäçãåß óôçí qNAI.

Ãéá íá áíôéëçöèïýìå ôçí õðïëïãéóôéêÞ äýíáìç ðïõ Ý÷ïõìå äþóåé óôéò ìç
íôåôåñìéíéóôéêÝò ìç÷áíÝò, áò ðñïóðáèÞóïõìå íá äåßîïõìå ðùò ìðïñïýìå íá
åðéëýóïõìå ôï sat ìå ìßá ôÝôïéá ìç÷áíÞ. Êáé ãéá íá Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñï
êáôáíïçôü áëãüñéèìï áò ôïí ðåñéãñÜøïõìå ìå ôçí âïÞèåéá ôçò £ðïëëáðëÞò¤
åíôïëÞò goto ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù.

procedure nondeterministic SAT;
1: input f(x1; : : : ; xn); {Ìéá óõíÜñôçóç Boole n ìåôáâëçôþí}
2: for i := 1 to n do
3: goto 10, 20;
4: 10: xi := true;
5: goto 30;
6: 20: xi := false;
7: 30: continue; {ÓõíÝ÷éóå óôçí åðüìåíç åíôïëÞ }
8: end for
9: value := f(x1; x2; : : : ; xn);

10: if value = true then
11: return `ÉêáíïðïéÞóéìç'
12: end if

Áëãüñéèìïò 2: ¸íáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôï sat.

Óôï ðáñáðÜíù £ðñüãñáììá¤ (Áëãüñéèìïò 2) ç ÷ñÞóç ôïõ ìç íôåôåñìéíéóôé-
êïý goto ãßíåôáé ãéá áðïäïèïýí ôéìÝò óôéò n ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò óôéò åíôïëÝò
10 êáé 20. Óôçí óõíÝ÷åéá ãßíåôáé Ýëåã÷ïò áí ïé áðïäïèåßóåò ôéìÝò åðáëçèåýïõí
ôç óõíÜñôçóç. Áí ìßá ôïõëÜ÷éóôïí áðïôßìçóç ôçí åðáëçèåýåé ôüôå ãé' áõôÞ
ôçí áðïôßìçóç ç ôéìÞ ôçò value èá ãßíåé áëÞèåéá, êáé ôï ðñüãñáììá èá åðé-
óôñÝøåé £ÉêáíïðïéÞóéìç¤. Ç áðÜíôçóç áõôÞ èá äïèåß ìüíï üôáí õðÜñ÷åé ìßá
ôïõëÜ÷éóôïí áðïôßìçóç ðïõ åðáëçèåýåé ôçí f .
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ÐñÝðåé íá ëå÷èåß üôé ç ìç íôåôåñìéóôéêÞ ìåôÜâáóç äåí åßíáé ìßá ôõ÷áßá åðé-
ëïãÞ (ìÝóù êÜðïéïõ ðåéñÜìáôïò) ìßáò áðü ôéò äõíáôüôçôåò ìåôÜâáóçò. Ìßá
ôÝôïéá ðéèáíïôéêÞ åðéëïãÞ ãßíåôáé óôçí ëåãüìåíç ðéèáíïôéêÞ ìç÷áíÞ Turing,
ç ïðïßá åßíáé äéáöïñåôéêü ìïíôÝëï áðü ôçí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ. Åßíáé ïñèü-
ôåñï íá äïýìå ôçí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìåôÜâáóç, óáí ôáõôü÷ñïíç ìåôÜâáóç
êáé óôéò äýï (Þ üóåò åßíáé) åðéëïãÝò. Ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå üôé ôï ðñü-
ãñáììá ìáò ìå ôçí åêôÝëåóç ôïõ goto 10, 20 äéáéñåßôáé óå äýï áíôßãñáöá Ýíá
áðü ôá ïðïßá åêôåëåß Üëìá óôçí åíôïëÞ 10 êáé Ýíá ðïõ åêôåëåß Üëìá óôçí
åíôïëÞ 20. Áí Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí áðü ôá (ßóùò åêèåôéêÜ ðïëëÜ) áíôßãñáöá ðïõ
èá äçìéïõñãçèïýí áðïäå÷èåß, ôüôå áðïäÝ÷åôáé êáé ôï óõíïëéêü ðñüãñáììá.
Éóïäýíáìá, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé êÜèå áíôßãñáöï ôïõ ðñïãñÜììáôïò óå êÜ-
ðïéï óçìåßï Ý÷åé äçìéïõñãÞóåé ìßá óõìâïëïóåéñÜ ðïõ ìðïñåß íá áðïôåëåß ëýóç
ôïõ ðñïâëÞìáôïò (äçëáäÞ áðüäåéîç Þ ðéóôïðïéçôéêü ãéá ôï üôé ç áðÜíôçóç óôï
ðñüâëçìá åßíáé £ÍÁÉ¤) ôçí ïðïßá üìùò óôçí óõíÝ÷åéá ðñÝðåé íá åëÝãîåé üôé
ðñÜãìáôé áðïôåëåß ëýóç. Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ sat ôï £ðéóôïðïéçôéêü ôïõ ÍÁÉ¤
åßíáé ìéá áðïôßìçóç ðïõ åðáëçèåýåé ôçí äïèåßóá Ýêöñáóç Boole. ¢ñá êáôÜ
ìéá Ýííïéá ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Ý÷åé ôçí éêáíüôçôá íá ìáíôåýåé Ýíá
ðéóôïðïéçôéêü ãéá ôï £ÍÁÉ¤, áí õðÜñ÷åé, ôï ïðïßá óôç óõíÝ÷åéá ðñÝðåé íá åðá-
ëçèåýóåé. ÁõôÞ ç ëýóç ìÝóù £ìÜíôåøå êáé åðáëÞèåõóå¤ åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêü
ôïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý õðïëïãéóìïý.

Ëßãï ðéï ðñïóåêôéêïß ðñÝðåé íá åßìáóôå üôáí ïñßæïõìå ôé óçìáßíåé üôé ìéá
ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing õðïëïãßæåé ìéá óõíÜñôçóç f .

Ïñéóìüò 2.11 ¸óôù f : Σ∗ −→ Σ∗ ìßá óõíÜñôçóç. Ìßá ìç íôåôåñìéíé-
óôéêÞ ìç÷áíÞ Turing M õðïëïãßæåé ôçí f áí ãéá êÜèå x ∈ Σ∗ õðÜñ÷åé ìßá
ôïõëÜ÷éóôïí áêïëïõèßá ìåôáâÜóåùí ðïõ ïäçãïýí ôçí ìç÷áíÞ óôçí êáôÜóôáóç
h. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç óôç ôáéíßá ôçò ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôï f(x). Áí ç
ìç÷áíÞ äåí êáôáëÞîåé óôçí h ôüôå ðñÝðåé íá ìçí ôåñìáôßóåé ðïôÝ.

Ï ëüãïò ãéá ôïí ïñéóìü áõôü åßíáé üôé áëëéþò ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ èá ìðïñïýóå íá õðïëïãßóåé êÜèå óõíÜñôçóç.

ÁíÜëïãç ìå ôçí íôåôåñìéíéóôéêÞ åßíáé êáé ç k-ôáéíéþí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ Turing. Ôþñá ç ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò ∆ åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ Êáñ-
ôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ (K × Σ) × ((K ∪ {h; qNAI; qOXI} × (Σ × {←;→;−})k).
Áðïäï÷Þ Ý÷ïõìå êáé ðÜëé üôáí õðÜñ÷åé ìßá ôïõëÜ÷éóôïí áêïëïõèßá åðéëïãþí
êéíÞóåùí ðïõ íá ïäçãåß óôçí êáôÜóôáóç qNAI.

2.3.2 Ç êáèïëéêÞ ìç÷áíÞ Turing
ÐáñáôçñÞóáìå Þäç üôé ç ìç÷áíÞ Turing äéáöÝñåé ùò ðñïò ôïõò ãíùóôïýò ìáò
õðïëïãéóôÝò óôï üôé Ý÷åé £óôáèåñÞ¤ óõìðåñéöïñÜ, äåí ìðïñåß íá ðñïãñáììá-
ôéóôåß. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äåßîïõìå ðùò êáé ôï ìåéïíÝêôçìá ôïõò áõôü
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ìðïñåß íá îåðåñáóôåß. Èá áñ÷ßóïõìå ðåñéãñÜöïíôáò ìéá ìÝèïäï ìå ôçí ïðïßá
ðáñéóôÜíïõìå ìç÷áíÝò Turing óáí óõìâïëïóåéñÝò åíüò áëöáâÞôïõ, Ýóôù ôïõ
{0; 1}.

¸óôù ëïéðüí M = (K;Σ; �; s) ìéá ïðïéáäÞðïôå ìç÷áíÞ Turing. Ôá ðñþôá
óôïé÷åßá ôçò ðïõ èá êùäéêïðïéÞóïõìå åßíáé ôá óýìâïëá ôïõ áëöáâÞôïõ ôçò. Ç
êùäéêïðïßçóç èá ãßíåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôï 0. ÄéáôÜóóïõìå ìå êÜðïéï
áõèáßñåôï ôñüðï ôï Σ = {�1; �2; : : : ; �|Σ|} êáé êùäéêïðïéïýìå ôï óýìâïëï �i
ìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ 0i. Ôá ôñßá óýìâïëá ìåôÜâáóçò ←, → êáé − ðïõ äåí
áíÞêïõí óôï Σ êùäéêïðïéïýíôáé ìå ôéò óõìâïëïóåéñÝò 0, 00 êáé 000 áíôß-
óôïé÷á. Ðáñüìïéá êùäéêïðïéïýìå êáé ôéò êáôáóôÜóåéò, áöïý äéáôÜîïõìå ôï
óýíïëï K, öñïíôßæïíôáò ç ðñþôç êáôÜóôáóç óôç äéÜôáîç íá åßíáé ç áñ÷éêÞ
êáôÜóôáóç s, åíþ ìå ôéò åðüìåíåò óõìâïëïóåéñÝò êùäéêïðïéïýìå ôéò ôåëéêÝò
êáôáóôÜóåéò h, qNAI êáé qOXI. Ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò óõíïøßæåé ôéò óõìâÜóåéò
áõôÝò:

óýìâïëï êùäéêïðïßçóç
�i 0i

← 0
→ 00
− 000

êáôÜóôáóç êùäéêïðïßçóç
qi 0i

h 0|K|+1

qNAI 0|K|+2

qOXI 0|K|+3

Ðßíáêáò 2.1: ÓõìâÜóåéò ãéá ôçí êùäéêïðïßçóç ôùí ðáñáìÝôñùí ìéáò ìç÷áíÞò
Turing.

Âáóéæüìåíïé óôéò ðáñáðÜíù óõìâÜóåéò êùäéêïðïéïýìå ôéò ìåôáâÜóåéò ôçò
M : Ç ìåôÜâáóç �(qi; �j) = (qk; �l; Dm) (üðïõ m = 1; 2; 3 áí ç ìåôÜâáóç
ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôá óýìâïëá ←, → êáé − áíôßóôïé÷á), êùäéêïðïéåßôáé óáí:

10i10j10k10l10m1

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôé ðáñéóôÜíåé áêñéâþò êÜèå áêïëïõèßá ìçäåíéêþí ðñïó-
äéïñßæåôáé áðü ôçí èÝóç ôçò óôçí ðáñáðÜíù óõìâïëïóåéñÜ.

Ôï ôåëåõôáßï óôÜäéï óôçí êùäéêïðïßçóç ôçò M åßíáé ç ðáñÜèåóç ôùí óõì-
âïëïóåéñþí êùäéêïðïßçóçò üëùí ôùí ìåôáâÜóåùí ðïõ ðåñéãñÜöåé ç �. Ìå ôïí
ôñüðï áõôü ç ðåñéãñáöÞ ìéáò óõãêåêñéìÝíçò ìåôÜâáóçò ïñéïèåôåßôáé áðü äýï
äéáäï÷éêÜ 11 êáé Üñá åßíáé åýêïëï íá åðéóçìáíèåß.

ÐñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé ç óýìâáóç êùäéêïðïßçóçò ðïõ åðéëÝîáìå åßíáé áõ-
èáßñåôç êáé ïðïéáäÞðïôå Üëëç èá Þôáí áðïäåêôÞ áñêåß íá êùäéêïðïéïýóå ìï-
íïóÞìáíôá ìéá ìç÷áíÞ Turing. Ìéá áðïäåêôÞ êùäéêïðïßçóç ðñÝðåé íá ìáò
åðéôñÝðåé äïèåßóçò ìéáò óõìâïëïóåéñÜò óôï {0; 1}∗, íá ìðïñïýìå íá áðïöáí-
èïýìå (1) áí åßíáé £íüìéìç¤, áí äçëáäÞ êùäéêïðïéåß êÜðïéá ìç÷áíÞ êáé (2) ðïéÜ

27



ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. Ç ÌÇ×ÁÍÇ TURING

åßíáé áõôÞ ç ìç÷áíÞ. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï ðñïôáèåßò ôñüðïò ôï åîáóöáëßæåé
áõôü.

ÐáñÜäåéãìá 2.3 Ôá ðáñáðÜíù öáßíïíôáé êáèáñÜ óôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá
ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí êùäéêïðïßçóç ôçò ìç÷áíÞò Turing ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 2.1,
ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ôïõ ïðïßïõ ïñßæåôáé óýìöùíá ìå ôïí áêüëïõèï ðßíáêá:

q � �(q; �)

s ¤ (s;¤;→)
s a (qNAI; a;−)
s b (s; b;→)
s [ (qOXI; [;−)

Óýìöùíá ìå ôéò óõìâÜóåéò ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé, ôá óýìâïëá êáé ïé êáôáóôÜóåéò
êùäéêïðïéïýíôáé êáôÜ ôá ðáñáðÜíù óýìöùíá ìå ôïõò ðßíáêåò ðïõ áêïëïõ-
èïýí.

óýìâïëï êùäéêïðïßçóç
¤ 0
[ 00
a 000
b 0000

êáôÜóôáóç êùäéêïðïßçóç
s 0
h 00

qNAI 000
qOXI 0000

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç ðñþôç ìåôÜâáóç ôçò ìç÷áíÞò êùäéêïðïéåßôáé ìÝóù
ôçò óõìâïëïóåéñÜò 101010101001, ç äåýôåñç ìÝóù ôçò 1010001000100010001,
ç ôñßôç ìÝóù ôçò 101000010100001001 êáé ç ôÝôáñôç ìåôÜâáóç ìÝóù ôçò óõì-
âïëïóåéñÜò 101001000010010001. Ç êùäéêïðïßçóç üëçò ôçò ìç÷áíÞò ôþñá
åßíáé ç ðáñÜèåóç ôùí ôåóóÜñùí ðáñáðÜíù óõìâïëïóåéñþí.

Ç êùäéêïðïßçóç ìéáò ìç÷áíÞò Turing M óáí ìéá óõìâïëïóåéñÜ óôï áëöÜ-
âçôï {0; 1} ìáò åðéôñÝðåé ôþñá íá äþóïõìå ôçí ìç÷áíÞ óáí åßóïäï óå Üëëåò
ìç÷áíÝò. Ï óôü÷ïò ìáò åßíáé íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá ìç÷áíÞ Turing, ôçí ïðïßá
èá ïíïìÜóïõìå êáèïëéêÞ (universal) êáé ç ïðïßá èá ìðïñåß íá ðáßñíåé óáí
åßóïäï ìéá êùäéêïðïéçìÝíç ìç÷áíÞ Turing M êáèþò êáé ôçí åßóïäï ôçò w
(ßóùò êáé áõôÞ êùäéêïðïéçìÝíç þóôå ôï áëöÜâçôï ôçò U íá åßíáé ôï {0; 1})
êáé íá ìéìåßôáé ôïí õðïëïãéóìü ôçò M ìå åßóïäï ôï w. Ìéá ôÝôïéá ìç÷áíÞ
åßíáé óôçí ïõóßá £ðñïãñáììáôéæüìåíç¤ ìå ôçí Ýííïéá üôé ç óõìðåñéöïñÜ ôçò
áëëÜæåé áíÜëïãá ìå ôçí êùäéêïðïéçìÝíç ìç÷áíÞ M ðïõ Ý÷åé óôçí åßóïäï ôçò.

Ç ìç÷áíÞ U èá Ý÷åé ôñåßò ôáéíßåò. Óôçí ðñþôç ðïõ åßíáé ç ôáéíßá åéóüäïõ
äßäåôáé ç M êùäéêïðïéçìÝíç êáé óôçí óõíÝ÷åéá ôï w. Ç äåýôåñç ôáéíßá èá
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êñáôÜ ôï ðåñéå÷üìåíï ôçò ôáéíßáò ôçò M óå üëç ôçí äéÜñêåéá ôïõ õðïëïãé-
óìïý. Óôçí ôñßôç ôáéíßá èá ãñÜöåôáé óå ðïéÜ êáôÜóôáóç ôçò M âñßóêåôáé ç
ðñïóïìïßùóç. Ç ëåéôïõñãßá ôçò U åßíáé ç áêüëïõèç: óôçí áñ÷Þ áíôéãñÜöåé
ôï ôìÞìá ôçò åéóüäïõ ôçò ðïõ êùäéêïðïéåß ôï w óôçí äåýôåñç ôáéíßá êáé ìåôÜ
ôïðïèåôåß ôçí êåöáëÞ ðÜíù áðü ôï ðñþôï óýìâïëï ôïõ w. (Óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ åßíáé êùäéêïðïéçìÝíï, ðÜíù áðü ôï ðñþôï óýìâïëï ôïõ êþäéêá ôïõ óõì-
âüëïõ.) Óôçí ôñßôç ôáéíßá ôçò ãñÜöåôáé ï êþäéêáò ôçò áñ÷éêÞò êáôÜóôáóçò
ôçò M (ôï 0). Óôçí óõíÝ÷åéá êÜèå êßíçóç ôçò M ðñïóïìïéþíåôáé óå äýï
öÜóåéò. ÊáôÜ ôçí ðñþôç öÜóç ç êåöáëÞ ôçò ðñþôçò ôáéíßáò êéíåßôáé óå üëï
ôï ìÞêïò ôçò óôï ïðïßï åßíáé êùäéêïðïéçìÝíç ç M êáé åëÝã÷ïíôáé üëåò ïé
ìåôáâÜóåéò, þóôå íá âñåèåß ìåôÜâáóç ìå êáôÜóôáóç áõôÞ ðïõ åßíáé ãñáììÝíç
óôç ôñßôç ôáéíßá êáé óýìâïëï áõôü ðïõ õðÜñ÷åé êÜôù áðü ôçí äåýôåñç êåöáëÞ.
¸÷ïíôáò áíáãíùñßóåé ôçí êáôÜóôáóç êáé ôï óýìâïëï êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ
ôçò M , ç U ðñï÷ùñåß êáé âëÝðåé ðïéÜ åßíáé ç êßíçóç ðïõ êÜíåé ç M ìå áõ-
ôÝò ôéò ðáñáìÝôñïõò. Ôá óôïé÷åßá áõôÜ âñßóêïíôáé óôïí êþäéêá ôçò M óôçí
ðñþôç ôáéíßá. ÊáôÜ ôçí äåýôåñç öÜóç, ç U åíçìåñþíåé ôçí ôñßôç ôáéíßá ôçò
ìå ôçí åðüìåíç êáôÜóôáóç ôçò M êáé ôçí äåýôåñç ôáéíßá ôçò ìå ôïí êùäéêü
ôïõ êáéíïýñãéïõ óõìâüëïõ. ÁõôÞ ç ôåëåõôáßá êßíçóç áðáéôåß ßóùò ôçí ìåñéêÞ
ïëßóèçóç ôçò äåýôåñçò ôáéíßáò äåîéÜ, þóôå íá åëåõèåñùèåß ÷þñïò ãéá ôï êáé-
íïýñãéï óýìâïëï, (áí áõôü êùäéêïðïéåßôáé ìå ðåñéóóüôåñá 0) Þ áñéóôåñÜ (áí
êùäéêïðïéåßôáé ìå ëéãüôåñá). Ïé ïëéóèÞóåéò áõôÝò äåí åíï÷ëïýí óôïí âáèìü
ðïõ äåí åíäéáöÝñåé ï ÷ñüíïò ìéáò óÜñùóçò ßóùò êáé ïëüêëçñçò ôçò äåýôåñçò
ôáéíßáò ãéá êÜèå ìßá êßíçóç ôçò M . Óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç ìðïñåß íá áðïöåõ-
÷èåß, åããñÜöïíôáò êÜèå êþäéêá óõìâüëïõ �i ôïõ w óå áêñéâþò |Σ| êýôôáñá,
êáôáëáìâÜíïíôáò ôá |Σ| − i êýôôáñá ìå êåíÜ. ¸ôóé êÜèå áëëáãÞ óõìâüëïõ
ôçò äåýôåñçò ôáéíßáò áðáéôåß êßíçóç ìÝóá óå Ýíá äéÜóôçìá |Σ| (Ýíáò óôáèåñüò
áñéèìüò) ôï ðïëý êõôôÜñùí. ÔÝëïò, ç êåöáëÞ ôçò äåýôåñçò ôáéíßáò ôïðïèåôåß-
ôáé ðÜíù áðü ôï óýìâïëï ðïõ ðñïâëÝðåé ç ìåôÜâáóç. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå
üôé ç U ìéìåßôáé ðëÞñùò ôçí ëåéôïõñãßá ôçò M ìå åßóïäï ôï w êáé åðïìÝíùò
üôé ç Ýîïäïò ôçò åßíáé ç ßäéá ìå ôçí Ýîïäï ôçò M ìå åßóïäï ôï w.

ÐáñáôÞñçóç 2.2 Ôåëåéþíïõìå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï ìå ôçí ðáñáôÞñçóç üôé
åßíáé åýêïëï íá åðåêôáèåß ç éäÝá ôçò êùäéêïðïßçóçò êáé óå ìç÷áíÝò Turing
ðïëëþí ôáéíéþí (Üóêçóç) êáé êáôÜ óõíÝðåéá íá êáôáóêåõáóôåß êáèïëéêÞ ìç-
÷áíÞ ðïõ íá ðñïóïìïéþíåé ìç÷áíÝò ðïëëþí ôáéíéþí. Ç äõóêïëßá åßíáé ôþñá
üôé ç ìç÷áíÞ U èá ðñÝðåé íá êñáôÜ ôï ðåñéå÷üìåíï ðïëëþí ôáéíéþí ôçò M . Ç
áýîçóç ôïõ áñéèìïý ôùí ôáéíéþí ôçò U óå k + 2 (üðïõ k ï áñéèìüò ôùí ôáé-
íéþí ôçò M) äåí åßíáé ëýóç äéüôé ôüôå ç U èá Ý÷åé ìåôáâëçôü áñéèìü ôáéíéþí
áíÜëïãá ìå ôçí ìç÷áíÞ ðïõ ðñïóïìïéþíåé êáé Üñá äåí èá åßíáé ðñáãìáôéêÜ
£êáèïëéêÞ¤. Åõôõ÷þò, üðùò áíáöÝñèçêå ðáñáðÜíù, ç M ìðïñåß íá ìåôáó÷ç-
ìáôéóôåß þóôå íá Ý÷åé óôáèåñü áñéèìü ôáéíéþí (ìßá Þ áêüìç êáé äýï ãéá ëüãïõò
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ôá÷ýôçôáò óôçí ðñïóïìïßùóç üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù) êáé Üñá ç U íá Ý÷åé
óôáèåñü áñéèìü ôáéíéþí.

2.4 Õðïëïãéóìïß ìå ðåñéïñéóìïýò
Ç ìåëÝôç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí äéáöüñùí ðñïâëçìÜôùí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò
ìç÷áíÞò Turing, áðáéôåß ôïí ïñéóìü ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ äéáñêåß Ýíáò õðïëïãéóìüò
êáèþò êáé ôïõ ÷þñïõ ðïõ áðáéôåß êáé ßóùò êáé Üëëùí õðïëïãéóôéêþí ðüñùí
ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí.

Ïñéóìüò 2.12 Ï ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåß ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ M ìå åß-
óïäï ôï x åßíáé ï áñéèìüò ôùí âçìÜôùí (êéíÞóåùí) ðïõ èá êÜíåé ç ìç÷áíÞ
îåêéíþíôáò áðü ôçí áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ M(x). Áí ç
M áðïêëßíåé óôï x ôüôå ï ÷ñüíïò åßíáé ∞.

Ðåñéóóüôåñï ðñïóåêôéêïß ðñÝðåé íá åßìáóôå üôáí ïñßæïõìå ôïí ÷ñüíï ðïõ
êÜíåé ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ. ¼ðùò ëÝ÷èçêå ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ ìðïñåß íá áðïäÝ÷åôáé ôçí óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ ãéá êÜðïéá áêïëïõèßá
åðéëïãþí, áëëÜ êáé íá êÜíåé ìåñéêÝò åðéëïãÝò ïé ïðïßåò íá ôçí ïäçãïýí óå
áðüññéøç ôçò Þ áêüìç êáé íá ìçí óôáìáôÞóåé êáèüëïõ.

Ïñéóìüò 2.13 Ï ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåß ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ M ìå
åßóïäï ôï x åßíáé ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò âçìÜôùí ðïõ ìðïñåß íá êÜíåé ç ìç-
÷áíÞ îåêéíþíôáò áðü ôçí áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç ãéá íá öôÜóåé óôçí êáôÜóôáóç
qNAI. ÓõìâáôéêÜ, óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç ï ÷ñüíïò ôçò ìç÷áíÞò ìå åßóïäï
ôï x éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá.

¸÷ïíôáò ïñßóåé ôé óçìáßíåé ÷ñüíïò õðïëïãéóìïý ìéáò óõìâïëïóåéñÜò, ìðï-
ñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ ìéáò ìç÷áíÞò Turing.

Ïñéóìüò 2.14 Ç ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ TM(n) ìéáò ìç÷áíÞò Turing M
(íôåôåñìéíéóôéêÞò Þ ìç) åßíáé ìéá óõíÜñôçóç áðü ôïõò öõóéêïýò óôïõò öõóé-
êïýò ðïõ ïñßæåôáé üðùò ðáñáêÜôù:

TM(n) = max{ m : ∃x ∈ (Σ \ {[})∗; |x| = n Ýôóé þóôå
ï ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåß ç M ìå åßóïäï ôï x åßíáé m }:

Ï ÷ñüíïò åðïìÝíùò ðïõ áðáéôåß ìéá ìç÷áíÞ ìå åßóïäï ìÞêïõò n åßíáé
ï ìÝãéóôïò ðÜíù óå üëåò ôéò åéóüäïõò ìÞêïõò n. ÓõíÞèùò õðïèÝôïõìå üôé
TM(n) ≥ n ãéáôß ìéá ìç÷áíÞ ÷ñåéÜæåôáé ÷ñüíï ôïõëÜ÷éóôïí n óå åßóïäï ìå-
ãÝèïõò n, þóôå íá äéáâÜóåé üëá ôá óýìâïëá ôçò åéóüäïõ. Áõôü äåí åßíáé
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áíáãêáßï, åßíáé üìùò ìéá óýìâáóç ðïõ êÜíïõìå þóôå íá áðïöåýãïõìå íá
åîåôÜæïõìå ôåôñéììÝíåò ìç÷áíÝò.

ÅíäéáöÝñïí Ý÷åé åðßóçò íá äïýìå ôé óçìáßíåé ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ ìéáò
ìç íôåôåñìéóôéêÞò ìç÷áíÞò. Ï Ïñéóìüò 2.13 óå óõíäõáóìü ìå ôïí 2.14 ìáò
ëÝåé üôé ç ôéìÞ ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ÷ñüíïõ óôï n ìéáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò
ìç÷áíÞò åßíáé ï ìÝãéóôïò ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåß ç ìç÷áíÞ ðÜíù óå üëåò ôéò
óõìâïëïóåéñÝò ìÞêïõò n ðïõ ç ìç÷áíÞ áðïäÝ÷åôáé. ÄçëáäÞ óôçí ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ áäéáöïñïýìå ãéá ôéò óõìâïëïóåéñÝò üðïõ ç ìç÷áíÞ äåí
áðïäÝ÷åôáé (äçëáäÞ üëïé ïé õðïëïãéóìïß óå áõôÝò êáôáëÞãïõí óå Ï×É Þ Ý÷ïõí
Üðåéñï ìÞêïò).

Ï õðïëïãéóìüò ìéáò ìç÷áíÞò Turing ìå ðåñéïñéóìü óôïí ÷þñï (ìíÞìç)
ïñßæåôáé áíÜëïãá, ìå ìéá ìüíï ìéêñÞ ðáñáëëáãÞ. Êáô' áñ÷Þ åßíáé öõóéêü íá
åðéëÝîïõìå óáí ìïíôÝëï õðïëïãéóìïý ôçí ìç÷áíÞ Turing k-ôáéíéþí. Óå ìéá
ðñþôç ðñïóÝããéóç åßíáé åðßóçò öõóéêü íá åðé÷åéñÞóïõìå íá ïñßóïõìå óáí ÷þñï
ðïõ áðáéôåß ìéá ìç÷áíÞ Turing ìå åßóïäï ôï x, ôï Üèñïéóìá ôùí êõôôÜñùí ðïõ
÷ñçóéìïðïéåß ç ìç÷áíÞ êáé óôéò k-ôáéíßåò ôçò. Ìéá ðñïóåêôéêüôåñç ìáôéÜ üìùò
åýêïëá öáíåñþíåé üôé ìå áõôü ôïí ôñüðï ÷Üíåôáé ç éêáíüôçôá ôïõ ìïíôÝëïõ
ìáò íá îå÷ùñßóåé áíÜìåóá óå ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí óçìáíôéêÝò äéáöïñÝò óôéò
áðáéôÞóåéò ôïõò óå ìíÞìç.

Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá ðñüâëçìá óôï ïðïßï ç áðÜíôçóç åßíáé éäéáß-
ôåñá ìåãÜëç (Ý÷åé ìåãÜëï ìÞêïò). ÊáôÜ óõíÝðåéá ç áíÜãêç êáôáãñáöÞò áõôÞò
ôçò áðÜíôçóçò óå ìßá ôáéíßá åîüäïõ, èá ÷ñÝùíå ôïí õðïëïãéóìü ìáò ìå ìåãÜëç
ìíÞìç ôçí ïðïßá äåí ÷ñçóéìïðïßçóå ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôçò åîüäïõ áëëÜ ãéá
ôçí Ýîïäï áõôÞ êáè' áõôÞ. Óõíåðþò êÜðïéïò êáëýôåñïò áðü ðëåõñÜò ìíÞìçò
áëãüñéèìïò äåí èá Þôáí äõíáôü íá ÷áñáêôçñéóôåß áí ðñïóôßèåôï óôçí ðïëõ-
ðëïêüôçôá ÷þñïõ êáé ôï ìÞêïò ôçò åîüäïõ. Ôá ßäéá éó÷ýïõí êáé ãéá ôï ìÞêïò
ôçò åéóüäïõ: áí ìåôñçèåß óôçí óõíïëéêÞ ìíÞìç ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå ëÜ-
èïò áðïôÝëåóìá. ÄéáéóèçôéêÜ, áõôü ðïõ èÝëïõìå íá ìåôñÞóïõìå åßíáé ðüóï
£ðñü÷åéñï¤ ÷ñçóéìïðïéåß ï áëãüñéèìïò ìáò (ç ìç÷áíÞ ìáò) ãéá ôïí õðïëïãé-
óìü ôïõ. ÐñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå üôé åäþ äåí éó÷ýåé üôé óôçí ðåñßðôùóç ôçò
ðïëõðëïêüôçôáò ÷ñüíïõ üðïõ, üðùò áíáöÝñèçêå, ìéêñüôåñïé ñõèìïß áýîçóçò
áðü ôçò ãñáììéêÞò óõíÜñôçóçò äåí åßíáé ðáñáäåêôïß: ÷ñåéÜæåôáé ôïõëÜ÷éóôïí
O(n) ÷ñüíïò ãéá êÜèå ìç÷áíÞ ðïõ äåí êÜíåé ôåôñéììÝíç äïõëåéÜ.

¸ôóé ëïéðüí ïñßæïõìå ôç ìç÷áíÞ k-ôáéíéþí ìå åßóïäï êáé Ýîïäï óáí ìéá
ìç÷áíÞ óôçí ïðïßá ç ðñþôç áðü ôéò ôáéíßåò ôçò (ç ôáéíßá åéóüäïõ) åßíáé ìüíï
áíÜãíùóçò êáé ç ôåëåõôáßá (ç ôáéíßá åîüäïõ) ìüíï åããñáöÞò. Ï ÷þñïò ðïõ
áðáéôåß ìéá ìç÷áíÞ Turing ìå åßóïäï ìéá óõìâïëïóåéñÜ x, åßíáé ôï Üèñïéóìá
ôùí êõôôÜñùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ç ìç÷áíÞ óôéò õðüëïéðåò k − 2 ôáíßåò. Óôçí
ðåñßðôùóç ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò åßíáé ôï ìéêñüôåñï ôÝôïéï Üèñïé-
óìá ãéá íá öôÜóåé ç ìç÷áíÞ óôçí êáôÜóôáóç qNAI. ÓõìâáôéêÜ, óå êÜèå Üëëç
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ðåñßðôùóç ï ÷þñïò ôçò ìç÷áíÞò ìå åßóïäï ôï x éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá. ¸÷ïõìå
ëïéðüí:

Ïñéóìüò 2.15 Ç ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ SM(n) ìéáò ìç÷áíÞò Turing M
(íôåôåñìéíéóôéêÞò Þ ìç) åßíáé ìéá óõíÜñôçóç áðü ôïõò öõóéêïýò óôïõò öõóé-
êïýò ðïõ ïñßæåôáé üðùò ðáñáêÜôù:

SM(n) = max{ m : ∃x ∈ (Σ \ {[})∗; |x| = n Ýôóé þóôå
ï ÷þñïò ðïõ áðáéôåß ç M ìå åßóïäï ôï x åßíáé m }:

2.4.1 ÈåùñÞìáôá åðéôÜ÷õíóçò êáé óõìðßåóçò ôçò ìíÞìçò
Óôçí ÅéóáãùãÞ åðé÷åéñçìáôïëïãÞóáìå ðÜíù óôçí ðáñÜóôáóç ôçò ðïëõðëï-
êüôçôáò áëãïñßèìùí êáé ðñïâëçìÜôùí, ÷ùñßò ðïëëáðëáóéáóôéêÝò êáé ðñïóèå-
ôéêÝò óôáèåñÝò. Ðáñüëï ðïõ óçìáíôéêüò ëüãïò ãé' áõôü åßíáé ç áäõíáìßá ìáò
íá õðïëïãßæïõìå áõôÝò ôéò óôáèåñÝò, áíáöÝñáìå êáé óáí áéôßá ôçí ñáãäáßá
âåëôßùóç ôùí åðéäüóåùí ôùí õðïëïãéóôþí (÷ñüíïò, ìíÞìç) êÜôé ðïõ êÜíåé ôéò
ìåôáâïëÝò óôéò óôáèåñÝò åíüò áëãïñßèìïõ íá óõã÷Ýïíôáé ìå ôçí âåëôßùóç ôùí
õðïëïãéóôþí. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ äßíïõìå äýï èåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá
ðïõ äéêáéïëïãïýí ôçí åðéëïãÞ ìáò áõôÞ.

Èåþñçìá 2.1 Áí ìßá ãëþóóá L áðïöáóßæåôáé áðü ìßá ìç÷áíÞ Turing óå
÷ñüíï f(n), ôüôå ãéá ïðïéïäÞðïôå � > 0, ç L áðïöáóßæåôáé óå ÷ñüíï �f(n)+
n+ 1.

Áðüäåéîç: ¸óôù M ç ìç÷áíÞ ðïëõðëïêüôçôáò ÷ñüíïõ f(n) ðïõ áðïöáóßæåé
ôçí L. Èá ðåñéãñÜøïõìå ìéá ìç÷áíÞ M ′ ç ïðïßá åñãÜæåôáé óå ÷ñüíï �f(n) +
n + 1. Ç M ′ èá Ý÷åé Ýíá ðïëý ðëïõóéüôåñï áëöÜâçôï êáé ðïëý ðåñéóóüôåñåò
êáôáóôÜóåéò áðü ôçí M . ÊÜèå óýìâïëï ôçò M ′ èá ðáñéóôÜíåé Ýíá äéÜíõóìá
d óõìâüëùí ôçò M (ôï d åßíáé ìßá ðáñÜìåôñïò óôçí ïðïßá èá äþóïõìå ôéìÞ
áñãüôåñá). Ãéá ôïí óêïðü áõôü ôï áëöÜâçôï ôçò M ′ èá ðåñéÝ÷åé, åêôüò ôïõ
Σ êáé áêüìç |Σ|d óýìâïëá, Ýíá ãéá êÜèå d-äéáóôáôï äéÜíõóìá óõìâüëùí ôïõ
Σ. Ç M ′ áñ÷ßæåé ôçí ëåéôïõñãßá ôçò £óõìðéÝæïíôáò¤ d óýìâïëá ôçò M óå Ýíá:
óáñþíåé ôçí ôáéíßá åéóüäïõ ôçò êáé ãéá êÜèå d óýìâïëá åéóüäïõ ðïõ äéáâÜæåé
ãñÜöåé Ýíá óýìâïëï áðü ôï Σd óå ìßá äåýôåñç ôáéíßá. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíåé
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôå÷íéêÞ ôçò ðáñáôÞñçóçò ôçò Óåëßäáò 14. Áðïèçêåýåé
óôéò êáôáóôÜóåéò ôçò ôá d óýìâïëá êáèþò ç ðñþôç ôçò êåöáëÞ ôá äéáâÜæåé êáé
óõíåðþò ãéá ôïí óêïðü áõôü áñêïýí |Σ|d êáôáóôÜóåéò áêüìá. Ï ÷ñüíïò áõôÞò
ôçò äéáäéêáóßáò åßíáé n+ 1 âÞìáôá ìéá êáé üëïé ïé õðïëïãéóìïß ãßíïíôáé óôïí
ðåðåñáóìÝíï Ýëåã÷ï ôçò M ′. Óôçí óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéåß ôçí äåýôåñç ôáéíßá
óáí ôáéíßá åéóüäïõ êáé ôçí ðñþôç óáí êáíïíéêÞ ôáéíßá åñãáóßáò. Áðü åäþ
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2.4. ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ ÌÅ ÐÅÑÉÏÑÉÓÌÏÕÓ

êáé ðÝñá üëåò ïé ôáéíßåò ôçò M åìöáíßæïíôáé £óõìðéåóìÝíåò¤ óå áíôßóôïé÷åò
ôáéíßåò ôçò M ′. Ãéá ôçí ðñïóïìïßùóç ç M ′ åñãÜæåôáé óå öÜóåéò. Óå êÜèå
öÜóç êéíåß ôéò êåöáëÝò ôçò ìßá èÝóç áñéóôåñÜ, ìåôÜ äýï èÝóåéò äåîéÜ êáé ðÜëé
ìéá èÝóç áñéóôåñÜ. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç M ′ áðïèçêåýåé óôéò êáôáóôÜóåéò ôçò
ôï ðåñéå÷üìåíï 3d êõôôÜñùí áðü êÜèå ôáéíßá ôçò M . Óôéò êáôáóôÜóåéò ôçò
áðïèçêåýåé êáé ôç èÝóç ôùí êåöáëþí ôçò M ìÝóá óôï äéÜóôçìá d êõôôÜñùí
êÜôù áðü ôéò êåöáëÝò ôçò. Óôçí óõíÝ÷åéá d êéíÞóåéò ôçò M ðñïóïìïéþíïíôáé
óå äýï ìüíï êéíÞóåéò ôçò M ′, ãéáôß óå d êéíÞóåéò, ç M ôï ðïëý íá åðéóêåöèåß
Ýíá áðü ôá ãåéôïíéêÜ äéáóôÞìáôá d óõìâüëùí ôçò M ′. ÊáôÜ óõíÝðåéá ìßá
öÜóç ôçò M ′ äéáñêåß ôï ðïëý 6 âÞìáôá. Ï õðïëïãéóìüò ôùí ìåôáâÜóåùí
ôçò Ì äåí áðáéôåß êáèüëïõ åðéðëÝïí ÷ñüíï ãéáôß ãßíåôáé óôïí ðåðåñáóìÝíï
Ýëåã÷ï ôçò M ′. Óõíåðþò ï ÷ñüíïò ëåéôïõñãßáò ôçò M ′ èá åßíáé 6df(n)

d e+n+1.
ÅðéëÝãïíôáò d = 6=� êáôáëÞãïõìå óôï æçôïýìåíï. 2

Ôï Èåþñçìá 2.1 (Èåþñçìá ãñáììéêÞò åðéôÜ÷õíóçò) ìáò åðéôñÝðåé íá áöáé-
ñïýìå áðü üñéá ÷ñüíïõ ôéò ðïëëáðëáóéáóôéêÝò óôáèåñÝò êáèþò êáé ðñïóèå-
ôÝïõò ìå ìéêñüôåñï ñõèìü áýîçóçò. Áíôßóôïé÷ï èåþñçìá éó÷ýåé êáé ãéá üñéá
÷þñïõ:

Èåþñçìá 2.2 Áí ìßá ãëþóóá L áðïöáóßæåôáé áðü ìßá ìç÷áíÞ Turing óå
÷þñï f(n), ôüôå ãéá ïðïéïäÞðïôå � > 0, ç L áðïöáóßæåôáé óå ÷þñï �f(n).

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç åßíáé áíÜëïãç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1. Óçìåéþíïõìå üôé
ç ðñïóèåôéêÞ óôáèåñÜ n+1 äåí åßíáé ðëÝïí áðáñáßôçôç óôï ÷þñï ôçò M ′ ìéáò
êáé ï ÷þñïò ôçò ôáéíßáò åéóüäïõ äåí õðïëïãßæåôáé óå ìéá ìç÷áíÞ ìå åßóïäï
êáé Ýîïäï. 2

ÔÝëïò áêñéâþò áíôßóôïé÷á èåùñÞìáôá ìðïñïýí íá äïèïýí ãéá åðéôÜ÷õíóç
êáé óõìðßåóç ôçò ìíÞìçò ìéáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò Turing.

2.4.2 Ìåßùóç óôïí áñéèìü ôùí ôáéíéþí
Ìðïñïýìå ôþñá íá åðáíÝëèïõìå óôï æÞôçìá ôçò ðñïóïìïßùóçò ìéáò ìç÷áíÞò
k-ôáéíéþí áðü ìéá ìç÷áíÞ ìå ìïíáäéêÞ ôáéíßá êáé íá äåßîïõìå ôï áðïôÝëåóìá
ðïõ õðïó÷åèÞêáìå óôçí åíüôçôá 2.3.

Èåþñçìá 2.3 Áí ìéá ãëþóóá L áðïöáóßæåôáé áðü ìéá ìç÷áíÞ Turing k-
ôáéíéþí óå ÷ñüíï f(n), ôüôå áðïöáóßæåôáé êáé áðü ìéá ìç÷áíÞ ìéáò ôáéíßáò
óå ÷ñüíï f(n)2.

Áðüäåéîç: ¸óôù M ìéá ìç÷áíÞ Turing k-ôáéíéþí ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ
f(n). Ç ðñïóïìïßùóç ôçò áðü ìéá óõìâáôéêÞ ìç÷áíÞ M ′, áðáéôåß ôçí áðïôý-
ðùóç ôùí k-ôáéíéþí êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí êåöáëþí óôçí ìïíáäéêÞ ôáéíßá ôçò
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M ′. Áõôü ôï åðéôõã÷Üíïõìå ùò åîÞò: Èåùñïýìå üôé ç ôáéíßá ôçò M ′ ÷ùñßæåôáé
óå 2k £áõëÜêéá¤. Ôá k ðåñéôôÜ áõëÜêéá èá åßíáé ðáíïìïéüôõðá ìå ôéò k ôáéíßåò
ôçò M . ¸ôóé ç ðñþôç ôáéíßá ôçò M êáôáãñÜöåôáé óôï ðñþôï áõëÜêé ôçò M ′,
ç äåýôåñç ôáéíßá óôï ôñßôï áõëÜêé ê.ï.ê. Ôá áíôßóôïé÷á Üñôéá áõëÜêéá ðåñéÝ-
÷ïõí óå üëá ôá êýôôáñá ôïõò êåíÜ åêôüò áðü Ýíá êáé ìüíï êýôôáñï óôï ïðïßï
õðÜñ÷åé Ýíá äéáöïñåôéêü óýìâïëï, Ýóôù ôï 1. Ï óêïðüò áõôïý ôïõ óõìâüëïõ
åßíáé íá åðéóçìÜíåé ôçí èÝóç ôçò áíôßóôïé÷çò êåöáëÞò. ¸ôóé óôï äåýôåñï
áõëÜêé õðÜñ÷åé 1 óôçí èÝóç ôçò ðñþôçò êåöáëÞò, óôï ôÝôáñôï áõëÜêé óôçí
èÝóç ôçò äåýôåñçò êåöáëÞò êëð. Ç åéêüíá óõíåðþò ôçò ìïíáäéêÞò ôáéíßáò ôçò
ìç÷áíÞò ìïéÜæåé ìå ôï Ó÷Þìá 2.2. Ç M ′ êáôá÷ùñåß ôá 2k êýôôáñá ìéáò èÝóçò
ôçò ôáéíßáò ôçò óå Ýíá ìüíï óýìâïëï. Ãéá íá ôï ðåôý÷åé áõôü ôï áëöÜâçôï
ôçò M ′, Ýóôù Σ′ åßíáé ôï Σ×{[; 1}×Σ×{[; 1}; · · · ;Σ×{[; 1} üðïõ õðÜñ÷ïõí
k åìöáíßóåéò ôïõ Σ. ÄçëáäÞ ìéá £óôÞëç¤ 2k óõìâüëùí ôçò ôáéíßáò óõìâïëß-
æåôáé ìå Ýíá êáé ìüíï óýìâïëï ôïõ Σ′. Ç ðñïóïìåßùóç ìéáò êßíçóçò ôçò M
ãßíåôáé ìå ìéá óÜñùóç üëçò ôçò ôáéíßáò ôçò M ′ áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá èÝóç ìÝ÷ñé
ôçí èÝóç ôçò ôåëåõôáßáò (äåîéüôåñçò) êåöáëÞò ôçò M êáé ðÜëé ðßóù. Ìå ôçí
ðñïò ôá äåîéÜ óÜñùóç ç M ′ åðéóçìáßíåé ôá óýìâïëá ìå ôá 1 (ôéò èÝóåéò ôùí k
êåöáëþí ôçò M) êáé áðïèçêåýåé óôçí êáôÜóôáóç ôçò ôá óýìâïëá êÜôù áðü
ôéò k êåöáëÝò. ¸÷ïíôáò Þäç áðïèçêåõìÝíç êáé ôçí êáôÜóôáóç ôçò M ìðïñåß
íá õðïëïãßóåé ôçí åðüìåíç êßíçóç ôçò. ÊáôÜ ôç óÜñùóç ðñïò ôá áñéóôåñÜ êáé
ìÝ÷ñé ôçí èÝóç ôçò áñéóôåñüôåñçò êåöáëÞò áëëÜæåé ôá óýìâïëá óôéò èÝóåéò
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò êåöáëÝò ôçò M ′ êáé åíäå÷ïìÝíùò Ýíá áðü ôá áìÝóùò
ãåéôïíéêÜ ôïõò þóôå íá áðïäßäåôáé ôï ãåãïíüò üôé êÜðïéá áðü ôéò êåöáëÝò
ìåôáêéíÞèçêå åêåß. Óõíåðþò áí ç áñéóôåñüôåñç êáé ç äåîéüôåñç êåöáëÞ ôçò
M âñßóêïíôáé óå áðüóôáóç m ìåôáîý ôïõò, ìéá êßíçóç ôçò M áðáéôåß 2m+2
êéíÞóåéò ôçò M ′. Åöüóïí üìùò ç M ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï f(n), ç áñéóôåñüôåñç
êáé ç äåîéüôåñç êåöáëÞ ôçò èá âñåèïýí óå áðüóôáóç ôï ðïëý f(n) óå ïðïéï-
äÞðïôå óçìåßï ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò. Óõíåðþò ï ÷ñüíïò ôçò ìç÷áíÞò M ′ åßíáé
f(n)(2f(n) + 2) ≤ 3f(n)2. Ï ÷ñüíïò áõôüò ìðïñåß íá ãßíåé áêñéâþò f(n)2 áí
ðáñáôçñÞóïõìå üôé óå Ýíá ðñïêáôáñêôéêü óôÜäéï ìðïñïýìå íá ìåôáôñÝøïõìå
ôçí M ìå âÜóç ôï Èåþñçìá 2.1 þóôå íá ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï f(n)=

√
3. Ôüôå ç

M ′ èá ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï f(n)2. 2

Ðüñéóìá 2.1 Áí ìéá ãëþóóá L áðïöáóßæåôáé áðü ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ Turing k-ôáéíéþí óå ÷ñüíï f(n), ôüôå áðïöáóßæåôáé êáé áðü ìéá ìç-
÷áíÞ ìéáò ôáéíßáò óå ÷ñüíï f(n)2.

Áðüäåéîç: Ðáñüìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò. 2

Ìå ðåñéóóüôåñï ðñïóåêôéêÞ ðñïóïìïßùóç ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé äýï
ôáéíßåò ðñïóïìïéþíïõí ðïëý áðïôåëåóìáôéêüôåñá ìéá ìç÷áíÞ ìå k > 2 ôáéíßåò:
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2.5. Ç ÌÇ×ÁÍÇ ÔÕ×ÁÉÁÓ ÐÑÏÓÐÅËÁÓÇÓ, RAM

1

a aa

1

b bc c

a a

a a

c

d

d b

a

1

a

b b

d d

d cc

Ó÷Þìá 2.2: Ðñïóïìïßùóç ìéáò ìç÷áíÞò Turing k ôáéíéþí áðü ìç÷áíÞ ìéáò
ôáéíßáò.

Èåþñçìá 2.4 Áí ìéá ãëþóóá L áðïöáóßæåôáé áðü ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ Turing k-ôáéíéþí, k > 2, óå ÷ñüíï f(n), ôüôå ãßíåôáé áðïäåêôÞ êáé
áðü ìéá ìç÷áíÞ äýï ôáéíéþí óå ÷ñüíï f(n) log f(n).

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç äüèçêå óôï [9]. ÐåñéãñÜöåôáé åðßóçò óôï âéâëßï ôùí
Hopcroft êáé Ullman [10]. 2

2.5 Ç Ìç÷áíÞ Ôõ÷áßáò ÐñïóðÝëáóçò, RAM

ÐáñïõóéÜæïõìå ôþñá Ýíá Üëëï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï, ôçí RAM, (Random
Access Machine) Þ Ìç÷áíÞ Ôõ÷áßáò ÐñïóðÝëáóçò. Ç RAM äåí åßíáé ìßá
áêüìç ðáñáëëáãÞ ôçò ìç÷áíÞò Turing áëëÜ Ýíá ôõðéêü ìïíôÝëï ðïõ ìïéÜæåé
ðïëý ìå ôïõò óýã÷ñïíïõò õðïëïãéóôÝò. Ç áîßá ôïõ ìïíôÝëïõ äåí âñßóêåôáé
ôüóï óôï áðïôÝëåóìá éóïäõíáìßáò ìå ôçí ìç÷áíÞ Turing ðïõ èá äåßîïõìå,
(ï áíáãíþóôçò èá ðñÝðåé Þäç íá Ý÷åé ðåéóôåß üôé ç ìç÷áíÞ Turing õðïëïãßæåé
üôé êáé Ýíáò óýã÷ñïíïò õðïëïãéóôÞò) áëëÜ êõñßùò óôïí ÷ñüíï ðïõ áðáéôåß ç
ðñïóïìïßùóç ôïõ áðü ôçí ìç÷áíÞ Turing. Ï ÷ñüíïò áõôüò åßíáé Ýíá ìéêñü
ðïëõþíõìï ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ áðáéôåß ç ìç÷áíÞ Turing.

2.5.1 ÐåñéãñáöÞ-Ïñéóìüò

¼ðùò ç ìç÷áíÞ Turing ÷ñçóéìïðïéåß ôçí ôáéíßá ôçò óáí ìíÞìç, ç RAM Ý÷åé
Ýíá áðåñéüñéóôï áñéèìü áðü êáôá÷ùñçôÝò r−1; r0; r1; : : : óáí óôïé÷åßá ìíÞìçò.
ÊÜèå êáôá÷ùñçôÞò ìðïñåß íá áðïèçêåýóåé Ýíá áêÝñáéï áñéèìü áõèáßñåôá ìå-
ãÜëï. Ïé äýï ðñþôïé êáôá÷ùñçôÝò Ý÷ïõí éäéáßôåñï ñüëï êáé üíïìá. Ï êá-
ôá÷ùñçôÞò r−1 ëÝãåôáé áðáñéèìçôÞò ðñïãñÜììáôïò êáé óõìâïëßæåôáé ìå PC.
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Ï êáôá÷ùñçôÞò r0 ëÝãåôáé óõóóùñåõôÞò êáé óõìâïëßæåôáé ìå AC. ¸íá ðñü-
ãñáììá ôçò RAM Π = (�1; �2; : : : ; �k) åßíáé ìßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ëåé-
ôïõñãéþí RAM, üðïõ êÜèå ëåéôïõñãßá ìðïñåß íá åßíáé ìßá áðü ôéò ëåéôïõñãßåò
ðïõ ðåñéëáìâÜíïíôáé óôïí Ðßíáêá 2.2. ¼ëåò ïé ëåéôïõñãßåò ôçò RAM, ðëçí
ôçò ôåëåõôáßáò ç ïðïßá óôáìáôÜ ôçí åêôÝëåóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò, ðáßñíïõí
Ýíá üñéóìá. Ôï üñéóìá x ìðïñåß íá Ý÷åé ôñåßò ìïñöÝò: £k¤, £= k¤ êáé £∗k¤,
üðïõ k êÜðïéïò áêÝñáéïò áñéèìüò. ¼ôáí ôï x åßíáé £k¤, ôüôå üñéóìá åßíáé ôï
ðåñéå÷üìåíï ôïõ êáôá÷ùñçôÞ ìå äåßêôç k äçëáäÞ ôïõ rk. ¼ôáí ôï x åßíáé
£∗k¤, ôüôå õðïíïåßôáé ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ êáôá÷ùñçôÞ ôïõ ïðïßïõ ï äåßêôçò
åßíáé ï rk äçëáäÞ ôïõ rrk . ÔÝëïò üôáí ôï x åßíáé £= k¤ ôüôå üñéóìá åßíáé ï
ßäéïò ï áêÝñáéïò k. ÅéäéêÜ ãéá ôçí ëåéôïõñãßá STORE (ìåôáöÝñåé ôï ðåñéå-
÷üìåíï ôïõ óõóóùñåõôÞ óôïí êáôá÷ùñçôÞ ðïõ õðïäåéêíýåé ôï üñéóìá), äåí
Ý÷åé Ýííïéá Ýíá üñéóìá £= k¤ êáé óõíåðþò äåí õðÜñ÷åé. ¼ëåò ïé åíôïëÝò ðïõ
Ý÷ïõí ôï üñéóìá x, ðáñÜëëçëá ìå ôçí êýñéá ëåéôïõñãßá ôïõò, áõîÜíïõí êáé ôïí
áðáñéèìçôÞ ðñïãñÜììáôïò êáôÜ Ýíá. Áõôü áíôáíáêëÜ óôçí áêïëïõèéáêÞ åêôÝ-
ëåóç ôùí ðñïãñáììÜôùí óôïõò õðïëïãéóôÝò. Ïé åíôïëÝò JUMP êáé JNEG
(Üëìá ÷ùñßò êáé ìå óõíèÞêç áíôßóôïé÷á) åðçñåÜæïõí ìüíï ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ
áðáñéèìçôÞ ðñïãñÜììáôïò. Óôçí RAM ôá äåäïìÝíá èåùñïýìå üôé äßäïíôáé
óôïõò êáôá÷ùñçôÝò áñ÷ßæïíôáò áðü ôïí r1 êáé êáôáëáìâÜíïíôáò äéáäï÷éêÜ
üóïõò êáôá÷ùñçôÝò áðáéôåß ôï óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ç áñ÷éêÞ ôéìÞ
ôïõ PC åßíáé 1. ¼ëïé ïé Üëëïé êáôá÷ùñçôÝò Ý÷ïõí áñ÷éêÞ ôéìÞ 0.

Ëåéôïõñãßá ÐåñéãñáöÞ

LOAD x AC:=x êáé PC:=PC+1
STORE x x:=AC êáé PC:=PC+1
ADD x AC:=AC+x êáé PC:=PC+1
SUB x AC:=AC-x êáé PC:=PC+1
JUMP k PC:=k
JNEG k if AC<0 then PC:=k
HALT

Ðßíáêáò 2.2: Ïé ëåéôïõñãßåò ôçò RAM

Ïé ëåéôïõñãßåò ôçò RAM åßíáé ëïéðüí Ýíá ìéêñü õðïóýíïëï ôùí åíôïëþí
ìç÷áíÞò åíüò õðïëïãéóôÞ. Ôï êýñéï ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò RAM óå ó÷Ýóç ìå
ôçí ìç÷áíÞ Turing åßíáé ç äõíáôüôçôá Üìåóçò ðñïóðÝëáóçò ïðïéïõäÞðïôå áðü
ôïõò êáôá÷ùñçôÝò ìå áíáöïñÜ ôïõ äåßêôç ôïõ. Áõôü ôï ÷áñáêôçñéóôéêü åßíáé
êáé áõôü ðïõ äßíåé ôï üíïìá óôï ìïíôÝëï. ¸÷ïõìå ìÜëéóôá åðéôñÝøåé êáé
ôçí äõíáôüôçôá Ýììåóçò äéåõèõíóéïäüôçóçò ðïõ åßíáé êáé áðü ôá éó÷õñüôåñá
óçìåßá åíüò óýã÷ñïíïõ õðïëïãéóôÞ. Ç äõíáôüôçôá áõôÞ åðéâÜëëåé ôçí áíÜãêç
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êÜèå êáôá÷ùñçôÞò íá ìðïñåß íá áðïèçêåýóåé áõèáßñåôá ìåãÜëïõò áñéèìïýò.

ÐáñÜäåéãìá 2.4 Ôï ðñüãñáììá RAM ôïõ Ðßíáêá 2.3 áðïôåëåß õëïðïßçóç
ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò Öõóáëßäáò ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 1. Èåùñïýìå üôé ïé n
áñéèìïß äßäïíôáé óôïõò êáôá÷ùñçôÝò r4 ìÝ÷ñé êáé rn+3. Ï åîùôåñéêüò âñüã÷ïò
Ý÷åé ìåôáâëçôÞ åëÝã÷ïõ ôï i ç ïðïßá öõëÜóóåôáé óôïí r1 êáé ìåôáâÜëåôáé áðü
4 Ýùò n+2. Ç ìåôáâëçôÞ åëÝã÷ïõ ôïõ åóùôåñéêïý âñüã÷ïõ j, öõëÜóóåôáé óôï
r2 êáé ìåôáâÜëëåôáé áðü 4 Ýùò n+3−i. ×ñçóéìïðïéåßôáé åðßóçò ï êáôá÷ùñçôÞò
r3 ãéá öýëáîç ôïõ j+1. Ðáñáôçñåßóôå ôçí ó÷åôéêÞ äõóêïëßá ðïõ õðÜñ÷åé (ðïõ
åßíáé ãíùóôÞ óå êÜèå ðñïãñáììáôéóôÞ óå ãëþóóá assembly) ãéá íá ãßíïõí êáé
áðëÝò åíôïëÝò üðùò ç áíôáëëáãÞ ôéìþí äýï ìåôáâëçôþí.

Á/Á Ëåéôïõñãßáò Ëåéôïõñãßá Ó÷üëéá
1. LOAD =4 AC:=4
2. STORE 1 i := 4
3. LOAD =n AC:=n { Áñ÷Þ åëÝã÷ïõ åîùôåñéêïý âñüã÷ïõ }
4. ADD =2 AC:=n+2
5. SUB 1 AC:=n+ 2− i
6. JNEG 37 Áí n+ 2 < i ôüôå ðÞãáéíå óôï ôÝëïò
7. LOAD =4 AC:=4
8. STORE 2 j := 4
9. ADD =1 AC:=AC+1
10. STORE 3 r3 := j + 1
11. LOAD =n AC:=n { Áñ÷Þ åëÝã÷ïõ åóùôåñéêïý âñüã÷ïõ }
12. ADD =3 AC:=n+3
13. SUB 1 AC:=n+3-i
14. SUB 2 AC:=n+3-i-j
15. JNEG 33 Áí n+ 3− i < j ôüôå óõíÝ÷éóå ìå ôïí åîùôåñéêü âñüã÷ï
16. LOAD *2 AC:=I[j]
17. SUB *3 AC:=I[j]− I[j + 1]
18. JNEG 27 Áí I[j] < I[j + 1] ôüôå ìçí êÜíåéò áíôáëëáãÞ
19. LOAD *2 AC:=I[j] { Áñ÷Þ ôçò áíôáëëáãÞò }
20. ADD *3 AC:=I[j]+I[j+1]
21. STORE *2 rr2 := I[j] + I[j + 1]
22. SUB *3 AC:=I[j]
23. STORE *3 rr3 := I[j]
24. LOAD *2 AC:=I[j]+I[j+1]
25. SUB *3 AC:=I[j+1]
26. STORE *2 rr2 := I[j + 1] { ÔÝëïò ôçò áíôáëëáãÞò }
27. LOAD 2 AC:=j { Áñ÷Þ áýîçóçò ôïõ j êáôÜ 1 }
28. ADD =1 AC:=j+1
29. STORE 2 j:=j+1
30. ADD =1 AC:=j+2
31. STORE 3 r3 := j + 2
32. JUMP 11
33. LOAD 1 AC:=i { Áñ÷Þ áýîçóçò ôïõ i êáôÜ 1 }
34. ADD =1 AC:=i+1
35. STORE 1 i:=i+1
36. JUMP 3
37. HALT

Ðßíáêáò 2.3: Ïé ëåéôïõñãßåò ôçò RAM ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 2.5.
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2.5.2 Éóïäõíáìßá RAM{Ìç÷áíÞò Turing

Óôçí óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå Ýíá áðïôÝëåóìá ðïõ äåí ðñÝðåé íá áðïôåëåß
Ýêðëçîç: Ç RAM ìðïñåß íá ðñïóïìïéþóåé ôçí ëåéôïõñãßá êÜèå ìç÷áíÞò Tur-
ing. Èá ðñÝðåé üìùò ðñéí íá óõìöùíçèïýí ìåñéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ùò ðñïò ôïí
ôñüðï åéóüäïõ ìéáò óõìâïëïóåéñÜò êáé ôçí áðïäï÷Þ.

¸ôóé, áí ç ìç÷áíÞ Turing M Ý÷åé áëöÜâçôï ôï Σ = {�1; �2; : : : ; �|Σ|} êáé
ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ ôçò åßíáé ç w üðïõ |w| = n, ôüôå ç åßóïäïò óôçí RAM
äßíåôáé óôïõò ðñþôïõò n êáôá÷ùñçôÝò (áðü ôïí r1 Ýùò ôïí rn) ïé ïðïßïé Ý÷ïõí
êáôá÷ùñçìÝíï Ýíá áêÝñáéï óôï äéÜóôçìá 1::|Σ|, äçëáäÞ ôïí áýîïíôá áñéèìü
ôïõ áíôéóôïß÷ïõ óõìâüëïõ ôïõ w. Ï êáôá÷ùñçôÞò rn+1 Ý÷åé ôï 0, þóôå íá
óçìáôïäïôåßôáé ôï ôÝëïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò. Ùò ðñïò ôçí áðïäï÷Þ, èá ëÝìå
üôé ç RAM áðïäÝ÷åôáé ôçí åßóïäï ðïõ äüèçêå ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï áí
ìåôÜ ôï ðÝñáò ôïõ õðïëïãéóìïý (ìå ôç ëåéôïõñãßá HALT), óôïí óõóóùñåõôÞ
õðÜñ÷åé ôï 1. Ôçí áðïññßðôåé áí óôïí óõóóùñåõôÞ õðÜñ÷åé ôï 0. ÔÝëïò ï
áñéèìüò ôùí âçìÜôùí ðïõ êÜíåé Ýíáò õðïëïãéóìüò ôçò RAM, åßíáé ï óõíïëéêüò
áñéèìüò ôùí ëåéôïõñãéþí RAM ðïõ èá åêôåëåóôïýí ìÝ÷ñé êáé ôç ëåéôïõñãßá
HALT.

Èåþñçìá 2.5 ¸óôù L ìßá ãëþóóá ðïõ ãßíåôáé áðïäåêôÞ áðü ìéá ìç÷áíÞ
Turing ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ f(n). Ôüôå ç L ãßíåôáé áðïäåêôÞ áðü ìßá
RAM óå O(f(n)) âÞìáôá.

Áðüäåéîç: ¸óôù M = (K;Σ; s; �) ç ìç÷áíÞ Turing. Óôïí êáôá÷ùñçôÞ
1 èá áðïèçêåýåôáé ç èÝóç ôçò êåöáëÞò. Ãéá ôïí ëüãï áõôü üëç ç åßóïäïò
£ïëéóèáßíåé¤ êáôÜ ìßá èÝóç, äçëáäÞ áñ÷ßæåé áðü ôïí êáôá÷ùñçôÞ 2 Ýùò ôïí
n+ 1. ×ñåéÜæåôáé ôï ðïëý O(n) ãéá áõôÞ ôçí ðñï-åðåîåñãáóßá.

Ôï ðñüãñáììá Π ôçò RAM äéáêñßíåôáé óå |K| ôìÞìáôá. ÊÜèå ôÝôïéï
ôìÞìá Qi áíôéóôïé÷åß óå ìßá óõãêåêñéìÝíç êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò Turing.
Ïé ëåéôïõñãßåò ðïõ åßíáé ðñïãñáììáôéóìÝíåò óå áõôü ôï ôìÞìá áöïñïýí ôéò
ìåôáâÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò Turing üôáí áõôÞ âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç qi. ÊáôÜ
óõíÝðåéá êÜèå ôÝôïéï ôìÞìá Qi äéáêñßíåôáé óå ôï ðïëý |Σ| õðïôìÞìáôá üóá
êáé ôá óýìâïëá �j ãéá ôá ïðïßá ïñßæåôáé ç �(qi; �j). Óå êÜèå ôÝôïéï õðïôìÞìá
ëïéðüí áëëÜæåé ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ êáôá÷ùñçôÞ ðïõ êñáôÜ ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï
êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ ìå ôçí íÝá ôïõ ôéìÞ, êáé ôçí ôéìÞ ôïõ êáôá÷ùñçôÞ r2, áí
÷ñåéÜæåôáé, áõîÜíïíôáò Þ ìåéþíïíôáò ôçí êáôÜ Ýíá, þóôå íá áíôáíáêëÜ óôçí
êßíçóç ôçò êåöáëÞò. ÔÝëïò êÜíåé Ýíá Üëìá óôï õðïôìÞìá Qj ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôçí êáéíïýñãéá êáôÜóôáóç qj. Ôï ðñüãñáììá ôïõ õðïôìÞìáôïò ðïõ õëïðïéåß
ôçí ìåôÜâáóç �(qi; �j) = (ql; �m; D) öáßíåôáé óôïí Ðßíáêá 2.4. Ôï õðïôìÞìá
áõôü áñ÷ßæåé óôçí ëåéôïõñãßá õð' áñéèìü Mij.

Ï áñéèìüò ôùí âçìÜôùí ãéá ôçí ðñïóïìïßùóç ìéáò ìåôÜâáóçò áðü ìßá
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Áñ. Ëåéô. Ëåéôïõñãßá Ó÷üëéá

Ìij LOAD *1 Öüñôùóå ôï óýìâïëï �k êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ.
Mij+1 SUB =j AC:=k-j.
Mij+2 JNEG Mij+12 Áí k − j < 0 �k 6= �j , äïêßìáóå ôï åðüìåíï.
Mij+3 LOAD =j AC:=j.
Mij+4 SUB *1 AC:=j-k.
Mij+5 JNEG Mij+12 Áí j − k < 0 �k 6= �j , äïêßìáóå ôï åðüìåíï.
Mij+6 LOAD =m Ãéá íá åßìáóôå åäþ �k = �j . AC:=m.
Mij+7 STORE *1 Ôï óýìâïëï �m áíôéêáèéóôÜ ôï �k.
Mij+8 LOAD 1 Öüñôùóå ôçí èÝóç ôçò êåöáëÞò.
Mij+9 ADD =d d = −1; 1; 0 áí D =←;→;− áíôßóôïé÷á.
Mij+10 STORE 1 Êßíçóç ôçò êåöáëÞò.
Mij+11 JUMP Ml1 ¢ëìá óôï ôìÞìá ôçò êáôÜóôáóçò ql (åðüìåíçò).

Ðßíáêáò 2.4: Ðñïóïìïßùóç ôçò ìåôÜâáóçò �(qi; �j) = (ql; �m; D)

êáôÜóôáóç åßíáé óõíåðþò üóïò ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôçí åêôÝëåóç üëùí ôùí õðï-
ôìçìÜôùí ðïõ åßíáé |Σ| åðß 12, óõíïëéêÜ äçëáäÞ O(f(n)). 2

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç êáôåýèõíóç, äçëáäÞ ôçí ðñïóïìïßùóç ìéáò RAM áðü
ìéá ìç÷áíÞ Turing ðñÝðåé íá ëçöèïýí õðüøç ïñéóìÝíá óôïé÷åßá. ÊáôÜ ðñþôï
ç äõíáôüôçôá ôçò RAM íá ÷åéñßæåôáé áñéèìïýò áõèáßñåôïõ ìÞêïõò áðïôåëåß
ðñüâëçìá áí ìåôñÜìå óáí ðïëõðëïêüôçôá ôçò RAM ôïí áñéèìü ôùí âçìÜôùí
ôçò. Ï ëüãïò åßíáé üôé ðïëý ðåñßðëïêåò åíôïëÝò ìðïñåß íá ðñïóïìïéùèïýí óáí
ðñÜîåéò ìåôáîý áñéèìþí áõèáßñåôïõ ìÞêïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ðñÜîåéò ìåôáîý
äéáíõóìÜôùí ìðïñåß íá ãßíïõí óå Ýíá âÞìá êÜôé ðïõ äåí åßíáé ñåáëéóôéêü.
¸íá êáëýôåñï óõíåðþò ìÝôñï åßíáé íá ìåôñÜìå £÷ñüíï¤ åíüò RAM ðñïãñÜì-
ìáôïò áíôß ãéá âÞìáôá. Áõôü ôï ìåôñÜìå óáí áíÜëïãï (êáé óõíåðþò ãéá ôïõò
óêïðïýò ìáò óáí ßóï) ìå ôïí áñéèìü ôùí äõáäéêþí øçößùí ôùí áñéèìþí ðïõ
åìðëÝêïíôáé óå ìßá RAM ëåéôïõñãßá. Áí ãéá ðáñÜäåéãìá óôïí êáôá÷ùñçôÞ
r17 õðÜñ÷åé ï áñéèìüò 100000, ÷ñåþíïõìå ôçí ëåéôïõñãßá LOAD 17 ìå 8 ìï-
íÜäåò ÷ñüíïõ (2 ãéá ôï üñéóìá £17¤ êáé 6 ãéá ôï 100000). ÏíïìÜæïõìå áõôü
ôïí ôñüðï ìÝôñçóçò ÷ñüíïõ óáí ôï ëïãáñéèìéêü êüóôïò óå áíôßèåóç ìå ôï
ìïíáäéáßï üðïõ êÜèå ëåéôïõñãßá óôïé÷ßæåé ìßá ìïíÜäá ÷ñüíïõ.

Èá ðñÝðåé åðßóçò íá ëçöèåß õðüøç êáé ç äõíáôüôçôá ôçò RAM íá äéåõ-
èõíóéïäïôåß áõèáßñåôïõò êáôá÷ùñçôÝò. ¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá áí ç £÷ñÞóéìç¤
åßóïäïò óôçí RAM âñßóêåôáé áðü ôïí êáôá÷ùñçôÞ 2n êáé ìåôÜ, åíþ ïé ðñïç-
ãïýìåíïé êáôá÷ùñçôÝò äåí ðåñéÝ÷ïõí ôßðïôá, èá óôïß÷éæå ìüíï O(n) ìïíÜäåò
÷ñüíïõ óôçí RAM íá ôçí ðñïóðåëÜóåé ìå ôï ëïãáñéèìéêü êüóôïò êáé ìüíï
ìßá ìïíÜäá ìå ôï ìïíáäéáßï êüóôïò. Ìéá ìç÷áíÞ Turing üìùò èá Ýðáéñíå áíá-
ãêáóôéêÜ ÷ñüíï åêèåôéêü. Óõíåðþò èá ðñÝðåé óáí ìÝãåèïò åéóüäïõ óôçí RAM
íá èåùñÞóïõìå ôïí äåßêôç ôïõ ôåëåõôáßïõ êáôá÷ùñçôÞ ðïõ ðåñéÝ÷åé ôìÞìá ôçò
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åéóüäïõ.

Èåþñçìá 2.6 ¸óôù ìßá óõíÜñôçóç g : Nn → N , n ïñéóìÜôùí ç ïðïßá
ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðü ìßá RAM óå ÷ñüíï O(f(n)). Ôüôå õðÜñ÷åé ìßá
ìç÷áíÞ Turing ðïõ õðïëïãßæåé ôçí g óå ÷ñüíï O(f(n)3).

Áðüäåéîç: Ìéá ìç÷áíÞ Turing M ðïõ ðñïóïìïéþíåé ôçí RAM äÝ÷åôáé óôçí
ôáéíßá åéóüäïõ ôçò ôá ðåñéå÷üìåíá ôùí n êáôá÷ùñçôþí åéóüäïõ ôçò RAM óå
äõáäéêÞ ìïñöÞ ÷ùñéóìÝíá ìå êÜðïéï åéäéêü óýìâïëï Ýóôù ôï #. Ç M Ý÷åé
ìßá ôáéíßá ãéá ôïí áðáñéèìçôÞ ðñïãñÜììáôïò PC êáé ìßá ãéá ôïí óõóóùñåõôÞ
AC. Ãéá íá áíôéìåôùðßóïõìå ôçí ðéèáíÞ ÷ñÞóç áðü ôçí RAM êáôá÷ùñçôþí ìå
áõèáßñåôá ìåãÜëï äåßêôç, üëïé ïé êáôá÷ùñçôÝò ðïõ Ý÷ïõí ðñïóðåëáóôåß Ýóôù
êáé ìßá öïñÜ áðïèçêåýïíôáé ìáæß ìå ôïí äåßêôç ôïõò óôçí ôÝôáñôç ôáéíßá ôçò
M óáí #i#ri. Ôï ðñþôï óôÜäéï ëåéôïõñãßáò ôçò M åßíáé ëïéðüí íá áíôéãñÜøåé
óôçí ôÝôáñôç ôáéíßá ôïõò n êáôá÷ùñçôÝò åéóüäïõ ìáæß ìå ôïõò äåßêôåò ôïõò
óôçí ðáñáðÜíù ìïñöÞ. Óôçí óõíÝ÷åéá êÜèå áëëáãÞ ðåñéå÷ïìÝíïõ åíüò êáôá-
÷ùñçôÞ ðñïóôßèåôáé óôï ôÝëïò ôçò ôáéíßáò áõôÞò (ðÜíôá ìáæß ìå ôïí äåßêôç ôïõ
êáôá÷ùñçôÞ). Ãéá íá âñåß ëïéðüí ç M ôï ðåñéå÷üìåíï åíüò êáôá÷ùñçôÞ óá-
ñþíåé ôçí ôÝôáñôç ôáéíßá áðü ôï ôÝëïò ðñïò ôçí áñ÷Þ ìÝ÷ñé íá âñåß ôçí ðñþôç
åìöÜíéóç ôïõ äåßêôç ðïõ æçôÜ (ðïõ óõíïäåýåôáé áðü ôçí ðéï ðñüóöáôç ôéìÞ
ôïõ êáôá÷ùñçôÞ) êáé óôçí óõíÝ÷åéá ôçí ôéìÞ ôïõ êáôá÷ùñçôÞ. Áí äåí âñåèåß
Ýíáò äåßêôçò ôüôå õðïèÝôåé óáí ôéìÞ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ êáôá÷ùñçôÞ ôï 0. Óõíå-
ðþò äýï óáñþóåéò ôï ðïëý áðáéôïýíôáé ãéá êÜèå ðñïóðÝëáóç óôçí ìíÞìç ôçò
RAM (ç äåýôåñç üôáí Ý÷ïõìå Ýììåóç äéåõèõíóéïäüôçóç). Ïé ðñïóïìïéþóåéò
ôùí ëåéôïõñãéþí ôçò RAM ìðïñïýí åýêïëá íá ãßíïõí áðü £õðïðñïãñÜììáôá¤
ôçò ìç÷áíÞò M ðïõ êÜèå Ýíá áðáéôåß óôáèåñü ÷ñüíï. Óõíåðþò ï ÷ñüíïò
ôçò ðñïóïìïßùóçò êõñéáñ÷åßôáé áðü ôçí óÜñùóç ôçò ôÝôáñôçò ôáéíßáò. Ðüóï
ìåãÜëç ìðïñåß íá ãßíåé áõôÞ; Ðñïöáíþò èá ãñáöïýí ôï ðïëý f(n) æåõãÜñéá
äåéêôþí-êáôá÷ùñçôþí. Ìå ôï ëïãáñéèìéêü êüóôïò ëïéðüí, êÜèå áðïèçêåõ-
ìÝíïò áñéèìüò óôçí ôÝôáñôç ôáéíßá óôïé÷ßæåé ôá ßäéá âÞìáôá êáé óôçí ìç÷áíÞ
Turing êáé óôçí RAM êáé óõíåðþò ìåôñÜ óáí ìßá ìïíÜäá. ¢ñá ç óÜñùóç
ôçò ôáéíßáò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óôïé÷ßæåé óôç ìç÷áíÞ Turing ÷ñüíï O(f(n))
(üóï êáé ïé áðïèçêåõìÝíïé áñéèìïß). Óõíåðþò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ëïãáñéè-
ìéêïý êüóôïõò ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ôçò M åßíáé O(f(n)2). Ãéá ôï ìïíáäéáßï
êüóôïò, áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé êÜèå ëåéôïõñãßá ôçò RAM ìðïñåß ìüíï íá áõ-
îÞóåé ôï ìÞêïò ôïõ áðïèçêåõìÝíïõ áñéèìïý êáôÜ 1 øçößï (óôçí ðåñßðôùóç
ôùí ADD êáé SUB)2 êáé óõíåðþò óôçí ôÝôáñôç ôáéíßá ôçò Ì èá ãñáöïýí ôï
ðïëý O(f(n)2) øçößá. ¢ñá áí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ìïíáäéáßï êüóôïò ôüôå ç

2Áõôü ïöåßëåôáé óôï üôé ôï ñåðåñôüñéï ôçò RAM ðïõ õéïèåôÞóáìå äåí ðåñéÝ÷åé ðñÜîåéò
üðùò ï ðïëëáðëáóéáóìüò ðïõ ìðïñåß íá äéðëáóéÜóïõí ôïí áñéèìü ôùí øçößùí ôïõ áðïôå-
ëÝóìáôïò
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óÜñùóç óôïé÷ßæåé óôçí ìç÷áíÞ Turing üóá êáé ôá åããåãñáìÝíá øçößá äçëáäÞ
O(f(n)2). Óôçí ðåñßðôùóç ëïéðüí áõôÞ ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åßíáé O(f(n)3).2

ÐáñáôÞñçóç 2.3 Ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðáñáðÜíù åíüôçôáò óå ó÷Ýóç ìå ôçí
ìç÷áíÞ RAM, Ýíá ìïíôÝëï ðïëý êïíôÜ óôïõò ðñáãìáôéêïýò õðïëïãéóôÝò,
áëëÜ êáé ïé Üëëåò ðáñáëëáãÝò ôçò ìç÷áíÞò Turing ðïõ ìåëåôÞóáìå, Ýäùóáí
åêôüò áðü ôçí éóïäõíáìßá üëùí ôùí ìïíôÝëùí ùò ðñïò ôï ôé ìðïñïýí íá
õðïëïãßóïõí êáé åðéðëÝïí ðïëõùíõìéêÞ óõó÷Ýôéóç ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ ãßíåôáé ï
õðïëïãéóìüò. ÁõôÞ ç ðïëõùíõìéêÞ óõó÷Ýôéóç ðáñáêïëïõèåß êáé üëá ôá ìï-
íôÝëá õðïëïãéóìïý ðïõ ðñïôÜèçêáí êáôÜ êáéñïýò áñêåß íá åßíáé ñåáëéóôéêÜ.
Ìå áõôü åííïïýìå üôé äåí åðéâÜëïõìå óôïí ïñéóìü ôïõò ïýôå áäéêáéïëüãç-
ôïõò ðåñéïñéóìïýò êáé áäõíáìßåò ðïõ èá ôá Ýêáíáí õðåñâïëéêÜ áñãÜ, ïýôå êáé
éäéüôçôåò ðïõ èá Ýêáíáí ôçí öõóéêÞ ôïõò õëïðïßçóç áäýíáôç. ÊÜèå ôÝôïéï
£ëïãéêü¤ ìïíôÝëï áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé ðïëõùíõìéêÜ éóïäýíáìï ìå ôçí ìç-
÷áíÞ Turing. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ïìéëïýìå êáé ãéá ôçí ÐïëõùíõìéêÞ ÈÝóç
ôïõ Church üðïõ åêôüò áðü ôçí õðïëïãéóôéêÞ éêáíüôçôá ôïõ ìïíôÝëïõ ðåñé-
ëáìâÜíåôáé êáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ.

2.6 ÊëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò
Ïé õðïëïãéóìïß ðïõ ãßíïíôáé ìå ðåñéïñéóìÝíï êÜðïéï õðïëïãéóôéêü ðüñï (÷ñü-
íï, ìíÞìç êëð) ìå ôçí âïÞèåéá êÜðïéïõ õðïëïãéóôéêïý ìïíôÝëïõ (íôåôåñìéíé-
óôéêÞ Þ ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing) ìðïñïýí íá ÷ñçóéìåýóïõí óôçí
êáôçãïñéïðïßçóç ôùí õðïëïãéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí ìå öõóéêü ôñüðï:

Ïñéóìüò 2.16 Ïñßæïõìå óáí TIME(f(n)) ôï óýíïëï ôùí ãëùóóþí L ðïõ
áðïöáóßæïíôáé áðü êÜðïéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing ìå ðïëõðëïêüôçôá
÷ñüíïõ f(n).

Ôï TIME(f(n)) åßíáé ìßá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò. Åßíáé äçëáäÞ Ýíá óýíïëï
ãëùóóþí ðïõ áðïöáóßæïíôáé áðü êÜðïéá ìç÷áíÞ ìÝóá óå êÜðïéá ðåñéèþñéá
êáèïñéæüìåíá áðü ôçí óõíÜñôçóç f(n), êÜðïéïõ õðïëïãéóôéêïý ðüñïõ (óôçí
ðåñßðôùóç ìáò ôïõ ÷ñüíïõ). Ç óõíÜöåéá üìùò ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ìå
ôéò áíôßóôïé÷åò ãëþóóåò (üðùò åîçãÞèçêå ðáñáðÜíù) ìáò åðéôñÝðåé íá ìéëÜìå
êáé ãéá ôï óýíïëï ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ôá óôéãìéüôõðá ôïõò ìåãÝèïõò
n, åðéëýïíôáé áðü êÜðïéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing ìå ðïëõðëïêüôçôá
f(n), (Þ ãéá óõíôïìßá, óå ÷ñüíï f(n)). ÁíÜëïãïé åßíáé êáé ïé ðáñáêÜôù
ïñéóìïß:

Ïñéóìüò 2.17 Ïñßæïõìå óáí NTIME(f(n)) ôï óýíïëï ôùí ãëùóóþí L ðïõ
áðïöáóßæïíôáé áðü êÜðïéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing ìå ðïëõðëïêü-
ôçôá ÷ñüíïõ f(n).

41



ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. Ç ÌÇ×ÁÍÇ TURING

Ïñéóìüò 2.18 Ïñßæïõìå óáí SPACE(f(n)) ôï óýíïëï ôùí ãëùóóþí L ðïõ
áðïöáóßæïíôáé áðü êÜðïéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing ìå ðïëõðëïêüôçôá
÷þñïõ f(n).

Ïñéóìüò 2.19 Ïñßæïõìå óáí NSPACE(f(n)) ôï óýíïëï ôùí ãëùóóþí L ðïõ
áðïöáóßæïíôáé áðü êÜðïéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing ìå ðïëõðëïêü-
ôçôá ÷þñïõ f(n).

ÌåñéêÝò êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò åßíáé áñêåôÜ óçìáíôéêÝò þóôå íá Ý÷ïõí ôï
äéêü ôïõò üíïìá êáé óýìâïëï. Ç ðñþôç ôÝôïéá êëÜóç ðïõ åéóÜãïõìå åßíáé ç
êëÜóç P ðïõ ïñßæåôáé óáí:

P =
⋃

k>0

TIME(nk):

Ç êëÜóç P åðïìÝíùò åßíáé ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ áðïöáóßæïíôáé áðü
ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing óå ÷ñüíï ðïõ åßíáé öñáãìÝíïò áðü êÜðïéï
ðïëõþíõìï óôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ.

Ï ïñéóìüò ôïõ P äåí åßíáé áðüëõôá óýìöùíïò ìå ôïí ïñéóìü 2.16. Ï ëü-
ãïò åßíáé üôé ç P åßíáé Ýíùóç êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò êáé ïñßæåôáé ìå ôçí
âïÞèåéá áðåéñßáò óõíáñôÞóåùí f(n). Åßíáé óõíåðþò ðñáãìáôéêÞ êëÜóç ðïëõ-
ðëïêüôçôáò ôï P; Ìå áõôü åñùôÜìå óôçí ïõóßá áí õðÜñ÷åé ìßá óõíÜñôçóç
p(n) ôÝôïéá ðïõ ôï TIME(p(n)) íá ðåñéëáìâÜíåé ìüíï ôéò ðïëõùíõìéêÜ áíá-
ãíùñßóéìåò ãëþóóåò êáé ôßðïôå Üëëï. Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé
õðÜñ÷åé. Áíôßóôïé÷á èåùñÞìáôá éó÷ýïõí êáé ãéá ôéò êëÜóåéò ðïõ èá ïñßóïõìå
ìå áíÜëïãï ôñüðï ðáñáêÜôù.

Èåþñçìá 2.7 ¸óôù f1(n); f2(n); : : : ; Ýíá áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìï óýíïëï
áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí Ýôóé þóôå ãéá êÜèå i êáé n, fi(n) < fi+1(n). Ôüôå
õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(n) ôÝôïéá ðïõ:

TIME(f(n)) =
⋃

i≥1

TIME(fi(n))

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç äüèçêå óôï [21]. 2

Ç óçìáóßá ôçò êëÜóçò P åßíáé üôé èåùñåßôáé üôé ðåñéëáìâÜíåé ôá ðñïâëÞ-
ìáôá áðüöáóçò (óýìöùíá ìå ôçí áíôéóôïé÷ßá ìå ôéò ãëþóóåò) ìå éêáíïðïéç-
ôéêü áëãüñéèìï åðßëõóçò. Áõôü ìðïñåß íá áêïýãåôáé óå ðñþôç ðñïóÝããéóç
ðáñÜîåíï ìéáò êáé åöüóïí äåí Ý÷ïõìå èÝóåé êáíÝíá ðåñéïñéóìü óôïí åêèÝôç
ôïõ ðïëõùíýìïõ ìáò (Ý÷ïõìå åíôïýôïéò åðéâÜëëåé íá åßíáé óôáèåñüò áñéèìüò),
èá ðñÝðåé íá áðïäå÷èïýìå êáé ÷ñüíïõò ôçò ôÜîçò O(n100) óáí éêáíïðïéçôéêïýò!
Ðáñüëï ðïõ ðñïâëÞìáôá ìå ôÝôïéá öñÜãìáôá ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôïýí, ôá
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ðåñéóóüôåñá ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá ìå ðïëõùíõìéêïýò áëãïñßèìïõò Ý÷ïõí ðï-
ëõðëïêüôçôåò ìå ìéêñïýò åêèÝôåò 4{5 ôï ðïëý. ÅîÜëëïõ óå óýãêñéóç ìå
ôïõò åêèåôéêïýò áëãïñßèìïõò, áêüìç êáé ìå ðïëõðëïêüôçôá O(2

n
1000 ), Ýíáò

ðïëõùíõìéêüò êÜðïéá óôéãìÞ (ãéá ðïëý ìåãÜëá n ßóùò) èá åßíáé ôá÷ýôåñïò.
ÂÝâáéá èá ìðïñïýóå áõôü íá óõìâåß ãéá ôüóï ìåãÜëá n ðïõ íá ìçí Ý÷åé êáìßá
ðñáêôéêÞ áîßá, åßíáé üìùò ãåíéêÞ ç áßóèçóç üôé óôçí ðñÜîç Ýíáò ðïëõùíõìé-
êüò áëãüñéèìïò åßíáé êáëýôåñïò áðü Ýíá åêèåôéêü. Åðß ðëÝïí, öáßíåôáé üôé
ç åýñåóç åíüò ðïëõùíõìéêïý áëãïñßèìïõ áðáéôåß ôçí åêìåôÜëëåõóç êÜðïéùí
éäéïôÞôùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ü÷é áðëÜ Ýîõðíï ó÷åäéáóìü. Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé
äéÜöïñåò £åîùôéêÝò¤ äïìÝò äåäïìÝíùí äåí ìðïñïýí íá ìåôáôñÝøïõí Ýíáí åêèå-
ôéêü áëãüñéèìï óå ðïëõùíõìéêü. Ìðïñïýí íá âåëôéþóïõí ôïí ÷ñüíï áëëÜ ãéá
ôüóï äñáìáôéêÞ áëëáãÞ áðáéôåßôáé óõíÞèùò Üëëç ðñïóÝããéóç óôï ðñüâëçìá.
Áíôßóôïé÷á åðé÷åéñÞìáôá ðñïóöÝñïõí êáé ôá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá êáé êõñßùò
ç ðïëõùíõìéêÞ óõó÷Ýôéóç ðïõ öáßíåôáé íá Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò üëá ôá £ëïãéêÜ¤
ìïíôÝëá (âë. êáé ÐáñáôÞñçóç 2.3).

ÐÝñá üìùò áðü áõôÜ ç êëÜóç P åßíáé ìßá ðñïóðÜèåéá íá ïñéóôåß ìáèçìáôéêÜ
ìéá äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá, üðùò áõôÞ ôïõ £éêáíïðïéçôéêÜ åðéëýóéìïõ¤ ðñïâëÞìá-
ôïò. ÊÜèå ôÝôïéá ðñïóðÜèåéá åßíáé êáôáäéêáóìÝíç íá ðáñïõóéÜóåé ëÜèç êáé
ìÜëéóôá êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò: êáé éêáíïðïéçôéêÜ åðéëýóéìá ðñïâëÞ-
ìáôá ìÝíïõí åêôüò P êáé ìç éêáíïðïéçôéêÜ åðéëýóéìá ôïðïèåôïýíôáé óôï P.
Ðáñüëá áõôÜ, áõôÞ ç ìáèçìáôéêÞ áðïôýðùóç ìéáò äéáéóèçôéêÞò Ýííïéáò áöåíüò
åßíáé êïíôÜ óôçí áëÞèåéá êáé áöåôÝñïõ Ý÷åé ðñïóöÝñåé ðïëëÜ óôçí áíÜðôõîç
ìéáò êïìøÞò èåùñßáò.

Ç äåýôåñç ðïëý óçìáíôéêÞ êëÜóç ðïõ èá åéóÜãïõìå åßíáé ç êëÜóç NP:

NP =
⋃

k>0

NTIME(nk):

Ôï NP åßíáé ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ áðïöáóßæïíôáé áðü ìßá ìç íôåôåñìé-
íéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü óôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ. Ãéá íá
êáôáíïÞóïõìå ðïéÝò ãëþóóåò (Üñá êáé ðñïâëÞìáôá) áíÞêïõí óôçí êáôçãïñßá
áõôÞ, áò èõìçèïýìå üôé ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing õðïëïãßæåé (åî'
ïñéóìïý) ìå Ýíá ôñüðï ðïõ åßíáé éóïäýíáìïò ìå ðñüâëåøç ôçò áðÜíôçóçò êáé
óôçí óõíÝ÷åéá ìå åðéâåâáßùóç ôçò ðñüâëåøçò (ôï £ìÜíôåøå êáé åðáëÞèåõóå¤).
Áõôü, óå óõíäõáóìü ìå üóá áíáöÝñèçêáí ðáñáðÜíù ãéá üôé ïé ðïëõùíõìéêïß
÷ñüíïé åßíáé éêáíïðïéçôéêïß, ÷áñáêôçñßæåé ôá ðñïâëÞìáôá óôï NP óáí áõôÜ
ðïõ åðéëýïíôáé ìÝóù áõôÞò ôçò äéáäéêáóßáò óå éêáíïðïéçôéêü ÷ñüíï. Óõíå-
ðþò, ðñüêåéôáé ãéá ðñïâëÞìáôá ãéá ôá ïðïßá õðÜñ÷åé êÜðïéá åßäïõò ðëçñïöïñßá
ç ïðïßá íá ìðïñåß íá åëåã÷èåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áí ðñÜãìáôé áðïôåëåß
ëýóç. ÁõôÞ ç ðëçñïöïñßá ëÝãåôáé ðéóôïðïéçôéêü (certi�cate) êáé êÜèå ðñü-
âëçìá óôï NP Ý÷åé Ýíá ôÝôïéï £êáëü¤ ðéóôïðïéçôéêü, äçëáäÞ åýêïëá åëÝãîéìï.
Áíôßóôñïöá, ç ýðáñîç êáëïý ðéóôïðïéçôéêïý åßíáé áðüäåéîç üôé Ýíá ðñüâëçìá
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áíÞêåé óôï NP.

ÐáñÜäåéãìá 2.5 Ôï ðñüâëçìá ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò (sat), ðïõ ïñßóáìå
ðáñáðÜíù åßíáé Ýíá ðñüâëçìá óôï NP. Ï ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò
ðïõ äþèçêå óôï ÐáñÜäåéãìá 2 ôñÝ÷åé óå ãñáììéêü ÷ñüíï O(n) êáé óõíåðþò
áõôü êáôáôÜóóåé áìÝóùò ôï sat óôï NP. ÃñÜöïõìå sat ∈ NP (ßóùò ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò ÷áëáñÜ ôïõò óõìâïëéóìïýò, ôï áêñéâÝò èá Þôáí LSAT ∈ NP).
Óôï ðñüâëçìá áõôü, ôï ðéóôïðïéçôéêü åßíáé ìéá áíÜèåóç ôéìþí óôéò ìåôáâëç-
ôÝò, ôÝôïéá ðïõ ç óõíÜñôçóç íá ãßíåé áëçèÞò. ÊÜèå éêáíïðïéÞóéìï (£NAI¤)
óôéãìéüôõðï ôïõ sat Ý÷åé åî' ïñéóìïý ìéá ôïõëÜ÷éóôïí ôÝôïéá áðïôßìçóç. Ç
åðéâåâáßùóç üôé ìéá áðïôßìçóç ðñÜãìáôé éêáíïðïéåß ôï óôéãìéüôõðï ãßíåôáé óå
ãñáììéêü ÷ñüíï O(n) êáé Üñá ôï sat Ý÷åé êáëü ðéóôïðïéçôéêü.

Éó÷ýåé áóöáëþò üôé P ⊆ NP åðåéäÞ ìßá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ ìðïñåß íá åéäù-
èåß óáí ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ üðïõ óå êÜèå óôéãìÞ ïé äõíáôüôçôåò ìåôÜâáóçò
åßíáé ìüíï ìßá. Ç óçìáóßá ôïõ NP âñßóêåôáé óôï üôé ó' áõôü êáôáôÜóóåôáé
ðëçèþñá ðñáêôéêþí êáé ÷ñÞóéìùí ðñïâëçìÜôùí ãéá ôá ïðïßá äåí õðÜñ÷åé ãíù-
óôüò éêáíïðïéçôéêüò (ðïëõùíõìéêüò) áëãüñéèìïò áëëÜ êáé ãéá ôá ïðïßá äåí
Ý÷åé äåé÷èåß ìÝ÷ñé óÞìåñá üôé äåí õðÜñ÷åé ôÝôïéïò áëãüñéèìïò. Ôï sat åßíáé
Ýíá ôÝôïéï ðïëý óçìáíôéêü ðñüâëçìá êáé èá óõíáíôÞóïõìå êáß ðïëëÜ Üëëá
óôçí óõíÝ÷åéá. Áêñéâþò åðåéäÞ Ý÷ïõí ãßíåé ôüóåò áíåðéôõ÷åßò ðñïóðÜèåéåò ãéá
åýñåóç ðïëõùíõìéêþí áëãïñßèìùí ãéá ôá ðñïâëÞìáôá óôï NP, èåùñåßôáé áðß-
èáíï íá éó÷ýåé P=NP. ÐÜíôùò áðüäåéîç áêüìç äåí Ý÷åé äïèåß êáé ôï ðñüâëçìá
áõôü èåùñåßôáé ôï óçìáíôéêüôåñï óôçí ÈåùñçôéêÞ ÐëçñïöïñéêÞ.

Ç ðñþôç êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò ÷ñüíïõ ðïõ, üðùò èá äïýìå, åßíáé ãíÞóéï
õðåñóýíïëï ôïõ P (êáé êáôÜ óõíÝðåéá ðåñéÝ÷åé ðñïâëÞìáôá áðïäåäåéãìÝíá
äýóêïëá) åßíáé ç êëÜóç åêèåôéêïý ÷ñüíïõ EXPTIME:

EXPTIME =
⋃

k>0

TIME(2n
k
):

ÁëëÜ êáé ìåñéêÝò êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò ÷þñïõ åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò.

¸ôóé ç êëÜóç
L = SPACE(log n)

êáé ç áíÜëïãç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ

NL = NSPACE(log n)

åßíáé ïé êëÜóåéò ëïãáñéèìéêïý íôåôåñìéíéóôéêïý êáé ìç íôåôåñìéíéóôéêïý ÷þñïõ
áíôßóôïé÷á.
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2.7. ÁÓÊÇÓÅÉÓ

Éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ åðßóçò ãéáôß ðåñéÝ÷åé ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá áðü ôçí Èåù-
ñßá Ðáéãíßùí êáé Üëëá åßíáé ç êëÜóç ðïëõùíõìéêïý ÷þñïõ:

PSPACE =
⋃

k>0

SPACE(nk):

ÐïëëÝò öïñÝò åðßóçò åíäéáöåñüìáóôå êáé ãéá ôá óõìðëçñþìáôá êÜðïéùí
êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò, äçëáäÞ ãéá ôá óýíïëá ôùí ãëùóóþí ðïõ åßíáé óõ-
ìðëçñùìáôéêÝò êÜðïéáò ãëþóóáò óôçí êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò. ÔõðéêÜ:

Ïñéóìüò 2.20 ¸óôù L ìßá ãëþóóá. Ç óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò L åßíáé ç
ãëþóóá ç ïðïßá ðåñéëáìâÜíåé üëåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò óôï Σ∗ ðïõ äåí áíÞêïõí
óôçí L. ¸óôù åðßóçò C ìéá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò. Ç óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò
êëÜóç co-C (co áðü ôï complement, óõìðëÞñùìá) ïñßæåôáé óáí:

co-C = {L |L ∈ Σ∗; êáé L ∈ C}

Ç áîßá ôùí óõìðëçñùìáôéêþí êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò âñßóêåôáé óôï üôé
óå áõôÝò êáôáôÜóóïíôáé ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò óôá ïðïßá ðáñïõóéÜæïõí
åíäéáöÝñïí ôá óôéãìéüôõðá ìå áðÜíôçóç £OXI¤. Èá äïýìå ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá
óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.

2.7 ÁóêÞóåéò
1. ÊáôáóêåõÜóôå ìç÷áíÞ Turing ðïõ íá áíáãíùñßæåé ôçí ãëþóóá L =
{w | w ∈ {a; b}∗; w = wR}. Ìå ôïí óõìâïëéóìü wR ðáñéóôÜíïõìå ôçí
óõìâïëïóåéñÜ w ãñáììÝíç áðü ôï ôÝëïò ðñïò ôçí áñ÷Þ.

2. ÊáôáóêåõÜóôå ìç÷áíÞ Turing ðïõ íá áðïöáóßæåé ôçí ãëþóóá L =
{ww | w ∈ {a; b}∗}.

3. ÊáôáóêåõÜóôå ìç÷áíÞ Turing ðïõ íá õðïëïãßæåé ôçí óõíÜñôçóç f :
Σ∗ −→ Σ∗; f(x) = xR:

4. ¸óôù üôé ãéá äýï óõíáñôÞóåéò f êáé g áðü ôï Σ∗ óôï Σ∗ õðÜñ÷ïõí äýï
ìç÷áíÝò Turing Mf êáé Mg áíôßóôïé÷á ðïõ ôéò õðïëïãßæïõí. Äåßîôå
ðùò ìðïñåßôå íá êáôáóêåõÜóåôå ìç÷áíÞ Turing ãéá ôçí óýíèåóç ôùí
óõíáñôÞóåùí f ◦ g.
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5. Äþóôå ìéá 3-ôáéíéþí ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá ìå åßóïäï äýï áñéèìïýò óå
äõáäéêÞ ìïñöÞ óôçí ðñþôç ôçò ôáéíßá (÷ùñéóìÝíïõò ìå ôï óýìâïëï #)
õðïëïãßæåé:
(á) ôï Üèñïéóìá ôïõò,
(â) ôï ãéíüìåíï ôïõò.

6. Ïñßóôå ìå áêñßâåéá ôçí ìç÷áíÞ Turing ðïëëáðëþí êåöáëþí ðïõ ðåñé-
ãñÜöåôáé óôçí ðáñÜãñáöï 2.3. ÅîçãÞóôå ðùò ìßá óõìâáôéêÞ ìç÷áíÞ
ìðïñåß íá ðñïóïìïéþóåé ôçí ìç÷áíÞ ðïëëáðëþí êåöáëþí.

7. Ôï ßäéï ìå ôçí ðáñáðÜíù Üóêçóç ãéá ôçí ìç÷áíÞ Turing ìå äéóäéÜóôáôç
ôáéíßá.

8. Ôï ßäéï ìå ôçí ðáñáðÜíù Üóêçóç ãéá ôçí ìç÷áíÞ Turing ìå äéóäéÜóôáôç
ôáéíßá.

9. Äþóôå ìéá ìç÷áíÞ Turing ðïõ íá áðáéôåß ÷ñüíï 2|x| ãéá êÜèå åßóïäï x.

10. Äþóôå ìéá ìç÷áíÞ Turing ðïõ íá áðáéôåß ÷þñï 2|x| ãéá êÜèå åßóïäï x.

11. ÊáôáóêåõÜóôå ìç÷áíÞ Turing 2-ôáéíéþí ðïõ íá áðïöáóßæåé ôçí ãëþóóá
ôùí £êáñêéíéêþí¤ óõìâïëïóåéñþí ôçò ¢óêçóçò 1 óå ÷ñüíï O(n).

12. ÊáôáóêåõÜóôå ìç÷áíÞ Turing ìéáò ôáéíßáò ðïõ íá áðïöáóßæåé ôç ãëþóóá
ôçò ¢óêçóçò 1 óå ÷ñüíï O(n2). Äåßîôå üôé ïðïéáäÞðïôå ìç÷áíÞ ìéáò
ôáéíßáò áðáéôåß ÷ñüíï Ω(n2) ãé' áõôÞ ôç ãëþóóá. (Ôï ôåëåõôáßï åñþôçìá
åßíáé äýóêïëï. Ç áðüäåéîç äüèçêå óôï [8] êáé ìðïñåß íá âñåèåß êáé
óôï [10]. Óå óõíäõáóìü ìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç äåß÷íåé üôé ìéá
ìç÷áíÞ äýï ôáéíéþí åßíáé ôá÷ýôåñç áðü ìßá ìç÷áíÞ ìéáò ôáéíßáò. Áõôü
ðñÝðåé íá óõãêñéèåß ìå ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.3.)

13. Äþóôå Ýíá ðñüãñáììá RAM ðïõ äïèÝíôïò åíüò öõóéêïý n, õðïëïãßæåé
ôï dlog ne.

14. Äþóôå Ýíá ðñüãñáììá RAM ðïõ íá õðïëïãßæåé ôï ãéíüìåíï äýï áêå-
ñáßùí áñéèìþí.
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ÊåöÜëáéï 3

Éäéüôçôåò ôùí êëÜóåùí
ðïëõðëïêüôçôáò

Óôï êåöÜëáéï áõôü åîåôÜæïõìå äéÜöïñåò éäéüôçôåò ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôéò êëÜóåéò
ðïëõðëïêüôçôáò. Ïé ðáñÜìåôñïé ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí åßíáé ôï ìÝôñï
ðïëõðëïêüôçôáò (÷ñüíïò Þ ÷þñïò), ï ôñüðïò áðïäï÷Þò (íôåôåñìéíéóôéêüò Þ
ìç) êáé ç óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò.

3.1 Ç óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò

Ïé áðáéôÞóåéò ðïõ Ý÷ïõìå áðü ìéá óõíÜñôçóç þóôå íá åßíáé êáôÜëëçëç ãéá
óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò, åßíáé ðïëý ìéêñÝò. ÃåíéêÜ êÜèå óõíÜñôçóç f :
Z+ −→ Z+ åßíáé êáôÜëëçëç êáé ìÝóá óå áõôÝò áóöáëþò ïé óõíçèéóìÝíåò
óõíáñôÞóåéò. ÕðÜñ÷ïõí üìùò êáé óõíáñôÞóåéò ìå éäéáßôåñá áóõíÞèéóôïõò ôñü-
ðïõò ïñéóìïý, ðïõ äåí ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí ìÝóá óôá ðëáßóéá ÷ñüíïõ
êáé ÷þñïõ ðïõ ïé ßäéåò ðñïóäéïñßæïõí! ÔÝôïéåò óõíáñôÞóåéò èá ðåñéãñÜøïõìå
óôï Èåþñçìá 3.3, Ýíá èåþñçìá ðïõ ìïéÜæåé íá åßíáé åíôåëþò åíÜíôéá óôçí
äéáßóèçóç ìáò. Ôá ðåñéóóüôåñï ÷ñÞóéìá áðïôåëÝóìáôá åíôïýôïéò ðñïêýðôïõí
üôáí ðåñéïñßóïõìå ëßãï ôéò åðéëïãÝò ìáò ãéá ôçí óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò
óå ðåñéóóüôåñï £öõóéêÝò¤ óõíáñôÞóåéò.

Ïñéóìüò 3.1 ÏíïìÜæïõìå ìßá óõíÜñôçóç f : Z+ −→ Z+ êáëÜ õðïëïãßóéìç
áí õðÜñ÷åé ìßá ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá ìå åßóïäï ôïí áêÝñáéï n, (óå äõá-
äéêÞ ìïñöÞ) õðïëïãßæåé ôoí áêÝñáéï f(n) (åðßóçò óå äõáäéêÞ ìïñöÞ) óå ÷ñüíï
O(f(n)). Ìéá óõíÜñôçóç f : Z+ −→ Z+ ïíïìÜæåôáé êáôáóêåõÜóéìç áí õðÜñ-
÷åé ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá ãéá êÜèå åßóïäï x ìå |x| = n, ÷ñçóéìïðïéåß
áêñéâþò f(n) ÷þñï. 2
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ÐáñáôÞñçóç 3.1 Áí ìéá óõíÜñôçóç åßíáé êáëÜ õðïëïãßóéìç ôüôå áðü ôïí
ïñéóìü ìðïñïýìå íá âåëôéþóïõìå ôçí ìç÷áíÞ Turing þóôå íá êÜíåé áêñéâþò
f(n) âÞìáôá ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò f(n). Áõôü ðñïêýðôåé áðü ôï Èåþñçìá
2.1 üôé äçëáäÞ ï ÷ñüíïò ôçò ìç÷áíÞò ìðïñåß íá ãßíåé � · f(n) ãéá � < 1.
Óôçí óõíÝ÷åéá ç ìç÷áíÞ (ãíùñßæïíôáò ôï f(n)) ìðïñåß íá ðåñéìÝíåé þóôå íá
áðïäå÷èåß áêñéâþò ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ f(n).

Åßíáé åýêïëï íá äåß êáíåßò üôé ïé êëÜóåéò ôùí êáëÜ õðïëïãßóéìùí êáé ç êëÜóç
ôùí êáôáóêåõÜóéìùí óõíáñôÞóåùí åßíáé ðïëý ðëïýóéåò. ÐåñéëáìâÜíïõí üëåò
ôéò óõíçèéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò nk, �n, log n êëð. Ôáõôü÷ñïíá åßíáé åýêïëï íá
äéáðéóôùèåß üôé áí f êáé g åßíáé êáëÜ õðïëïãéóßìåò Þ êáôáóêåõÜóéìåò ôüôå ôï
ßäéï óõìâáßíåé êáé ãéá ôéò f + g, f · g, f g (Üóêçóç).

Ï ëüãïò ãéá áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò åßíáé üôé áí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôÝôïéåò
óõíáñôÞóåéò, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ïé áíôßóôïé÷åò ìç÷áíÝò Turing
ëåéôïõñãïýí óáí ðåñéïñéóôÝò ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ óå Üëëåò ìç÷áíÝò êáé Ýôóé
íá Ý÷ïõí ðåñéóóüôåñï ðñïâëÝøéìç óõìðåñéöïñÜ. ¸ôóé Ý÷ïõìå ôï ðáñáêÜôù
ëÞììá:

ËÞììá 3.1 ¸óôù f ìéá êáëÜ õðïëïãßóéìç óõíÜñôçóç êáé Ýóôù L ìéá ãëþó-
óá ðïõ áðïöáóßæåôáé áðü ìéá ìç÷áíÞ Turing M (íôåôåñìéíéóôéêÞ Þ ìç), ìå
ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ f(n). Ôüôå õðÜñ÷åé ìç÷áíÞ M ′ ðïõ áðïöáóßæåé ôçí L
êÜíïíôáò áêñéâþò f(n) âÞìáôá óå êÜèå õðïëïãéóìü.

Áðüäåéîç: ÅðåéäÞ ç f(n) åßíáé êáëÜ õðïëïãßóéìç õðÜñ÷åé ìç÷áíÞ Mf ç ïðïßá
ôçí õðïëïãßæåé óå áêñéâþò f(n) âÞìáôá. Ç M ′ óõíåðþò åñãÜæåôáé êÜíïíôáò
åíáëëÜî Ýíá âÞìá ôçò M êáé Ýíá ôçò Mf . Áí ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x ∈
L ôüôå ç M èá áðïäå÷èåß óå ÷ñüíï ßóùò ìéêñüôåñï áðü f(n). Óå ôÝôïéá
ðåñßðôùóç ç M ′ áðëþò ðáñáêïëïõèåß ôçí Mf êáé áðïäÝ÷åôáé óå ÷ñüíï áêñéâþò
f(n). Áí áíôßèåôá ìåôÜ ôçí ðáñÝëåõóç ÷ñüíïõ f(n), äåí Ý÷ïõìå áðïäï÷Þ áðü
ôçí M , ôüôå ç M ′ áðïññßðôåé ôçí åßóïäï. 2

ËÞììá 3.2 ¸óôù f ìéá êáôáóêåõÜóéìç óõíÜñôçóç êáé Ýóôù L ìéá ãëþóóá
ðïõ áðïöáóßæåôáé áðü ìéá ìç÷áíÞ Turing M (íôåôåñìéíéóôéêÞ Þ ìç) ìå ðï-
ëõðëïêüôçôá ÷þñïõ f(n). Ôüôå õðÜñ÷åé ìç÷áíÞ M ′ ðïõ áðïöáóßæåé ôçí L
÷ñçóéìïðïéþíôáò ÷þñï áêñéâþò f(n) óå êÜèå õðïëïãéóìü.

Áðüäåéîç: ÅðåéäÞ ç L åßíáé êáôáóêåõÜóéìç, õðÜñ÷åé ìç÷áíÞ Turing Mf ç
ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåß áêñéâþò f(n) êýôôáñá óå êÜèå õðïëïãéóìü. Ç M ′ áñ÷ßæåé
ôçí ëåéôïõñãßá ôçò ðñïóïìïéþíïíôáò ôçí Mf . Ç ôåëåõôáßá èá ÷ñçóéìïðïéÞóåé
áêñéâþò f(n) êýôôáñá ôá ïðïßá ç M ′ óçìåéþíåé. Óôçí óõíÝ÷åéá ðñïóïìïéþíåé
ôçí M . Áí ç M æçôÞóåé ðåñéóóüôåñï ÷þñï áðü ôïí óçìåéùìÝíï ôüôå ç M ′

áðïññßðôåé ôçí åßóïäï êáé óôáìáôÜ. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç M ′ ÷ñçóéìïðïéåß
÷þñï áêñéâþò f(n) êáé áðïäÝ÷åôáé áêñéâþò üôáí áðïäÝ÷åôáé ç M . 2
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3.2. ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÉÅÑÁÑ×ÉÁÓ

3.2 ÈåùñÞìáôá Éåñáñ÷ßáò
¼ôáí ïé ÷ñçóéìïðïéïýìåíåò óõíáñôÞóåéò ðïëõðëïêüôçôáò áíÞêïõí óôéò êá-
ôçãïñßåò ôïõ Ïñéóìïý 3.1 ôüôå éó÷ýïõí £Éåñáñ÷ßåò¤ ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ, ìå ôçí
Ýííïéá üôé áí Ý÷ïõìå óôçí äéÜèåóç ìáò ðåñéóóüôåñïõò õðïëïãéóôéêïýò ðüñïõò
(÷ñüíï Þ ÷þñï), ìðïñïýìå íá áíáãíùñßóïõìå êáé ðåñéóóüôåñåò ãëþóóåò.

Èåþñçìá 3.1 (Éåñáñ÷ßáò ÷ñüíïõ) Áí ç óõíÜñôçóç f(n) åßíáé êáëÜ õðïëïãß-
óéìç ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéá ãëþóóá ðïõ áíÞêåé óôï TIME(f(n)g(n)) áëëÜ ü÷é
óôï TIME(f(n)). Ç g(n) ìðïñåß íá åßíáé ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç áõîÜíåé
ôá÷ýôåñá áðü ôçí n log f(n), äçëáäÞ g(n) = Ω(n log f(n)).

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç âáóßæåôáé óôçí åýñåóç ìéáò ôÝôïéáò ãëþóóáò L. Ç L
ðåñéëáìâÜíåé ôéò óõìâïëïóåéñÝò wM ôïõ áëöáâÞôïõ {0; 1} üðïõ ï óõìâïëéóìüò
áõôüò äçëþíåé ôçí óõìâïëïóåéñÜ ðïõ êùäéêïðïéåß ôçí ìç÷áíÞ M , ìå ôïí ôñüðï
ôçò Åíüôçôáò 2.3.2 (óõìðëçñùìÝíï þóôå íá êùäéêïðïéåß êáé ìç÷áíÝò ðïëëþí
ôáéíéþí). Ïé êùäéêïðïéçìÝíåò ìå ôéò óõìâïëïóåéñÝò ôçò L ìç÷áíÝò, èá ðñÝðåé
íá áðïññßðôïõí ôçí äéêÞ ôïõò êùäéêïðïßçóç óå ÷ñüíï ôï ðïëý f(n). ÔõðéêÜ
Ý÷ïõìå:

L = {wM | ç ìç÷áíÞ M áðïññßðôåé ôçí wM óå ÷ñüíï ôï ðïëý f(|wM |)}

Èá äåßîïõìå êáô' áñ÷Þí üôé L ∈ TIME(nf(n) log f(n)). Ãéá ôïí óêïðü áõôü
èá ðåñéãñÜøïõìå ìßá ìç÷áíÞ M1 ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ nf(n) log f(n) ç
ïðïßá áðïöáóßæåé ôçí L. Ç ëåéôïõñãßá ôçò M1 åßíáé ðåñßðïõ üðùò ç êáèïëéêÞ
ìç÷áíÞ U ôçò Åíüôçôáò 2.3.2 êáé ðéï óõãêåêñéììÝíá üðùò óôç ÐáñáôÞñçóç
2.2 ìéá êáé ç M ßóùò íá Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá ôáéíßåò. Ç Ì1 êáô' áñ÷Þ
áíáëýåé £óõíôáêôéêÜ¤ ôçí åßóïäï ôçò êáé ôçí áðïññßðôåé óå ðåñßðôùóç ðïõ
äåí åßíáé íüìéìç êùäéêïðïßçóç êÜðïéáò ìç÷áíÞò Turing. Ç ëåéôïõñãßá áõôÞ
ãßíåôáé óå ãñáììéêü ÷ñüíï. Óå ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé êùäéêïðïßçóç êÜðïéáò
ìç÷áíÞò Turing M k ôáéíéþí, ðñïóïìïéþíåé ôçí ëåéôïõñãßá ôçò M ìå åßóïäï
ôçí ßäéá óõìâïëïóåéñÜ wM üðùò ç êáèïëéêÞ ìç÷áíÞ U . Ç ìüíç äéáöïñÜ åßíáé
üôé ç M1 áðïäÝ÷åôáé üôáí ç M áðïññßðôåé ôçí åßóïäï ôçò êáé áíôßóôñïöá. Ãéá
íá åëÝãîåé áí ç M óôáìáôÜ óå f(n) âÞìáôá üôáí ç åßóïäïò ôçò åßíáé ç wM , ç
M1 ÷ñçóéìïðïéåß ìßá ìç÷áíÞ M∗ ç ïðïßá õðïëïãßæåé ôçí f(n) óå ÷ñüíï f(n).
Ç M∗ ÷ñçóéìïðïéåßôáé áðü ôçí M1 óáí ìåôñçôÞò ôùí âçìÜôùí ôçò M êáé
õðÜñ÷åé åðåéäÞ ç f(n) åßíáé êáëÜ õðïëïãßóéìç. (Áõôüò åßíáé ï ëüãïò ðïõ åßíáé
áðáñáßôçôç áõôÞ ç õðüèåóç.) Áí ç M áðáéôÞóåé ðåñéóóüôåñï ÷ñüíï áðü f(n),
ôüôå ç M1 áðïññßðôåé. Ï ÷ñüíïò ôçò ðñïóïìïßùóçò ðñïêýðôåé áí èõìçèïýìå
ôéò ëåðôïìÝñåéåò ôçò êáèïëéêÞò ìç÷áíÞò. ÊÜèå êßíçóç ôçò M ðñïóïìïéþíåôáé
óå äýï öÜóåéò êáé Ýíá åðéðëÝïí óôáèåñü áñéèìü êéíÞóåùí. ÊÜèå öÜóç áðáéôåß
ôçí óÜñùóç ôçò êùäéêïðïéçìÝíçò ðåñéãñáöÞò ôçò M . ¼ìùò áõôÞ åßíáé ç
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÙÍ ÊËÁÓÅÙÍ ÐÏËÕÐËÏÊÏÔÇÔÁÓ

óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ ôçò M êáé Üñá êÜèå öÜóç äéáñêåß n âÞìáôá. ÕðÜñ÷åé
ìßá åðéðëÝïí áðþëåéá ãéá ôçí ìåôáôñïðÞ ôçò M óå ìç÷áíÞ äýï ôáéíéþí. Ìå
âÜóç ôï Èåþñçìá 2.4.2 áõôÞ ç ìåôáôñïðÞ ãßíåôáé óå ÷ñüíï f(n) log f(n),
ïðüôå ç ìç÷áíÞM1 åßíáé 4 ôáéíéþí êáé ðïëõðëïêüôçôáò ÷ñüíïõ nf(n) log f(n).
Áí åðéëÝîïõìå ç M1 íá åßíáé 3 ôáéíéþí ôüôå ìå âÜóç ôï Èåþñçìá 2.3 èá Ý÷åé
ðïëõðëïêüôçôá nf(n)2.

Ç áðüäåéîç üôé L =∈ TIME(f(n)) ÷ñçóéìïðïéåß ôçí ìÝèïäï ôçò £äéáãùíéï-
ðïßçóçò¤. ¸óôù, áíôßèåôá áðü ôçí õðüèåóç, üôé L ∈ TIME(f(n)) Ôüôå èá
ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìßá ìç÷áíÞ Turing M2 ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ f(n) ç
ïðïßá áðïöáóßæåé ôçí L. Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 3.1, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå
üôé ç M2 óôáìáôÜ óå üëåò ôéò åéóüäïõò ìÞêïõò n, óå áêñéâþò f(n) âÞìáôá.
Áò ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá äïýìå áí ç óõìâïëïóåéñÜ wM2 ðïõ êùäéêïðïéåß
ôçí M2 áíÞêåé óôçí L. Áí wM2 ∈ L (äçëáäÞ M2(wM2) = NAI, åöüóïí ç M2

áðïöáóßæåé ôçí L) ôüôå åðåéäÞ ðÜíôá óôáìáôÜ óå f(n) âÞìáôá, ç M2 áðïññß-
ðôåé ôçí äéêÞ ôçò êùäéêïðïßçóç êáé M2(wM2) = OXI (áðü ôïí ïñéóìü ôçò L),
Üôïðï. Áí ðÜëé wM2 =∈ L (äçëáäÞ M2(wM2) = OXI) ôüôå ç M2(wM2) = NAI
(ðÜëé áðü ôïí ïñéóìü ôçò L), ðÜëé Üôïðï. Óõíåðþò ç õðüèåóç üôé ç M2 õðÜñ÷åé
åßíáé ëÜèïò êáé Üñá L =∈ TIME(f(n)). 2

ÁëëÜæïíôáò åëáöñÜ ôçí ãëþóóá L, Ýôóé þóôå íá õðÜñ÷åé Ýíá ðñüèåìá
áðü 1 êáôÜëëçëïõ ìÞêïõò åìðñüò áðü ôçí wM , ï óõíôåëåóôÞò n ìðïñåß íá
ðáñáëçöèåß [7], âë. åðßóçò êáé áóêÞóåéò.

Ðüñéóìá 3.1 Ôï P ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôï EXPTIME:

P ⊂ EXPTIME

Áðüäåéîç: P =
⋃
k>0 TIME(nk). ¼ìùò TIME(nk) ⊆ TIME(2n), êáé

áðü ôï Èåþñçìá ôçò Éåñáñ÷ßáò TIME(2n) ⊂ TIME(n22n) ⊆ TIME(23n) ⊆
EXPTIME. 2

Èåþñçìá 3.2 (Éåñáñ÷ßáò ÷þñïõ) Áí ç óõíÜñôçóç f(n) åßíáé êáôáóêåõÜóéìç
ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéá ãëþóóá ðïõ áíÞêåé óôï SPACE(g(n)f(n)) áëëÜ ü÷é óôï
SPACE(f(n)). Ç g(n) åßíáé ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç ðïõ áõîÜíåé ôá÷ýôåñá
áðü log n äçëáäÞ g(n) = Ω(log n).

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç âáóßæåôáé óå áõôÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.1. Ç ãëþóóá L
åßíáé ôþñá:

L = {wM | ç ìç÷áíÞ M áðïññßðôåé ôçí wM óå ÷þñï ôï ðïëý f(|wM |)}

Ç áðüäåéîç üôé L =∈ SPACE(f(n)) ãßíåôáé üðùò êáé óôï ðáñáðÜíù Èåþñçìá ìå
äéáãùíéïðïßçóç. Ôï ðåñéèþñéï ÷þñïõ óôï ïðïßï ãßíåôáé ï õðïëïãéóìüò ôçò L
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3.3. ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ×ÁÓÌÁÔÏÓ

âñßóêåôáé ìå åêôßìçóç ôùí áíôßóôïé÷ùí áðáéôÞóåùí óå ÷þñï ôçò ìç÷áíÞò M1.
Ï ðáñÜãïíôáò log n ðñïêýðôåé áðü ôçí áíÜãêç êùäéêïðïßçóçò ôùí åðéðëÝïí
óõìâüëùí ôçò M êáé ôï ðïëý log n óýìâïëá áðáéôïýíôáé ãéá êÜèå óýìâïëï
ôçò M . 2

Ðüñéóìá 3.2 Ç êëÜóç L ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôçí PSPACE:

L ⊂ PSPACE

Áðüäåéîç: L=SPACE(log n) ⊂ SPACE(n2) ⊆ PSPACE. Ï ðñþôïò åãêëåé-
óìüò ðñïêýðôåé áðü ôï Èåþñçìá 3.2. 2

3.3 ÈåùñÞìáôá ×Üóìáôïò
Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá äåßîáìå üôé áí áõîÞóïõìå ôïõò äéáèÝóéìïõò õðï-
ëïãéóôéêïýò ðüñïõò, ôüôå ìðïñïýìå íá áíáãíùñßóïõìå åðéðëÝïí ãëþóóåò. Ïé
åðéðëÝïí õðïëïãéóôéêïß ðüñïé ðáñéóôÜíïíôáé ìå êáôÜëëçëç áýîçóç ôçò óõ-
íÜñôçóçò ðïëõðëïêüôçôáò, áíÜëïãá áí ï ðüñïò åßíáé ï ÷ñüíïò Þ ï ÷þñïò.
¹ôáí üìùò óçìáíôéêÞ ðñïûðüèåóç óôçí áðüäåéîç ôùí áíôßóôïé÷ùí èåùñç-
ìÜôùí, ïé óõíáñôÞóåéò ðïëõðëïêüôçôáò íá åßíáé åßôå êáëÜ õðïëïãßóéìåò åßôå
êáôáóêåõÜóéìåò þóôå íá ìðïñåß íá ôåèåß Ýíá a priori üñéï óôïõò õðïëïãéóìïýò
ìáò. ¼ôáí åãêáôáëåßøïõìå áõôÞ ôçí õðüèåóç ôüôå ôá ðáñáðÜíù ðáýïõí íá
éó÷ýïõí êáé áíôßèåôá ìðïñåß íá äåé÷èïýí áðïôåëÝóìáôá áñêåôÜ ðåñßåñãá.

Èåþñçìá 3.3 (Èåþñçìá ÷Üóìáôïò [3, 29]) Ãéá êÜèå áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç
f(n) > n, õðÜñ÷åé ìßá áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç g(n) ôÝôïéá þóôå êÜèå ãëþóóá
L ðïõ õðïëïãßæåôáé óå ÷ñüíï f(g(n)) íá õðïëïãßæåôáé åðßóçò óå ÷ñüíï g(n).
ÔõðéêÜ: TIME(f(g(n))) = TIME(g(n)).

Áðüäåéîç: Êáô' áñ÷Þ áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé áõôü ðïõ ëÝåé ôï èåþñçìá åß-
íáé üôé ìåôáîý f(g(n)) êáé g(n) õðÜñ÷åé Ýíá £÷Üóìá¤ ìÝóá óôï ïðïßï äåí
ïñéïèåôåßôáé ç ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ êáììßáò ãëþóóáò.

¸óôù ëïéðüí f(n) > 0 ìßá áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç. Âáóéæüìåíïé óôçí
f(n) èá ïñßóïõìå ôçí g(n), ìå óôü÷ï áêñéâþò áõôü ðïõ ðñïäéáãñÜöåôáé áðü
ôï èåþñçìá. Áò èåùñÞóïõìå êÜðïéá áõèáßñåôç äéÜôáîç M1;M2; : : : üëùí ôùí
ìç÷áíþí Turing. Ç êùäéêïðïßçóç ðïõ êÜíáìå óôçí ÐáñÜãñáöï 2.3.2 ìáò åðé-
ôñÝðåé íá ôï êÜíïõìå áõôü åýêïëá: ç äéÜôáîç ìðïñåß íá åßíáé ç ëåîéêïãñáöéêÞ
äéÜôáîç ôùí óõìâïëïóåéñþí ðïõ êùäéêïðïéïýí ôéò ìç÷áíÝò Turing1. Áò ðåñéï-
ñéóôïýìå ðñïò óôéãìÞ óôï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ôùí n ðñþôùí ìç÷áíþí áõôÞò

1Ç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç åßíáé áõôÞ üðïõ ïé ìéêñüôåñåò óõìâïëïóåéñÝò ðñïçãïýíôáé
ôùí ìåãáëõôÝñùí êáé ìåôáîý éóïìÞêùí óõìâïëïóåéñþí ç äéÜôáîç åßíáé üðùò ôïõ ëåîéêïý,
èåùñþíôáò áõèáßñåôá üôé ôï 0 ðñïçãåßôáé ôïõ 1.
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ôçò äéÜôáîçò, M1;M2; : : : ;Mn ãéá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï n. Ç g ãéá áõôÞ ôçí
ôéìÞ ôïõ n, ïñßæåôáé Ýôóé þóôå ç ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ üëùí ôùí n ðñþôùí
ìç÷áíþí íá ìçí åßíáé ìåôáîý f(g(n)) êáé g(n). ÄçëáäÞ TMi(n) > f(g(n)) Þ
TMi(n) < g(n), i = 1; 2; : : : ; n. Åäþ ìå TM óõìâïëßæïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá
÷ñüíïõ ôçò ìç÷áíÞò M . Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå i; 1 ≤ i ≤ n, ç Mi, åßôå:

1. óå êÜèå åßóïäï ìåãÝèïõò n, ôåñìáôßæåé óå ÷ñüíï ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ
g(n), åßôå

2. õðÜñ÷åé êÜðïéá óõìâïëïóåéñÜ ìÞêïõò n ìå åßóïäï ôçí ïðïßá ç Mi ôåñ-
ìáôßæåé óå ÷ñüíï ìåãáëýôåñï ôïõ f(g(n)), åßôå

3. õðÜñ÷åé êÜðïéá óõìâïëïóåéñÜ ìÞêïõò n ìå åßóïäï ôçí ïðïßá ç Mi äåí
ôåñìáôßæåé.

ÈÝëïõìå íá äþóïõìå óôçí g(n) ìßá ôéìÞ k Ýôóé þóôå íá éó÷ýïõí ôá ðáñá-
ðÜíù. Ðùò üìùò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áõôü ôï k äåäïìÝíïõ üôé ãéá ìåñéêÝò
óõìâïëïóåéñÝò êÜðïéåò áðü ôéò ìç÷áíÝò ìðïñåß íá ìçí ôåñìáôßæïõí êáèüëïõ
(ðåñßðôùóç 3); Áõôü ãßíåôáé äïêéìÜæïíôáò äéáäï÷éêÜ üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñ-
÷ßæïíôáò áðü k = 1 ìÝ÷ñé íá âñïýìå Ýíá k ðïõ íá ðëçñåß ôá ðáñáðÜíù. Ãéá ìßá
äåäïìÝíç ôéìÞ ôïõ k õðïëïãßæåôáé ôï f(k) êáé óôçí óõíÝ÷åéá ðñïóïìïéþíïíôáé
äéáäï÷éêÜ üëåò ïé ìç÷áíÝò M1;M2; : : : ;Mn ìå åéóüäïõò üëåò ôéò äõíáôÝò óõì-
âïëïóåéñÝò ìåãÝèïõò n ôïõ áëöáâÞôïõ ôïõò. Ïé ðñïóïìïéþóåéò ôåñìáôßæïíôáé
óå f(k) âÞìáôá ãéá êÜèå åßóïäï êáé åðåéäÞ ï áñéèìüò ôùí ìç÷áíþí êáé ï áñéè-
ìüò ôùí ðéèáíþí åéóüäùí åßíáé ðåðåñáóìÝíïé, ç üëç äéáäéêáóßá ãéá äåäïìÝíï
k èá ðåñáôùèåß óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï. Áí åõñåèåß ìßá ìç÷áíÞ ðïõ ï ìÝãéóôïò
÷ñüíïò ðïõ ôåñìáôßæåé ìåôáîý üëùí ôùí óõìâïëïóåéñþí åßíáé êÜðïéïò áñéèìüò
ìåôáîý k + 1 êáé f(k), ôüôå ç ôéìÞ áõôÞ ôïõ k áðïññßðôåôáé êáé äïêéìÜæïõìå
ôï k + 1. ÅðåéäÞ ôï êÜôù Üêñï ôïõ äéáóôÞìáôïò ôùí £áðáãïñåõìÝíùí¤ ôé-
ìþí (k; f(k)] óõíå÷þò áõîÜíåé, ç äéáäéêáóßá áõôÞ ïðùóäÞðïôå èá ìáò äþóåé
Ýíá ôÝôïéï k∗ (ôï k èá îåðåñÜóåé ôçí ìÝãéóôç ðïëõðëïêüôçôá ìåôáîý üëùí
ôùí ìç÷áíþí áðü ôéò M1; : : : ;Mn ìå ðåðåñáóìÝíç ðïëõðëïêüôçôá). ÈÝôïõìå
g(n) = k∗. Óõíåðþò ç g(n), Ýóôù êáé áí ïñßóôçêå ìå ðåñßåñãï ôñüðï, åßíáé
ìéá êáëÜ ïñéóìÝíç, õðïëïãßóéìç óõíÜñôçóç.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé õðÜñ÷åé ìßá ãëþóóá L ðïõ áíÞêåé óôçí êëÜóç
TIME(f(g(n))) áëëÜ ü÷é óôçí TIME(g(n)). Áõôü óçìáßíåé üôé ç L áðï-
öáóßæåôáé áðü ìéá ìç÷áíÞ Turing Mj ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ TMj(n) ìå
TMj(n) ≤ f(g(n)), üðïõ j êÜðïéïò áêÝñáéïò áíåîÜñôçôïò ôïõ n. ¼ìùò ãéá
üëá ôá n > j Ý÷ïõìå, áðü ôïí ôñüðï ïñéóìïý ôçò g(n), üôé g(n) ≥ TMj(n), êáé
Üñá ç L áðïöáóßæåôáé áðü ìßá ìç÷áíÞ ôçò ïðïßáò ç ðïëõðëïêüôçôá ãéá üëá
ôá ìÞêç óõìâïëïóåéñþí åéóüäïõ åßíáé ìéêñüôåñç Þ ßóç ôïõ g(n), åêôüò áðü
Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò åéóüäùí (áõôÝò ðïõ åßíáé ìéêñüôåñåò Þ ßóåò ôïõ j)
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ãéá ôéò ïðïßåò äåí ãíùñßæïõìå ôçí óõìðåñéöïñÜ ôçò Mj. ÁëëÜæïíôáò ëïéðüí
ôï óýíïëï êáôáóôÜóåùí ôçò Mj ìðïñïýìå íá ôçí ìåôáôñÝøïõìå óå ìßá M ′

j ç
ïðïßá óå êÜèå óõìâïëïóåéñÜ ìÞêïõò n ðïõ ãßíåôáé áðïäåêôÞ, áðáéôåß ÷ñüíï
ôï ðïëý g(n). Ç L óõíåðþò áíÞêåé óôï TIME(g(n)), Üôïðï. 2

ÁíÜëïãá ìå ôï 3.3 èåùñÞìáôá éó÷ýïõí êáé ãéá ôá õðüëïéðá ôñßá ìÝôñá
ðïëõðëïêüôçôáò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí. Ïé áðïäåßîåéò åßíáé ðáñüìïéåò ìå ôçí
ðáñáðÜíù ìå ôéò áíÜëïãåò ðñïóáñìïãÝò óôá öñÜãìáôá ðñïóïìïßùóçò ôùí
ìç÷áíþí.

3.4 Ó÷Ýóåéò ìåôáîý êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò
ÅîåôÜæïíôáò ôá äýï óçìáíôéêüôåñá ìÝôñá ðïëõðëïêüôçôáò, ÷ñüíï êáé ÷þñï,
ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ïñéóìÝíåò ãåíéêÝò ó÷Ýóåéò ìåôáîý äéáöüñùí êëÜóåùí
ðïëõðëïêüôçôáò, äçëáäÞ ó÷Ýóåéò ðïõ éó÷ýïõí ãéá êÜèå óõíÜñôçóç ðïëõðëï-
êüôçôáò. ÌïíáäéêÞ áðáßôçóç, áí ôåèåß, èá åßíáé ç óõíÜñôçóç íá åßíáé êáëÜ
õðïëïãßóéìç Þ êáôáóêåõÜóéìç. ÔÝôïéåò ãåíéêÝò ó÷Ýóåéò äåí õðÜñ÷ïõí éäéáß-
ôåñá ðïëëÝò, ìåñéêÝò äå åßíáé ðåñßðïõ ðñïöáíåßò. Ïé ðåñéóóüôåñï äýóêïëåò
áðü áõôÝò áöïñïýí ôïí ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷þñï.

3.4.1 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò ÷ñüíïò
Îåêéíþíôáò áðü ôéò áðëïýóôåñåò ó÷Ýóåéò ìðïñïýìå áìÝóùò íá äéáôõðþóïõìå
ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 3.4 Ãéá óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò f(n) éó÷ýåé:

TIME(f(n)) ⊆ NTIME(f(n)) (3.1)

êáé áíôßóôïé÷á:
SPACE(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n)) (3.2)

Áðüäåéîç: ÊÜèå íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ ìðïñåß íá åéäùèåß óáí ìßá ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÞ ç ïðïßá óå êÜèå âÞìá Ý÷åé ìüíï ìßá åðéëïãÞ. Óõíåðþò ïðïéáäÞðïôå
ãëþóóá ãßíåôáé äåêôÞ óå íôåôåñìéíéóôéêü ÷ñüíï (áíôßóôïé÷á ÷þñï) f(n), ãß-
íåôáé äåêôÞ êáé óôïí ßäéï ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷ñüíï (áíôßóôïé÷á ÷þñï). 2

Åßíáé åîáéñåôéêÜ óçìáíôéêü ôï åñþôçìá áí ïé ðáñáðÜíù åãêëåéóìïß åßíáé
ãíÞóéïé Þ ü÷é. Ãéá óõãêåêñéìÝíåò óõíáñôÞóåéò Ý÷åé äåé÷èåß áõôü (ð.÷. ãñáì-
ìéêü ÷ñüíï [25]), óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç üìùò ðáñáìÝíåé áíïéêôü ðñüâëçìá.
Óôç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå Ýíá öñÜãìá ãéá ôïí ìç íôåôåñìéíéóôéêü õðïëïãéóìü
åîåôÜæïíôáò ìå ôé áðþëåéåò óå ÷ñüíï èá ìðïñïýóå ìéá óõìâáôéêÞ ìç÷áíÞ íá
áðïäå÷èåß ôçí ãëþóóá ðïõ áðïäÝ÷åôáé ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ. Åß÷áìå Þäç
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åðéóçìÜíåé óôï ÊåöÜëáéï 2 üôé ïé ðïëëáðëÝò åðéëïãÝò ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò
ìç÷áíÞò áõîÜíïõí ìå åêèåôéêü ôñüðï ôá äõíáôÜ õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá. Ôï
ðáñáêÜôù èåþñçìá åðéâåâáéþíåé áõôü áêñéâþò:

Èåþñçìá 3.5 ¸óôù f(n) ìéá óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò. Ôüôå ãéá êÜðïéá
óôáèåñÜ c > 1 éó÷ýåé:

NTIME(f(n)) ⊆ TIME(cf(n)) (3.3)

Áðüäåéîç: ¸óôù L ìßá ãëþóóá êáé M ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Tur-
ing ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ f(n) ðïõ áðïäÝ÷åôáé ôçí L. Óýìöùíá ìå ôçí
ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóç, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé êÜèå õðïëïãéóìüò ôçò
M áíåîÜñôçôá áðü ôï áí ïäçãåß óå áðïäï÷Þ Þ ü÷é, äéáñêåß áêñéâþò f(n) âÞ-
ìáôá. Óôï Ó÷Þìá 3.1 ðáñéóôÜíåôáé ôï áíÜðôõãìá ôïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý
õðïëïãéóìïý ôçò M óå ìßá óõìâïëïóåéñÜ x ∈ L. ÊÜèå êüìâïò ðáñéóôÜíåé
ìßá äéáìüñöùóç êáé ôá ðáéäéÜ ôïõ ôéò äõíáôÝò äéáìïñöþóåéò óôéò ïðïßåò ìðïñåß
íá ìåôáâåß. Ç ñßæá ôïõ äÝíäñïõ åßíáé ç áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç. Ç ðñïóïìïßùóç
ôïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý õðïëïãéóìïý áðü ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ M ′,
ìðïñåß íá ãßíåé ìå åîÝôáóç üëùí ôùí äõíáôþí ìåôáâÜóåùí ðïõ ìðïñåß íá êÜ-
íåé ç M óå êÜèå âÞìá. Óôï ó÷Þìá, áõôü éóïäõíáìåß ìå åðßóêåøç, ìå êÜðïéá
óåéñÜ, üëùí ôùí êüìâùí ôïõ äÝíäñïõ ìÝ÷ñé íá åîåôáóôåß áí õðÜñ÷åé öýëëï
ìå êáôÜóôáóç qNAI. Óå ôÝôïéá ðåñßðôùóç ç M ′ èá áðïäå÷èåß, áëëéþò, áí äåí
õðÜñ÷åé öýëëï ìå êáôÜóôáóç qNAI, èá áðïññßøåé ôçí åßóïäï. Ðüóï ÷ñüíï èá
ðÜñåé áõôÞ ç äéáäéêáóßá; Áí õðïèÝóïõìå üôé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò ìåôáâÜóåùí
ôçò M óå êÜèå óçìåßï ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò åßíáé c (áõôü óôï ó÷Þìá öáßíåôáé
ìå ôïí ìÝãéóôï âáèìü ôïõ äÝíäñïõ), ôüôå õðÜñ÷ïõí ôï ðïëý cf(n) êüìâïé óôï
äÝíäñï óå âÜèïò ìÝ÷ñé f(n). Ç M ′ ðñÝðåé íá åðéóêåöèåß áõôïýò ôï ðïëý ôïõò
êüìâïõò ìÝ÷ñé íá áíáêáëýøåé áí õðÜñ÷åé êüìâïò ìå êáôÜóôáóç qNAI. 2

3.4.2 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò ÷þñïò
Ãéá ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ áöïñïýí ôïí ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷þñï åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞ-
óéìç ç ðáñÜóôáóç ôïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý õðïëïãéóìïý óáí Ýíá êáôåõèõíôéêü
ãñÜöçìá, üðùò áðïäåß÷èçêå ÷ñÞóéìï ãéá ôïí ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷ñüíï, ôï
£áíÜðôõãìá¤ ôïõ õðïëïãéóìïý óå Ýíá äÝíäñï.

ÓõãêåêñéìÝíá áò èåùñÞóïõìå Ýíá êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá (Ýíá ãñÜöçìá
óôï ïðïßï êÜèå áêìÞ Ý÷åé áñ÷Þ êáé ôÝëïò) óôï ïðïßï êÜèå êüìâïò åßíáé ìßá
äéáìüñöùóç ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò ìáò M . Èá óõìâïëßæïõìå ôï
ãñÜöçìá áõôü ìå GM . ¼ëåò ïé ðéèáíÝò äéáìïñöþóåéò ôçò ìç÷áíÞò ðáñéóôÜ-
íïíôáé óôï ãñÜöçìá áõôü. Áí ç ìç÷áíÞ Ý÷åé ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ f(n),
ôüôå ï áñéèìüò ôùí äéáöïñåôéêþí äéáìïñöþóåùí öñÜóóåôáé áðü ôçí ðïóü-
ôçôá c|K|f(n)|Σ|f(n). Ôï K åßíáé ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí êáé ôï Σ ôï
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Ó÷Þìá 3.1: ÁíÜðôõãìá ìç íôåôåñìéíéóôéêïý õðïëïãéóìïý.

áëöÜâçôï ôçò M . Ç ðïóüôçôá |Σ|f(n) ìåôñÜ üëåò ôéò äõíáôÝò óõìâïëïóåéñÝò
ìåãÝèïõò f(n) (ôï öñÜãìá ÷þñïõ ôçò ìç÷áíÞò) óôï áëöÜâçôï Σ. Ï óõíôå-
ëåóôÞò f(n) õðÜñ÷åé äéüôé ïé êåöáëÝò ôçò ìç÷áíÞò ìðïñïýí íá âñßóêïíôáé óå
f(n) äéáöïñåôéêÝò èÝóåéò. ÔÝëïò ôï c åßíáé ìéá óôáèåñÜ åîáñôþìåíç áðü ôïí
áñéèìü ôùí ôáéíéþí. Äýï êüìâïé I1 êáé I2 åíþíïíôáé ìå ôçí áêìÞ (I1; I2) áí
ç M ìðïñåß óå Ýíá âÞìá íá ìåôáâåß áðü ôçí äéáìüñöùóç I1 óôçí äéáìüñöùóç
I2. ÕðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç óôï ãñÜöçìá áõôü, Ýóôù ç Is,
êáé Ýíáò áñéèìüò áðü äéáìïñöþóåéò áðïäï÷Þò óôéò ïðïßåò ç êáôÜóôáóç åßíáé
ç qNAI. Ôï ðñüâëçìá ëïéðüí ôçò áðïäï÷Þò Þ ü÷é ìéáò åéóüäïõ áðü ôçí ìç-
÷áíÞ, áíÜãåôáé óôçí ýðáñîç åíüò ìïíïðáôéïý áðü ôçí Is óå ìßá ôïõëÜ÷éóôïí
áðü ôéò êáôáóôÜóåéò áðïäï÷Þò. Ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé Ýíá ãíùóôü ãñá-
öïèåùñçôéêü ðñüâëçìá êáé ïíïìÜæåôáé Ðñüâëçìá ôçò ðñïóðåëáóéìüôçôáò
(reachability problem) êáé ôõðéêÜ Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá
êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá êáé äýï êüìâïõò s êáé t. Æçôåßôáé áí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé
áðü ôïí s óôïí t. Ôï ðñüâëçìá ëýíåôáé åýêïëá óå ÷ñüíï O(n2) [5] üðïõ n ï
áñéèìüò ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ç ó÷Ýóç ìåôáîý ÷þñïõ êáé ÷ñüíïõ öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 3.6 ¸óôù f(n) ≥ log n ìéá êáôáóêåõÜóéìç óõíÜñôçóç ðïëõðëï-
êüôçôáò. Ôüôå ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ c > 1 éó÷ýåé:

SPACE(f(n)) ⊆ TIME(cf(n)) (3.4)

Áðüäåéîç: ¸óôù M1 ìéá ìç÷áíÞ Turing ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ f(n).
Ï áñéèìüò ôùí äéáöïñåôéêþí äéáìïñöþóåùí ôçò M1 öñÜóóåôáé óýìöùíá ìå
ôá ðáñáðÜíù áðü ôçí ðïóüôçôá g(n) = c1|K|f(n)|Σ|f(n). Ìéá ìç÷áíÞ M2

ìðïñåß íá ðñïóïìïéþóåé ôçí M1 ÷ñçóéìïðïéþíôáò åðéðëÝïí ìéá ìç÷áíÞ M ′

óáí áðáñéèìçôÞ ãéá ôá âÞìáôá ôçò M1. Áí ç ðñïóïìïßùóç ðåñáôùèåß óå ÷ñüíï
ìéêñüôåñï áðü g(n) ôüôå ç M2 áðïäÝ÷åôáé áí êáé ìüíï áí ç M1 áðïäå÷èåß. Áí
áíôßèåôá ç ðñïóïìïßùóç îåðåñÜóåé óå ÷ñüíï ôï g(n) ôüôå êÜðïéá äéáìüñöùóç
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Ý÷åé åðáíáëçöèåß êáé óõíåðþò ç M1 Ý÷åé ðÝóåé óå loop êáé äåí ðñüêåéôáé íá
áðïäå÷èåß. Ôï áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé áí ðáñáôçñÞóïõìå üôé g(n) ≤ cf(n) ãéá
êÜðïéá óôáèåñÜ c. 2

Èåþñçìá 3.7 (Èåþñçìá Savitch [26].) ¸óôù f(n) ≥ log n ìéá êáôáóêåõÜ-
óéìç óõíÜñôçóç. Ôüôå éó÷ýåé: NSPACE(f(n)) ⊆ SPACE(f(n)2).
Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç âáóßæåôáé óå ìéá Ýîõðíç ðñïóïìïßùóç ìéáò ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò Turing M ç ïðïßá Ý÷åé ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ f(n) áðü
ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ M1 óå ÷þñï f(n)2.

Áò õðïèÝóïõìå üôé çM1 Ý÷åé äéáèÝóéìï ôï ãñÜöçìáGM ôùí äéáìïñöþóåùí
ôçò M üðùò ðåñéãñÜöçêå ðáñáðÜíù. Ç õðüèåóç áõôÞ äåí åßíáé ñåáëéóôéêÞ
áí èÝëïõìå ç M1 íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ÷þñï f(n)2 ìéá êáé õðÜñ÷ïõí O(cf(n))
äéáìïñöþóåéò, êÜèå ìßá áðü ôéò ïðïßåò áðáéôåß ÷þñï f(n). Áñãüôåñá èá äïýìå
ðùò èá ðáñáêÜìøïõìå áõôÞ ôç äõóêïëßá. Ï áëãüñéèìïò ìáò èá âáóéóôåß óå
ìßá ëïãéêÞ (boolean) õðïñïõôßíá Check(I1; I2; i) ìå ôñåßò ðáñáìÝôñïõò. Ïé äýï
ðñþôåò åßíáé äéáìïñöþóåéò ôçò ìç÷áíÞò M (êüìâïé óôï ãñÜöçìá GM) êáé ç
ôñßôç Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò. Ï óôü÷ïò åßíáé ç Check (I1; I2; i) íá åßíáé áëçèÞò
(true) áíí ç äéáìüñöùóç I1 ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå 2i ôï ðïëý âÞìáôá óôçí
äéáìüñöùóç I2. Óôï ãñÜöçìá GM áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï íá õðÜñ÷åé
ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôï ðïëý 2i áðü ôïí êüìâï I1 óôïí I2. Ç õëïðïßçóç ôçò
Check ãßíåôáé ìå âÜóç ôçí åîÞò ðáñáôÞñçóç: õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôï
ðïëý 2i ãéá i ≥ 1 áðü ôïí I1 óôïí I2 áíí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôï ðïëý
2i−1 áðü ôïí I1 óå êÜðïéï åíäéÜìåóï êüìâï I ′ êáé åðßóçò ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôï
ðïëý 2i−1 áðü ôïí I ′ óôïí I2. Áí i = 0 ôüôå ç Check(I1; I2; i) åßíáé áëçèÞò áíí
õðÜñ÷åé áêìÞ áðü ôïí I1 óôïí I2 Þ áëëéþò, ç ìç÷áíÞ M ìðïñåß íá ìåôáâåß
óå Ýíá âÞìá áðü ôçí äéáìüñöùóç I1 óôçí I2. ¸÷ïíôáò äéáèÝóéìç ôçí Check,
êáé ëáìâáíïìÝíïõ õðüøç üôé ç ìÝãéóôç áðüóôáóç ìåôáîý äýï ïðïéïíäÞðïôå
êüìâùí óôïí GM åßíáé ôï ðïëý cf(n), ç M1 ðñÝðåé íá åëÝãîåé áí õðÜñ÷åé
ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôï ðïëý cf(n) ìåôáîý ôçò áñ÷éêÞò äéáìüñöùóçò êáé êÜèå
ìéáò áðü ôéò äéáìïñöþóåéò áðïäï÷Þò INAI. ¼ëç ðñïóïìïßùóç öáßíåôáé óôïí
Áëãüñéèìï 3.

Ç ïñèüôçôá ôçò ðñïóïìïßùóçò åßíáé ðñïöáíÞò. Ç M1 èá åîåôÜóåé äéáäï-
÷éêÜ üëåò ôéò äõíáôÝò äéáìïñöþóåéò áðïäï÷Þò (äïêéìÜæïíôáò üëåò ôéò äõíáôÝò
óõìâïëïóåéñÝò ìÞêïõò f(n) êáé üëåò ôéò äõíáôÝò èÝóåéò ôçò êåöáëÞò) êáé ãéá
êÜèå ìßá áðü áõôÝò èá äïêéìÜóåé áí ç Check åðéóôñÝøåé true. Áí Ýóôù êáé ãéá
ìßá åðéóôñáöåß true ôüôå ç M1 èá áðïäå÷èåß, áëëéþò èá áðïññßøåé.

Ùò ðñïò ôéò áðáéôÞóåéò ÷þñïõ, ôá ðñÜãìáôá åßíáé ðéï óýíèåôá. Êáô' áñ÷Þí
ðáñáôçñïýìå üôé ìéá äéáìüñöùóç áðáéôåß ÷þñï O(f(n)) ãéá íá êáôáãñáöåß.
Áí óõíåðþò ìðïñÝóïõìå íá ðåñéïñßóïõìå ôçí Check óôïí áðáéôïýìåíï ÷þñï
f(n)2, ôüôå üëåò ïé äéáìïñöþóåéò áðïäï÷Þò ìðïñïýí íá äïêéìáóôïýí óôá ðëáß-
óéá ôïõ ÷þñïõ ðïõ Ý÷ïõìå, ìå åðáíá÷ñçóéìïðïßçóç ôïõ ÷þñïõ. Ðüóï ÷þñï
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Input Ç ðåñéãñáöÞ ìéáò ìç÷áíÞò Turing M

procedure Check(I1, I2, i) {ÁðáíôÜ £true¤ áíí ç äéáìüñöùóç I1 ìðïñåß
óå 2i ôï ðïëý âÞìáôá íá ïäçãÞóåé óôçí äéáìüñöùóç I2}
begin { Check }
if i = 0 and (ç I1 ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå Ýíá âÞìá óôçí I2) then

return true;
end if
if i > 0 then

for êÜèå äéáìüñöùóç I ′ óôïí GM do
if Check(I1, I ′, i− 1) and Check(I ′, I2, i− 1) then

return true;
end if

end for
end if
end { Check }

begin { Main }
for êÜèå äéáìüñöùóç áðïäï÷Þò INAI do

if Check(Is, INAI, df(n) log ce) then
return true

end if
end for
end { Main }

Áëãüñéèìïò 3: Áëãüñéèìïò ðñïóïìïßùóçò.

üìùò êáôáëáìâÜíåé ç Check; Êáô' áñ÷Þ ïé ðáñÜìåôñïé ìéáò êëÞóçò ôçò Check
áðáéôïýí ÷þñïO(f(n)). Åðßóçò üëåò ïé ìåôáâëçôÝò óôï óþìá ôçò õðïñïõôßíáò
êáèþò êáé ïé ðáñÜìåôñïé ôùí äýï áíáäñïìéêþí êëÞóåùí ôçò, åðßóçò ìðïñïýí
íá êáôáãñáöïýí óå ÷þñï O(f(n)). ¼ìùò áðü ôçí áíáäñïìéêÞ ìïñöÞ ôçò
Check õðÜñ÷åé áðáßôçóç ãéá áðïèÞêåõóç üëùí ôùí êëÞóåùí ôçò ìÝ÷ñé ôï ìÝ-
ãéóôï âÜèïò ôçò áíáäñïìÞò. ÅðåéäÞ óå êÜèå áíáäñïìéêÞ êëÞóç ç ðáñÜìåôñïò
i ìéêñáßíåé êáôÜ 1, êáé ç áñ÷éêÞ ôéìÞ ôçò Þôáí df(n) log ce = O(f(n)) óõìðå-
ñáßíïõìå üôé êáè' üëç ôçí äéÜñêåéá ôçò ðñïóïìïßùóçò ìðïñïýí íá õðÜñîïõí ôï
ðïëý O(f(n)) £åíåñãÝò¤ êëÞóåéò ôçò Check. Ï óõíïëéêüò áðáéôïýìåíïò ÷þñïò
åßíáé ëïéðüí O(f(n)2) ðïõ ìðïñåß íá ãßíåé áêñéâþò f(n)2 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï
Èåþñçìá 2.2. ÁðïìÝíåé åðïìÝíùò ôï ðñüâëçìá ôïõ áðáãïñåõôéêïý ìåãÝèïõò
ôïõ ãñáöÞìáôïò GM . Áí üìùò ðáñáôçñÞóïõìå ðñïóåêôéêÜ ôïí Áëãüñéèìï 3
èá äïýìå üôé äåí áðáéôåßôáé ç êáôáãñáöÞ ôïõ GM . Ôï ìüíï ðïõ áðáéôåßôáé
åßíáé ç äõíáôüôçôá íá áðïöáóßæåé ç M1 ãéá ôï áí äýï äéáìïñöþóåéò ôçò M
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óõíäÝïíôáé ìå áêìÞ. ÊÜôé ôÝôïéï ðñïêýðôåé áðü ôçí óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò
ôçò M êáé áðáéôåß óôáèåñü ÷þñï ãéá íá áðïöáóéóôåß. 2

ÐáñáôÞñçóç 3.2 Óôçí Åíüôçôá 2.6 ïñßóáìå ôçí êëÜóç ðïëõùíõìéêïý ÷þñïõ
PSPACE =

⋃
k>0 SPACE(nk). Äåí ïñßóôçêå êáììßá êëÜóç ìç íôåôåñìéíéóôé-

êïý ðïëõùíõìéêïý ÷þñïõ (ðïõ ìÜëëïí èá Ýðáéñíå ôï üíïìá NPSPACE) êáé
ôï Èåþñçìá Savitch ôï åîçãåß áõôü: NSPACE(nk) ⊆ SPACE(n2k) ãéá êÜèå
k êáé Üñá NPSPACE = PSPACE.

ÐáñáôÞñçóç 3.3 Ôï Èåþñçìá ôïõ Savitch ðïéïôéêÜ ëÝãåé üôé ìéá öñáãìÝíç
ùò ðñïò ôïí ÷þñï ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing äåí åßíáé ðïëý éó÷õñüôåñç
áðü ìéá íôåñìéíéóôéêÞ. Ç ôåëåõôáßá áðáéôåß ôï ðïëý ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ÷þñïõ
ôçò ðñþôçò. ÄéáéóèçôéêÜ áõôü ïöåßëåôáé óôï üôé ïé åðáíáëÞøåéò ôùí õðï-
ëïãéóìþí ðïõ öáßíåôáé íá åßíáé ç ìïíáäéêÞ ìÝèïäïò ðïõ ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ ðñïóïìïéþíåé ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ, ìðïñïýí íá îáíá÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõí ôïí ßäéï ÷þñï. Áíôßèåôá, ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ öáßíåôáé íá åßíáé
óçìáíôéêÜ éó÷õñüôåñç ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï, ïé åðáíáëÞøåéò êïóôßæïõí åêèåôéêÜ
óå åðéðëÝïí ÷ñüíï (âë. Èåþñçìá 3.5).

Ôï åðüìåíï Èåþñçìá åðßóçò áðïôåëåß ìéá áêüìç éó÷õñüôåñç Ýíäåéîç ðñïò
áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç. Áò èõìçèïýìå (âë. Ïñéóìü 2.20) üôé ç óõìðëçñùìá-
ôéêÞ ìéáò êëÜóçò ðïëõðëïêüôçôáò C áðïôåëåßôáé áðü ôéò óõìðëçñùìáôéêÝò
ãëþóóåò ôçò C Þ éóïäýíáìá áðü ôá õðïëïãéóôéêÜ ðñïâëÞìáôá óôá ïðïßá, ìå
ôçí ßäéá äéáôýðùóç, åíäéáöÝñïõí ôá óôéãìéüôõðá ìå áðÜíôçóç £Ï×É¤. Áí ç C
åßíáé ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ êëÜóç, êáé äåäïìÝíïõ ôïõ ôñüðïõ áðïäï÷Þò ìéáò
ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò, ç áíáãíþñéóç ôÝôïéùí óôéãìéïôýðùí öáßíåôáé íá
áðáéôåß ôïí åîáíôëçôéêü Ýëåã÷ï üëùí ôùí äõíáôþí õðïëïãéóìþí þóôå íá âå-
âáéùèïýìå üôé äåí õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò ìå £ÍÁÉ¤. Åßíáé óçìáíôéêü íá äïýìå
üôé, áêüìç êáé áí Ý÷ïõìå óôçí äéÜèåóç ìáò ãéá ôïí óêïðü áõôü ìéá ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ, äåí öáßíåôáé íá ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå ôçí åîáíôëçôéêÞ
áíáæÞôçóç. ¼óïí áöïñÜ ëïéðüí ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò êëÜóåéò ÷ñüíïõ, öáßíåôáé
üôé ðñÜãìáôé õðÜñ÷åé äéáöïñÜ óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò êëÜóçò ÍTIME(f(n))
áðü ôçí óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò co-NTIME(f(n))2. Ôï ßäéï ðéóôåõüôáí ãéá ðå-
ñßðïõ 25 ÷ñüíéá ãéá ôïí ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷þñï. Ôï ðáñáêÜôù Èåþñçìá
3.8 üìùò äåß÷íåé üôé ôï óýíïëï ôùí ãëùóóþí ðïõ áíáãíùñßæïíôáé óå êÜðïéá
üñéá ÷þñïõ áðü ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ, åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôï óõ-
ìðëÞñùìá, äçëáäÞ áí óôï óýíïëï áõôü ðåñéëáìâÜíåôáé ìßá ãëþóóá L ôüôå
ðåñéëáìâÜíåôáé êáé ç L.

2×ñçóéìïðïéïýìå óõíå÷þò ôïí üñï £öáßíåôáé¤ ãéáôß äåí õðÜñ÷åé åðß ôïõ ðáñüíôïò áðü-
äåéîç ãéá áõôü. Ìüíï éó÷õñÝò åíäåßîåéò
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Ãéá ôçí áðüäåéîç èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðÜëé ôï ãñÜöçìá ôùí äéáìïñöþ-
óåùí ìéáò ìç÷áíÞò Turing. Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí áðüäåéîç åíüò ëÞììáôïò ãéá
ôï ðñüâëçìá ôçò reachability (ìÜëéóôá ìßá åëáöñÜ éó÷õñüôåñç ìïñöÞ ôïõ)
ðïõ Ý÷åé åíäéáöÝñïí áðü ìüíï ôïõ.

ËÞììá 3.3 ¸óôù Ýíá êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G ìå n êüìâïõò, äýï óõãêå-
êñéìÝíïé êüìâïé s êáé t êáé áêÝñáéïò k. Ôüôå ôï ðñüâëçìá ôïõ êáôÜ ðüóï
õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôï ðïëý k áðü ôïí s óôïí t ìðïñåß íá áðïöáóéóôåß
óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷þñï log n.

Áðüäåéîç: Ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ êáôáóêåõÜæåé Ýíá ìïíïðÜôé ìÞ-
êïõò ôï ðïëý k áðü ôïí s êáôá÷ùñþíôáò ìüíï ôï åêÜóôïôå ôÝëïò ôïõ ìï-
íïðáôéïý ìå ôïí ôñüðï ðïõ öáßíåôáé óôïí Áëãüñéèìï 4. Óôçí áñ÷Þ ôï ôÝëïò
åßíáé ï êüìâïò s. Óôçí óõíÝ÷åéá êáé ãéá k− 1 âÞìáôá ç ìç÷áíÞ ìáíôåýåé Ýíá
êüìâï u áðü ôïõò n êáé åëÝã÷åé áí õðÜñ÷åé áêìÞ áðü ôï ôñÝ÷ïí ôÝëïò ðñïò
ôïí u. Áí õðÜñ÷åé ôüôå ôï ôñÝ÷ïí ôÝëïò ãßíåôáé ï u. Áí ìÜëéóôá u = t ôüôå
ç ìç÷áíÞ áðïäÝ÷åôáé.

procedure reachability(G; s; t; k)
{ÃñÜöçìá G, êüìâïé s êáé t êáé áêÝñáéïò k}

1: current end:=s;
2: for i := 1 to k − 1 do
3: ìÜíôåøå Ýíá êüìâï u;
4: if õðÜñ÷åé áêìÞ (current end, u) then
5: current end := u
6: end if
7: if current end=t then
8: then return true
9: end if

10: end for
Áëãüñéèìïò 4: Áëãüñéèìïò ðñïóðåëáóéìüôçôáò.

Ï ÷þñïò ðïõ áðáéôåßôáé åßíáé ï ÷þñïò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôçí êáôáãñáöÞ
ôùí 5 ìåôáâëçôþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáé åßíáé O(log n) åöüóïí êÜèå ìßá
ðåñéÝ÷åé Ýíá áñéèìü áðü ôï 1 Ýùò ôï n. 2

Ôï ðñáãìáôéêÜ åíäéáöÝñïí üìùò ãñáöïèåùñçôéêü ðñüâëçìá ðïõ èá äåß-
îïõìå óôïí äñüìï ðñïò ôï ôåëéêü ìáò èåþñçìá, åßíáé ôï óõìðëçñùìáôéêü ôçò
ðñïóðåëáóéìüôçôáò ôï ðñüâëçìá ôçò ìç ðñïóðåëáóéìïôçôáò (non-
reachability problem): äïèÝíôùí ãñáöÞìáôïò G, êüìâùí s êáé t êáé áêå-
ñáßïõ k, íá áðïöáóéóôåß áí äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìÞêïõò k Þ ìéêñüôåñï áðü
ôïí s óôïí t. Êáô' áñ÷Þ ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç õðïñïõôßíá reachability
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ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù äåí åðéëýåé ôçí ìç ðñïóðåëáóéìïôçôá. Ðñü-
êåéôáé ãéá ìç íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï êáé êáôÜ óõíÝðåéá ìüíï ïé èåôéêÝò ôïõ
áðáíôÞóåéò Ý÷ïõí óçìáóßá (äçëáäÞ áíáãíùñßæåé ìüíï ôá £ÍÁÉ¤ óôéãìéüôõðá).

Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ non-reachability èá ÷ñåéáóôåß íá ìåôñÞóïõìå ôïõò
êüìâïõò ðïõ åßíáé óôçí ãåéôïíéÜ áêôßíáò k {ôçí óõìâïëßæïõìå ìå Nk{ äçëáäÞ
ôïõò êüìâïõò óå áðüóôáóç k Þ ìéêñüôåñç áðü ôïí s. Äåí ìðïñïýìå üìùò
íá ôï êÜíïõìå áõôü áðåõèåßáò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí reachability: Êáé ðÜëé,
ìüíï ôá èåôéêÜ óôéãìéüôõðá èá åß÷áí óçìáóßá åðåéäÞ ç reachability åßíáé ìç
íôåôåñìéíéóôéêÞ.

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï ìÝãåèïò ôçò ãåéôïíéÜò áêôßíáò k, |Nk|, õðïëï-
ãßæïõìå äéáäï÷éêÜ ôá ìåãÝèç ôùí ãåéôïíéþí N0; N1; : : : ; Nk−1. Ðñïöáíþò
|N0| = 1 (ìüíï ï s ∈ N0). ¸óôù üôé Ý÷ïõìå ôï |Nk−1|. Ãéá íá õðïëïãß-
óïõìå ôï |Nk|, óáñþíïõìå äéáäï÷éêÜ üëïõò ôïõò êüìâïõò ôïõ G êáé ãéá êÜèå
êüìâï vi åëÝã÷ïõìå áí åßôå vi ∈ Nk−1 åßôå õðÜñ÷åé áêìÞ áðü êÜðïéï êüìâï
vj ôïõ Nk−1 ðñïò ôïí vi. Áõôü äåí ìðïñåß íá ãßíåé áðåõèåßáò ìéá êáé ôï Nk−1

äåí åßíáé äéáèÝóéìï ïýôå âÝâáéá ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò reachability ãéá ôïõò ëü-
ãïõò ðïõ áíáöÝñèçêáí ðáñáðÜíù. Áíôßèåôá óáñþíïõìå ðÜëé ôïõò êüìâïõò
ôïõ G êáé ãéá êÜèå êüìâï vj åëÝã÷ïõìå áí vj ∈ Nk−1. Ï Ýëåã÷ïò áõôüò
ãßíåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí reachability êáé Üñá ìüíï ôá èåôéêÜ óôéãìéüôõðá
áíáãíùñßæïíôáé. Ãéá ôïí ëüãï áõôü êñáôïýìå Ýíá áðáñéèìçôÞ m ï ïðïßïò
ìåôñÜ ôïõò êüìâïõò vj ðïõ áíÞêïõí óôï Nk−1, þóôå áí óôï ôÝëïò âñåèïýí
ëéãüôåñïé áðü ôï (ãíùóôü) |Nk−1|, íá ìðïñÝóïõìå íá áðïññßøïõìå áõôü ôïí
óõãêåêñéìÝíï ìç íôåôåñìéíéóôéêü õðïëïãéóìü. ¢í ëïéðüí vj ∈ Nk−1 ôüôå
åýêïëá åëÝã÷ïõìå áí åßôå vi = vj, (ðïõ óçìáßíåé vi ∈ Nk−1 ⊆ Nk, åßôå áí
õðÜñ÷åé áêìÞ (vj; vi). Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò áõîÜíïõìå ôïí áðáñéèìçôÞ
ãéá ôï ìÝãåèïò ôçò Nk. Ï ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áõôüò áëãüñéèìïò, öáßíåôáé
óôïí Áëãüñéèìï 5.

¸÷ïíôáò ëïéðüí äéáèÝóéìï ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôçò ãåéôïíéÜò áêôßíáò
k áðü ôïí s ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ôç ìç ðñïóðåëáóéìüôçôá. Óôçí ðñáã-
ìáôéêüôçôá ï Áëãüñéèìïò 5, ôï äßíåé áõôü óáí ðáñáðñïúüí.

ËÞììá 3.4 ¸óôù G Ýíá êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá ìå n êüìâïõò, s êáé t äýï
äéáêåêñéìÝíïé êüìâïé ôïõ G êáé k Ýíáò áêÝñáéïò. Ôüôå ôï ðñüâëçìá ôïõ êáôÜ
ðüóï äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìÞêïõò k Þ ìéêñüôåñï áðü ôïí s óôïí t, ëýíåôáé
óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷þñï log n.

Áðüäåéîç: ¸óôù |Nk| ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ G ðïõ âñßóêïíôáé óå áðü-
óôáóç k Þ ìéêñüôåñç áðü ôïí s. ¸óôù G′ ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï
G üôáí áöáéñåèåß ï t êáé |N ′

k| ôï áíôßóôïé÷ï ðëÞèïò êüìâùí óôï G′. Ôüôå
äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé óôï G ìÞêïõò k Þ ìéêñüôåñï áðü ôïí s óôïí t, áíí
|Nk| = |N ′

k|. Êáé ïé äýï áõôÝò ðïóüôçôåò õðïëïãßæïíôáé óå ìç íôåôåñìéíé-
óôéêü ÷þñï log n ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí Áëãüñéèìï 5. 2

60
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Input: |Nk−1| = ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí óå áðüóôáóç k−1 Þ ìéêñüôåñç áðü
ôïí s.
Output: |Nk| = ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí óå áðüóôáóç k Þ ìéêñüôåñç áðü ôïí
s.

1: l := 0;
2: for j := 1 to n do
3: m := 0;
4: for j := 1 to n do
5: if reachability(G; s; vj; k − 1) then
6: m := m+ 1;
7: if (vi = vj) or (õðÜñ÷åé áêìÞ (vj; vi)) then
8: l := l + 1;
9: end if

10: end if
11: end for
12: if m < |Nk−1| then
13: exit {áðïññßðôïõìå áõôü ôïí õðïëïãéóìü}
14: end if
15: end for
16: return l;
Áëãüñéèìïò 5: Áëãüñéèìïò ìç íôåôåñìéíéóôéêïý O(log n) ÷þñïõ ãéá ôï ìÝ-
ãåèïò ìéáò k-ãåéôïíéÜò.

Èåþñçìá 3.8 (Èåþñçìá Immerman-Szelepcs�enyi [11, 28]). Ãéá êÜèå êáôá-
óêåõÜóéìç óõíÜñôçóç f(n) ≥ log n éó÷ýåé üôé

NSPACE(f(n))=co-NSPACE(f(n)).

Áðüäåéîç: ¸óôù L ìéá ãëþóóá ðïõ áðïöáóßæåôáé áðü ìéá ìç íôåôåñìéíé-
óôéêÞ ìç÷áíÞ M1 ìå ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ f(n). Ìéá ìç÷áíÞ M2 ç ïðïßá
áðïöáóßæåé ôçí L, ðñÝðåé íá áðïäÝ÷åôáé ìßá óõìâïëïóåéñÜ áêñéâþò üôáí ç
M1 áðïññßðôåé. Ç M2 ÷ñçóéìïðïéåß ôï ãñÜöçìá ôùí äéáìïñöþóåùí ôçò GM1

ìå Ýììåóï ôñüðï üðùò êÜíáìå óôï Èåþñçìá ôïõ Savitch. Óôï ãñÜöçìá
áõôü, ôï áí ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ áðïññßðôåôáé åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï non-
reachability ðñüâëçìá üðïõ s åßíáé ç áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç Is êáé t åßíáé ìßá
äéáìüñöùóç áðïäï÷Þò. Ç M2 ëïéðüí êáôáóêåõÜæåé üëåò ôéò äõíáôÝò äéáìïñ-
öþóåéò áðïäï÷Þò ôçò M1 êáé åëÝã÷åé óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷þñï f(n) ãéá ìç
ðñïóðåëáóéìüôçôá áðü ôçí Is ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï ôïõ ËÞììáôïò
3.4. 2
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3.5 ÁóêÞóåéò
1. Äåßîôå üôé ïé ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò åßíáé êáëÜ õðïëïãßóéìåò êáé êáôá-

óêåõÜóéìåò:

á) n2 â) 2n ã) n!

2. Äåßîôå üôé ïé ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò åßíáé êáôáóêåõÜóéìåò:

á)
√
n b) log n

3. Äåßîôå üôé áí f(n) êáé g(n) åßíáé êáëÜ õðïëïãßóéìåò (êáôáóêåõÜóéìåò)
óõíáñôÞóåéò, ôüôå åßíáé åðßóçò êáëÜ õðïëïãßóéìåò (êáôáóêåõÜóéìåò) êáé
ïé:

á) f(n) + g(n) â) f(n)g(n) ã) f(n)g(n)

4. Äåßîôå üôé éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù åãêëåéóìïß ìåôáîý ôùí äéáöüñùí êëÜ-
óåùí ðïëõðëïêüôçôáò. Óå óõíäõáóìü ìå ôï Ðüñéóìá 3.2 óõìðåñÜíåôå
üôé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò áðü ôïõò åãêëåéóìïýò åßíáé ãíÞóéïò. (Ðéóôåýåôáé
üôé üëïé åßíáé.)

L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE

5. Äåßîôå üôé TIME(22n) ⊂ TIME(22n+n).

6. ÕðÜñ÷ïõí ó÷Ýóåéò êáé áí íáé ðïéÝò ìåôáîý ôùí ðáñáêÜôù æåõãáñéþí
êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò;

á) SPACE(n2) êáé SPACE(f(n)), üðïõ f(n) = n ãéá n ðåñéôôü êáé
f(n) = n3 ãéá n Üñôéï.
â) TIME(2n) êáé TIME(3n)
ã) NSPACE(2n) êáé SPACE(5n)
ä) SPACE(n) êáé TIME(dlog nen)
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ÊåöÜëáéï 4

Ðëçñüôçôá

Ç åýñåóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò åíüò ðñïâëÞìáôïò åßíáé Ýíá äýóêïëï åã÷åßñçìá.
Óôçí ÅéóáãùãÞ ðáñïõóéÜóáìå Ýíá èåþñçìá ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ôáîéíüìç-
óçò n áñéèìþí. ¼ðùò áíáöÝñèçêå åêåß ôÝôïéá áêñéâÞ áðïôåëÝóìáôá åßíáé
ðïëý ëßãá óôçí Èåùñßá Ðïëõðëïêüôçôáò êáé üóá õðÜñ÷ïõí áðáéôïýí ìåèü-
äïõò ðñïóáñìïóìÝíåò óôéò éäéáéôåñüôçôåò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò.
Ç ãåíéêÞ ìÝèïäïò ðïõ ðñïóöÝñåé ç Èåùñßá Ðïëõðëïêüôçôáò åßíáé ç êáôçãï-
ñéïðïßçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå óå ìßá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò ôçò
ïðïßáò ãíùñßæïõìå ôéò éäéüôçôåò äçëáäÞ ôïí âáèìü äõóêïëßáò ðïõ ðáñïõóéÜæåé
ç åðßëõóç ôùí ðñïâëçìÜôùí óå áõôÝò. ¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá ç åýñåóç åíüò
ðïëõùíõìéêïý áëãïñßèìïõ ãéá Ýíá ðñüâëçìá ôï êáôáôÜóåé óôï P, äçëáäÞ óôá
ðñïâëÞìáôá ðïõ èåùñïýìå üôé åðéëýïíôáé éêáíïðïéçôéêÜ. Áíôßèåôá Ýíá ðñü-
âëçìá óôï EXPTIME{P (ôï ïðïßï ãíùñßæïõìå áðü ôï èåþñçìá ôçò éåñáñ÷ßáò
üôé åßíáé ìç êåíü) åßíáé Ýíá ðñüâëçìá ãéá ôï ïðïßï ìðïñïýìå âÜóéìá íá åðé÷åé-
ñçìáôïëïãÞóïõìå üôé äåí åðéëýåôáé éêáíïðïéçôéêÜ. ¸íá ôÝôïéï áðïôÝëåóìá,
áêüìç êáé áí äåí äßíåé ôïí êáëýôåñï äõíáôü áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá ìáò,
åíôïýôïéò äßíåé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá êáëü êÜôù öñÜãìá. Ðùò üìùò ìðïñïýìå íá
Ý÷ïõìå áðïôåëÝóìáôá óáí áõôÜ; Ðùò ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé
Ýíáò ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá; Êáô' áñ÷Þ åßíáé ðñïöá-
íÝò üôé ç áðüäåéîç üôé Ýíá ðñüâëçìá L ∈ EXPTIME äåí åßíáé áðü ìüíï ôïõ
áðüäåéîç äõóêïëßáò ìéá êáé P ⊂ EXPTIME. Áõôü ðïõ óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
èá èÝëáìå, åßíáé íá äåßîïõìå üôé ôï L åßíáé áðü ôá äõóêïëüôåñá ðñïâëÞìáôá
óôï EXPTIME. Ãåíéêüôåñá ìéëþíôáò (ìéá êáé £åíäéÜìåóá¤ áðü ôï P êáé ôï
EXPTIME åßíáé åíäå÷üìåíï íá õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò åíäéáöÝñïõóåò êëÜóåéò
ðïõ ãíÞóéá ðåñéëáìâÜíïõí ôï P), èá èÝëáìå íá âñïýìå Ýíá ôñüðï áðüäåéîçò
üôé Ýíá ðñüâëçìá åßíáé áðü ôá äõóêïëüôåñá óå ìéá êëÜóç C.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÐËÇÑÏÔÇÔÁ

4.1 ÁíáãùãÝò
Ï ðáñáðÜíù óôü÷ïò áðáéôåß ôçí åýñåóç åíüò ôñüðïõ íá ðïýìå üôé Ýíá ðñü-
âëçìá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ôüóï äýóêïëï üóï êáé Ýíá Üëëï. Ï ôñüðïò áõôüò
åßíáé ç áíáãùãÞ åíüò ðñïâëÞìáôïò L1 óå Ýíá Üëëï L2. Ìå ôïí üñï áõôü
åííïïýìå Ýíá ôñüðï íá åîáóöáëßóïõìå ìéá ìÝèïäï åðßëõóçò ôïõ L1 áí ãíù-
ñßæïõìå Ýíá áëãüñéèìï ãéá ôï L2. Ï ôñüðïò áõôüò áðáéôåß ôçí ìåôáôñïðÞ åíüò
óôéãìéïôýðïõ ôïõ L1 óå Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ L2, Ýôóé þóôå íá äéáôçñåßôáé ç
áðÜíôçóç óôá äýï óôéãìéüôõðá: ôï óôéãìéüôõðï ôïõ L1 ðñÝðåé íá Ý÷åé áðÜ-
íôçóç £ÍÁÉ¤ áí êáé ìüíï áí ôï áíôßóôïé÷ï óôéãìéüôõðï ôïõ L2 Ý÷åé áðÜíôçóç
£ÍÁÉ¤. Áí âñåèåß ìéá ôÝôïéá ìåôáôñïðÞ ìðïñïýìå íá âñïýìå ôçí áðÜíôçóç óå
Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ L1, åðéëýïíôáò ôçí åéêüíá ôïõ óôï L2. ÐñÝðåé üìùò íá
èÝóïõìå êáé êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò ùò ðñïò ôïí ôñüðï ìåôáôñïðÞò ìåôáîý ôùí
äýï ðñïâëçìÜôùí. Äåí åßíáé ÷ñÞóéìç ìéá ìåôáôñïðÞ ç ïðïßá åßíáé åîáéñåôéêÜ
äýóêïëï íá õðïëïãéóôåß ìéá êáé ôüôå ç äõóêïëßá åðßëõóçò ôïõ L1 êñýâåôáé
ðßóù áðü ôçí äõóêïëßá ôçò ìåôáôñïðÞò. Ôéò ðáñáðÜíù ðñïûðïèÝóåéò åêðëçñåß
ç áíáãùãÞ ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ.

Ïñéóìüò 4.1 ¸óôù L1 êáé L2 äýï ãëþóóåò. ËÝìå üôé ç L1 áíÜãåôáé óôçí
L2 (ãñÜöïõìå L1 ≤ L2), áí õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç R : Σ∗ → Σ∗ ôÝôïéá ðïõ
x ∈ L1 áí êáé ìüíï áí R(x) ∈ L2. Ç L1 áíÜãåôáé óôçí L2 óå ëïãáñéèìéêü
÷þñï (ãñÜöïõìå L1 ≤LS L2) áí åðéðëÝïí ç R(x) õðïëïãßæåôáé áðü ìéá ìç÷áíÞ
Turing ìå åßóïäï êáé Ýîïäï, óå ÷þñï O(log n).

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ìßá ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ áíáãùãÞ åßíáé êáé áíá-
ãùãÞ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ. Ç óõíÜñôçóç R(x) äçëáäÞ ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß
óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ç áðüäåéîç åßíáé áíÜëïãç ìå ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.6.
Óõíåðþò áí L1 ≤LS L2 êáé õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí L2

ôüôå õðÜñ÷åé êáé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí L1. Ìðïñïýìå íá áðï-
öáóßóïõìå áí x ∈ L1, õðïëïãßæïíôáò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ôï R(x) êáé
áðïöáóßæïíôáò, åðßóçò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, áí R(x) ∈ L2. Ï ëüãïò ðïõ
÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí áíáãùãÞ ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ åßíáé ãéá íá õðÜñ÷åé åíéáßá
áíáãùãÞ êáé ãéá êëÜóåéò ðïõ öáßíïíôáé £ìéêñüôåñåò¤ áðü ôçí P üðùò ç L êáé ç
NL. ¼ëåò áõôÝò ïé êëÜóåéò (êáèþò êáé ïé õðüëïéðåò ðïõ ïñßóôçêáí óôçí Åíü-
ôçôá 2.6) åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôéò áíáãùãÝò ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ, äçëáäÞ
áí L1 ≤LS L2 êáé L2 ∈ C, üðïõ C ìßá ôÝôïéá êëÜóç, ôüôå êáé L1 ∈ C.

Èåþñçìá 4.1 Ïé êëÜóåéò L, NL, P, NP, PSPACE êáé EXPTIME åßíáé
êëåéóôÝò ùò ðñïò ôéò áíáãùãÝò ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ.

Áðüäåéîç: Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ìå ôçí óåéñÜ áõôÞ êÜèå êëÜóç ðåñéÝ÷åôáé
óôçí åðüìåíç ôçò. Ôï èåþñçìá åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß (üðùò ðáñáðÜíù ãéá
ôçí P) ãéá üëåò ôéò êëÜóåéò áðü ôçí P êáé ðÝñá.
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4.1. ÁÍÁÃÙÃÅÓ

ÕðÜñ÷åé Ýíá ëåðôü óçìåßï ãéá ôéò L êáé NL. ¸óôù L1 ∈ L (ç ðåñßðôùóç
ôçò NL åßíáé ðáñüìïéá) êáß Ýóôù M1 ìéá ìç÷áíÞ Turing ìå ðïëõðëïêüôçôá
÷þñïõ O(log n) ðïõ ôçí áðïöáóßæåé. ¸óôù åðßóçò L2 ≤LS L1 ìÝóù ìéáò
óõíÜñôçóçò R(x) ç ïðïßá õðïëïãßæåôáé óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï áðü ìéá ìç÷áíÞ
Turing M2. Áí åðé÷åéñÞóïõìå íá áðïöáóßóïõìå óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï áí x ∈
L2, åîåôÜæïíôáò êáôÜ ðüóï R(x) ∈ L2 êáôáóêåõÜæïíôáò ôçí £óýíèåóç¤M ôùí
äýï ìç÷áíþí M2 êáé M1 áíôéìåôùðßæïõìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá: Ôï R(x)
ìðïñåß íá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ ìåãÜëï óôï |x| ìéá êáé ç ìç÷áíÞ M2 ðïõ èá ôï
õðïëïãßóåé ìðïñåß íá åñãáóôåß ãéá ÷ñüíï |x|k üðïõ k > 0 ìéá óôáèåñÜ. Óå áõôÞ
ôçí ðåñßðôùóç ç óýíèåôç ìç÷áíÞ, èá Ý÷åé ôçí ôáéíßá åîüäïõ ôçò M2 óôçí ïðïßá
åßíáé ãñáììÝíï ôï R(x) óáí ôáéíßá åñãáóßáò êáé Üñá ï óõíïëéêüò ÷þñïò ôùí
ôáéíéþí åñãáóßáò ôçò äåí èá åßíáé ëïãáñéèìéêÜ öñáãìÝíïò. ÊáôáóêåõÜæïõìå
ëïéðüí ôçí M ùò áêïëïýèùò. Ç M2 áñ÷ßæåé ôïí õðïëïãéóìü ìå åßóïäï ôï
x êáé ãñÜöåé óôçí ôáéíßá åîüäïõ ôçò (ç ïðïßá åßíáé êáé ôáõôü÷ñïíá ç ôáéíßá
åéóüäïõ ôçò M1 êáé âÝâáéá ôáéíßá åñãáóßáò ôçò M). ¼ôáí Ýíá øçößï ôçò R(x)
ãñáöåß óôçí Ýîïäï, äéáêüðôåôáé ç ëåéôïõñãßá ôçò M2 êáé áñ÷ßæåé ç ëåéôïõñãßá
ôçò M1. Ç M1 Ý÷åé óáí åßóïäï ôï øçößï ôçò R(x). Áí æçôÞóåé Ýíá êáéíïýñãéï
øçößï ôüôå äéáêüðôåôáé ç ëåéôïõñãßá ôçò êáé åðáíåñ÷üìáóôå óôçí M2 ç ïðïßá
åñãÜæåôáé ìÝ÷ñé íá ðáñÜãåé Ýíá äåýôåñï øçößï ôï ïðïßï ãñÜöåé ðÜíù óôï ðáëéü.
¼óï ç M1 æçôÜ êáéíïýñãéá øçößá ôüôå ç ðñïóïìïßùóç óõíå÷ßæåôáé åíáëëÜî
÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï Ýíá óýìâïëï ôçò ôáéíßáò åîüäïõ ôçò M2. Ôé ãßíåôáé
üìùò áí ç M1 æçôÞóåé Ýíá ðñïçãïýìåíï øçößï; Ãéá íá áíôéìåôùðéóôåß áõôü ç
M2 êñáôÜ óå ìéá âïçèçôéêÞ ôáéíßá ôïí áýîïíôá áñéèìü i ôïõ øçößïõ ðïõ ãñÜöåé
óôçí Ýîïäï. ×ñåéÜæïíôáé log |x|k = O(log |x|) øçößá ãéá íá êáôáãñáöåß áõôüò
ï áñéèìüò. ¼ôáí ëïéðüí æçôçèåß ôï ðñïçãïýìåíï øçößï i − 1, ôüôå ç M2

îáíáñ÷ßæåé áðü ôçí áñ÷Þ ôçí ëåéôïõñãßá ôçò ìÝ÷ñé íá ðáñÜãåé ôï øçößï i− 1
óôçí Ýîïäï. Ôüôå åðáíåñ÷üìáóôå óôçí M1 ê.ï.ê. Ï óõíïëéêüò ÷þñïò åßíáé
ðñïöáíÝò üôé åßíáé O(log n). 2

Ç ðáñáðÜíù ôå÷íéêÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé óôçí áðüäåéîç ôïõ ðáñáêÜôù ðïëý
÷ñÞóéìïõ áðïôåëÝóìáôïò.

Èåþñçìá 4.2 Ç óýíèåóç äýï áíáãùãþí ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ åßíáé áíáãùãÞ
ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ.

Áðüäåéîç: ¸óôù L1, L2 êáé L3 ãëþóóåò êáé Ýóôù üôé L1 ≤LS L2 êáé L2 ≤LS

L3. Ôüôå õðÜñ÷ïõí óõíáñôÞóåéò R êáé R′ õðïëïãßóéìåò óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï
ôÝôïéåò ðïõ x ∈ L1 áíí R(x) ∈ L1 êáé y ∈ L2 áíí R′(y) ∈ L3. Åßíáé ðñïöáíÝò
óõíåðþò üôé x ∈ L1 áíí R′(R(x)) ∈ L3. Ç óýíèåóç ôùí äýï óõíáñôÞóåùí
R′ ◦ R ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß åðßóçò óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôçí ðáñáðÜíù ôå÷íéêÞ. 2
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÐËÇÑÏÔÇÔÁ

4.2 Ðëçñüôçôá
¼ðùò åßðáìå êáé óôçí áñ÷Þ áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ ç ìåëÝôç ôçò ðïëõðëïêü-
ôçôáò åíüò ðñïâëÞìáôïò áðáéôåß áöåíüò ôçí Ýíôáîç åíüò ðñïâëÞìáôïò óå ìßá
êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò (áõôü âÜæåé óôçí ïõóßá Ýíá ðÜíù öñÜãìá óôçí ðïëõ-
ðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò), áëëÜ êáé ôçí áðüäåéîç üôé ôï ðñüâëçìá áõôü
åßíáé áðü ôá äõóêïëüôåñá óôçí êëÜóç (áõôü åßíáé Ýíá êÜôù öñÜãìá). ÁõôÞ ç
ôåëåõôáßá éäéüôçôá ìðïñåß íá äåé÷èåß ìå ôçí âïÞèåéá ôçò áíáãùãÞò (ëïãáñéè-
ìéêïý ÷þñïõ Þ Üëëïõ ôýðïõ) ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå ðáñáðÜíù.

Ïñéóìüò 4.2 ¸óôù C ìßá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò êáé Ýóôù L ìßá ãëþóóá.
Ç L åßíáé C-ðëÞñçò (C-complete) áí:

1. Ç L áíÞêåé óôçí C êáé

2. ÊÜèå ãëþóóá óôçí êëÜóç C áíÜãåôáé óôçí L.

Óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ïé áíáãùãÝò ðïõ åìåßò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé ïé
áíáãùãÝò ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ. Äåí åßíáé üìùò êáé ïé ìïíáäéêÝò ðïõ ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé óôçí âéâëéïãñáößá. ÕðÜñ÷ïõí áñêåôÝò äéáöïñåôéêïý ôýðïõ áíáãù-
ãÝò ðïõ êáôçãïñéïðïéïýí ôá ðñïâëÞìáôá óå äéáöïñåôéêïýò âáèìïýò äõóêïëßáò
[16, 2].

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò öáßíåôáé áñêåôÜ áðáéôçôéêüò. Äåí åßíáé êáí ðñï-
öáíÝò üôé ìßá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò Ý÷åé Ýóôù êáé ìßá ðëÞñç ãëþóóá. Êáé
ðñáãìáôéêÜ, õðÜñ÷ïõí êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò ãéá ôéò ïðïßåò åßíáé ãíùóôü
üôé äåí õðÜñ÷åé ðëÞñçò ãëþóóá êáé Üëëåò ãéá ôéò ïðïßåò äåí ãíùñßæïõìå áí
Ý÷ïõí. Ìðïñïýìå üìùò åýêïëá íá äïýìå üôé ïé êëÜóåéò ôéò ïðïßåò Ý÷ïõìå
áíáöÝñåé óôçí Åíüôçôá 2.6 Ý÷ïõí üëåò ðëÞñç ãëþóóá. Ç ãëþóóá áõôÞ ãéá
ìßá êëÜóç C ðïõ ïñßæåôáé óáí ôï óýíïëï ôùí ãëùóóþí ðïõ ãßíïíôáé äåêôÝò
áðü ìéá ìç÷áíÞ Turing íôåôåñìéíéóôéêÞ (Þ ü÷é) óå ÷ñüíï (Þ ÷þñï) f(n) åßíáé
ç:

LC = {wM#x | ç ìç÷áíÞ M ìå ôá óõãêåêñéìÝíá ÷áñáêôçñéóôéêÜ
áðïäÝ÷åôáé ôï x};

üðïõ wM åßíáé ç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ êùäéêïðïéåß ôçí M êáé ôï # Ýíá åéäéêü
óýìâïëï ãéá íá ÷ùñßæåé ôéò äýï óõìâïëïóåéñÝò. ¼ëåò ïé êëÜóåéò áõôÝò ïñß-
æïíôáé ìå âÜóç ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ êáé ôçí ðïëõðëïêüôçôá êÜðïéùí ìç÷áíþí
êáé ãéá ôïí ëüãï áõôü ïíïìÜæïíôáé óõíôáêôéêÝò êëÜóåéò. Ïé êëÜóåéò P, NP,
PSPACE êëð. åßíáé üëåò óõíôáêôéêÝò êëÜóåéò. Ãéá ìéá óõíôáêôéêÞ êëÜóç C
ëïéðüí, ç ãëþóóá LC ðïõ ïñßæåôáé üðùò ðáñáðÜíù åßíáé C-ðëÞñçò. ¸óôù L′
ìßá ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá óôï C êáé Ýóôù M ′ ç ìç÷áíÞ ç ïðïßá ôçí áðïöáóß-
æåé. Ðñïöáíþò ç M ′ Ý÷åé ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ áðáéôåß ç êëÜóç. ¸óôù x
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4.2. ÐËÇÑÏÔÇÔÁ

ìßá óõìâïëïóåéñÜ. Ìðïñïýìå íá áðïöáóßóïõìå áí x ∈ L′ êáôáóôñþíïíôáò
ôï y = wM ′#x êáé åëÝã÷ïíôáò áí y ∈ LC . Ðñïöáíþò x ∈ L′ áíí y ∈ LC .

Ç ðñáãìáôéêÞ áîßá ôçò Ýííïéáò ôçò ðëçñüôçôáò üìùò äåí âñßóêåôáé óå
ôÝôïéåò ôå÷íçôÝò ðëÞñåéò ãëþóóåò. Ðñáãìáôéêü êÝñäïò õðÜñ÷åé üôáí êÜðïéá
ðñáêôéêÞ ãëþóóá ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜðïéï öõóéêü õðïëïãéóôéêü ðñüâëçìá
áðïäåé÷èåß ðëÞñçò ãéá êÜðïéá êëÜóç. ÐïëëÝò öïñÝò ìÜëéóôá ç áðïäï÷Þ ìéáò
êëÜóçò óáí ÷ñÞóéìçò ãéá ôçí êáôçãïñéïðïßçóç ðñïâëçìÜôùí ãßíåôáé áðü ôçí
áðüäåéîç üôé ãé' áõôÞ õðÜñ÷åé êÜðïéï ðñáêôéêü ðëÞñåò ðñüâëçìá. Èá äïýìå
ðáñáêÜôù ôÝôïéá ðñáêôéêÜ ðëÞñç ðñïâëÞìáôá êõñßùò ãéá ôçí NP. Åðß ôïõ
ðáñüíôïò áò åîåôÜóïõìå ìåñéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðëÞñùí ðñïâëçìÜôùí.

ËÞììá 4.1 ¸óôù C ′ êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò êëåéóôÞ ùò ðñïò áíáãùãÝò êáé
Ýóôù C ′ ⊆ C. Áí ç C-ðëÞñçò ãëþóóá L áíÞêåé óôçí C ′, ôüôå C ′ = C.

Áðüäåéîç: ÊÜèå ãëþóóá L′ ∈ C, áíÜãåôáé óôçí L. ÅðåéäÞ ç C ′ åßíáé êëåéóôÞ
ùò ðñïò áíáãùãÝò, L′ ∈ C ′. 2

ËÞììá 4.2 Áí äýï êëÜóåéò C êáé C ′ åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò áíáãùãÝò êáé
ç ãëþóóá L åßíáé ðëÞñçò êáé ùò ðñïò ôéò äýï, ôüôå C = C ′.

Áðüäåéîç: Åöüóïí ç L åßíáé ðëÞñçò ùò ðñïò ôçí C ôüôå ãéá ïðïéáäÞðïôå
ãëþóóá L′ ∈ C, éó÷ýåé L′ ≤LS L ∈ C ′ êáé åðåéäÞ ç C ′ åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò
áíáãùãÝò L′ ∈ C ′ êáé C ⊆ C ′. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï äåß÷íåôáé êáé üôé C ′ ⊆ C.2

Ôá ðáñáðÜíù äýï ëÞììáôá äéêáéïëïãïýí ôïí ÷áñáêôçñéóìü ôùí ðëÞñùí
ðñïâëçìÜôùí óáí ôùí äõóêïëüôåñùí óå ìßá êëÜóç. Áí õðïøéáæüìáóôå üôé
ìéá êëÜóç ôáõôßæåôáé ìå ìßá ìéêñüôåñç ôçò, áñêåß íá äåßîïõìå üôé Ýíá ðëÞñåò
ðñüâëçìá ôçò âñßóêåôáé óôçí ìéêñüôåñç êëÜóç.

Ç åýñåóç ðëÞñùí ðñïâëçìÜôùí ãéá ìéá êëÜóç ìðïñåß íá äéåõêïëõíèåß ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò ôçí ìåôáâáôéêüôçôá ôùí áíáãùãþí (Èåþñçìá 4.2) áí Þäç ãíù-
ñßæïõìå Ýíá ðëÞñåò ðñüâëçìá ãéá ôçí êëÜóç.

ËÞììá 4.3 ¸óôù C ìßá êëÜóç êáé L Ýíá ðëÞñåò ðñüâëçìá ôçò C. Ôï ðñü-
âëçìá L′ åßíáé C-ðëÞñåò áí:

1. Ç L′ áíÞêåé óôçí C êáé

2. Ç L áíÜãåôáé óôçí L′.

Áðüäåéîç: ÐñïöáíÞò áðü ôïí ïñéóìü ôçò ðëçñüôçôáò êáé ôï Èåþñçìá 4.2.2

Ç áðüäåéîç üôé Ýíá ðñüâëçìá åßíáé ðëÞñåò ãéá ìéá êëÜóç óõíÞèùò äåß÷íåôáé
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðáñáðÜíù ëÞììá. ×ñåéÜæåôáé üìùò ãéá ôïí óêïðü áõôü ç
ãíþóç åíüò ôïõëÜ÷éóôïí ðëÞñïõò ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí êëÜóç. Óôçí åðüìåíç
åíüôçôá áðïäåéêíýïõìå ôçí ðëçñüôçôá ôñéþí ðñïâëçìÜôùí ùò ðñïò éóÜñéèìåò
êëÜóåéò.
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4.3 ÌåñéêÜ ðëÞñç ðñïâëÞìáôá
Áñ÷ßæïõìå áðïäåéêíýïíôáò Ýíá êëáóóéêü èåþñçìá ôçò Èåùñßáò Ðïëõðëïêü-
ôçôáò ôï ïðïßï ëÝãåé üôé ôï ðñüâëçìá ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò, ôï ãíùóôü
ìáò sat åßíáé NP-ðëÞñåò. Ôï èåþñçìá áõôü áðïäåß÷èçêå áðü ôïí S. Cook
[4] êáé áíåîÜñôçôá áðü ôïí L. Levin [18]. ¹ôáí ç áñ÷Þ óôï íá äåé÷èåß üôé
ðïëëÜ äýóêïëá ðñïâëÞìáôá ðïõ áðáó÷ïëïýóáí äéÜöïñåò ðåñéï÷Ýò ôçò ÅðéóôÞ-
ìçò ôùí Õðïëïãéóôþí, ôùí Ìáèçìáôéêþí, ôçò Åðé÷åéñçóéáêÞò ¸ñåõíáò êëð.
Þôáí óôçí ðñáãìáôéêüôçôá NP-ðëÞñç. Ç óçìáóßá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò áõôïý
Ýãéíå áíôéëçðôÞ óôçí êëáóóéêÞ åñãáóßá ôïõ R. Karp [13] üðïõ ðïëëÜ ãíùóôÜ
ðñïâëÞìáôá äåß÷èçêáí NP-ðëÞñç. Áðü ôüôå åêáôïíôÜäåò ðñïâëçìÜôùí Ý÷ïõí
äåé÷èåß NP-ðëÞñç. Ãéá ìßá åîáéñåôéêÞ áíÜðôõîç ôïõ èÝìáôïò ï áíáãíþóôçò
ðáñáðÝìðåôáé óôï [6].

Èåþñçìá 4.3 Ç éêáíïðïéçóéìüôçôá (sat) åßíáé NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá.

Áðüäåéîç: ¸÷ïõìå Þäç äåßîåé óôo ÐáñÜäåéãìá 2.5 üôé ôï sat áíÞêåé óôï NP.
ÁðïìÝíåé åðïìÝíùò íá äåé÷èåß üôé áí L åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá óôï NP,
ç L áíÜãåôáé óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï óôçí ãëþóóá LSAT.

Åöüóïí ç L ∈ NP, õðÜñ÷åé ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ ìç÷áíÞ
Turing M = (K;Σ; s;∆) ç ïðïßá áðïöáóßæåé ôçí L. ¸óôù p(n) ç ðïëõ-
ðëïêüôçôá ÷ñüíïõ ôçò M , üðïõ p(n) åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï. Ìðïñïýìå íá
õðïèÝóïõìå (ËÞììá 3.1) üôé ç M åñãÜæåôáé ãéá p(n) áêñéâþò âÞìáôá óå êÜèå
õðïëïãéóìü ìå åßóïäï w üðïõ |w| = n êáé Üñá ï ÷þñïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß
ç M êáôÜ ôçí äéÜñêåéá åíüò õðïëïãéóìïý åßíáé ôï ðïëý p(n) (óå êÜèå âÞìá
ç M ôï ðïëý íá äåóìåýåé êáé Ýíá áêüìç êýôôáñï áðü ôçí ôáéíßá ôçò). ÊÜ-
íïõìå áêüìç ôçí ðáñáäï÷Þ, åðßóçò ãéá ëüãïõò åõêïëßáò, üôé ç ìç÷áíÞ Ý÷åé
ìåôáôñáðåß Ýôóé þóôå êÜèå óõíäõáóìüò êáôÜóôáóçò êáé óõìâüëïõ íá ïñßæåé
ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ìåôÜâáóç. Ç ìåôáôñïðÞ áõôÞ åßíáé ðïëý åýêïëç, áðëþò ïñß-
æïõìå óáí åðüìåíç êáôÜóôáóç åíüò ìç ïñéóèÝíôïò óõíäõáóìïý ôçí qOXI. Èá
ìáò äéåõêïëýíåé óôçí áðüäåéîç ìáò, áí öáíôáóôïýìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá ðßíáêá
äéáóôÜóåùí p(n)× p(n), üðïõ ç ãñáììÞ i ôïõ ðßíáêá åßíáé ôï ôìÞìá ôçò ôáé-
íßáò ìå ôá ðñþôá p(n) ÷ñçóéìïðïéïýìåíá êýôôáñá, ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ i. Áí
ìÜëéóôá óå êÜèå ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá óçìåéþóïõìå êáé ôçí èÝóç ôçò êåöáëÞò
êáé ôçí êáôÜóôáóç ðïõ âñéóêüôáí ç M åêåßíç ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ, ôüôå ï
ðßíáêáò áõôüò ðåñéãñÜöåé üëç ôçí éóôïñßá ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò M ìå åßóïäï
ôçí óõìâïëïóåéñÜ w (áõôÞ ìðïñïýìå íá ôçí äïýìå óôçí ãñáììÞ 1 ôïõ ðßíáêá)
ìÝ÷ñé ôï ðÝñáò ôïõ õðïëïãéóìïý. Óôçí ïõóßá êÜèå ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá åßíáé
ç äéáìüñöùóç ôçò ìç÷áíÞò ôçí áíôßóôïé÷ç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. Óôçí ôåëåõôáßá
ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá ìðïñïýìå, åëÝã÷ïíôáò áí ç ôåëåõôáßá êáôÜóôáóç Þôáí ç
qNAI, íá áðïöáíèïýìå áí ç ìç÷áíÞ M áðïäÝ÷èçêå ç ü÷é ôçí óõìâïëïóåéñÜ w
óôïí óõãêåêñéìÝíï õðïëïãéóìü (ç M åßíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ).
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Ôá äéÜöïñá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá áõôïý ðñïöáíþò äåí åßíáé Üó÷åôá ìåôáîý
ôïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ç êåöáëÞ âñßóêåôáé óôï êýôôáñï
j, ôüôå êáôÜ ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t+1, ôá êýôôáñá óôéò èÝóåéò k üðïõ k ≥ j+1
êáé k ≤ j − 1 èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôï ßäéï óýìâïëï ðïõ åß÷áí ôçí óôéãìÞ
t. Åðßóçò ôï óýìâïëï ðïõ õðÜñ÷åé óôçí èÝóç j ôçí óôéãìÞ t + 1 äåí åßíáé
ôõ÷áßï: ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí åããñáöÞ ðïõ Ýêáíå ç M êáé Üñá ðñïêýðôåé áðü
ôçí ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò ôçò M . Óôü÷ïò ìáò åßíáé, åéóÜãïíôáò Ýíá áñéèìü áðü
ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò, íá ðåñéãñÜøïõìå ôïí ðßíáêá áõôü êáôáóôñþíïíôáò ìéá
óõíÜñôçóç Boole ç ïðïßá èá åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ï ðßíáêáò
ðïõ ðåñéãñÜöïõí ïé ìåôáâëçôÝò ìáò åßíáé £íüìéìïò¤ (åßíáé óýìöùíïò äçëáäÞ
ìå ôïõò êáíüíåò ôçò ìç÷áíÞò ìáò) êáé åðéðëÝïí óôçí ôåëåõôáßá óåéñÜ ôïõ
ðßíáêá õðÜñ÷åé ç êáôÜóôáóç qNAI.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí ðñïóåêôéêÞ äéáôýðùóç ôùí áðáñáßôçôùí ðåñéïñé-
óìþí þóôå Ýíáò ðßíáêáò óáí ôïí ðáñáðÜíù íá åßíáé íüìéìïò.

1. Óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ (äçëáäÞ ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá) êáé óå êÜèå èÝóç
óôç ôáéíßá, õðÜñ÷åé ãñáììÝíï áêñéâþò Ýíá óýìâïëï.

2. Óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ç êåöáëÞ âñßóêåôáé óå áêñéâþò Ýíá êýôôáñï.

3. Óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ç ìç÷áíÞ âñßóêåôáé óå áêñéâþò ìßá êáôÜóôáóç

4. Äýï äéáäï÷éêÝò ãñáììÝò ôïõ ðßíáêá äéáöÝñïõí êáôÜ Ýíá ôï ðïëý óýì-
âïëï, áõôü ðïõ óôçí ðñþôç ãñáììÞ Þôáí êÜôù áðü ôçí êåöáëÞ.

5. Ïé êáôáóôÜóåéò, ïé èÝóåéò ôçò êåöáëÞò êáé ôá óýìâïëá ôçò ôáéíßáò óå äýï
äéáäï÷éêÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò ðñÝðåé íá åðéôñÝðïíôáé áðü ôïõò êáíüíåò
ôçò M .

6. Óôçí áñ÷éêÞ ãñáììÞ õðÜñ÷åé ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ êáé ç êáôÜóôáóç
åßíáé ç s (áñ÷éêÞ).

7. Ç êáôÜóôáóç ôçí ôåëåõôáßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ åßíáé ç qNAI.

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ïé ðáñáðÜíù 7 ðåñéïñéóìïß ðñÜãìáôé åîáóöáëßæïõí
ôçí ìïñöÞ ôïõ ðßíáêá ðïõ åðéèõìïýìå. Ïé ðåñéïñéóìïß 1 { 4 åîáóöáëßæïõí ôçí
ìïñöÞ ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé êÜèå ðßíáêáò ìå äéáìïñöþóåéò ïðïéáóäÞðïôå ìç÷áíÞò
Turing. Ï ðåñéïñéóìüò 5 åðéâÜëëåé ïé äéáäï÷éêÝò ãñáììÝò ôïõ ðßíáêá íá åßíáé
äéáäï÷éêÝò äéáìïñöþóåéò ôçò óõãêåêñéìÝíçò ìç÷áíÞò M , åíþ ï ðåñéïñéóìüò
6 üôé ç åßóïäïò ôçò M åßíáé ç w êáé áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ç s. ÔÝëïò ï 7 üôé ç
M áðïäÝ÷åôáé ôçí w.

ÅéóÜãïõìå ôÝóóåñåéò êáôçãïñßåò ìåôáâëçôþí áíÜëïãá ìå ôïí ñüëï ðïõ
ôéò ðñïïñßæïõìå íá ðáßîïõí. (Äßíïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò ìå äåßêôåò þóôå íá
ôïíßóïõìå ôïí ñüëï ôçò êÜèå ìéáò, óôçí ðñïóðÜèåéá ðåñéãñáöÞò ôïõ ðßíáêá.)
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ÌåôáâëçôÝò xtj�. Ç ìåôáâëçôÞ xtj� èá åßíáé áëçèÞò áíí ôçí ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t, óôçí èÝóç j ôçò ôáéíßáò õðÜñ÷åé ãñáììÝíï ôï óýìâïëï �. Åäþ
1 ≤ t ≤ p(n), 1 ≤ j ≤ p(n) êáé ôï � ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïäÞðïôå óýì-
âïëï ôïõ áëöáâÞôïõ Σ ôçò M . Óõíåðþò áõôÞ ç êáôçãïñßá ðåñéëáìâÜíåé
p(n)2|Σ| ìåôáâëçôÝò.

ÌåôáâëçôÝò ytq. Ç ìåôáâëçôÞ ytq èá åßíáé áëçèÞò áíí ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t, ç ìç÷áíÞ âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q. Åäþ 1 ≤ t ≤ p(n) êáé ôï q
ìðïñåß íá åßíáé ïðïéáäÞðïôå êáôÜóôáóç ôçò M . Óõíåðþò áõôÞ ç êáôç-
ãïñßá ðåñéëáìâÜíåé p(n)|K| ìåôáâëçôÝò.

ÌåôáâëçôÝò ztj. Ç ìåôáâëçôÞ ztj èá åßíáé áëçèÞò áíí ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò âñßóêåôáé óôçí èÝóç j. Åäþ 1 ≤ t ≤ p(n) êáé
1 ≤ j ≤ p(n). Ç êáôçãïñßá áõôÞ ðåñéëáìâÜíåé p(n)2 ìåôáâëçôÝò.

ÌåôáâëçôÝò ctk. Ç ìåôáâëçôÞ ctk åßíáé áëçèÞò áíí ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t, ç ìç÷áíÞ êÜíåé ôçí õð' áñéèìü k ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åðéëïãÞ. Ôï k
åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò óôï äéÜóôçìá 1 Ýùò ôï ìÝãéóôï áñéèìü ìç íôåôåñìé-
íéóôéêþí åðéëïãþí ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ç ìç÷áíÞ óå ïðïéáäÞðïôå óôéãìÞ.
ÅðåéäÞ áõôÝò åßíáé óôáèåñÝò (áíåîÜñôçôåò ôïõ n), õðÜñ÷ïõí O(p(n))
ôÝôïéåò ìåôáâëçôÝò.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí äéáôýðùóç ëïãéêþí åêöñÜóåùí Boole, ìßá ãéá êÜèå
Ýíá ðåñéïñéóìü ðïõ üôáí åðáëçèåýïíôáé ôüôå éêáíïðïéåßôáé êáé ï áíôßóôïé÷ïò
ðåñéïñéóìüò. Óôéò ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò ïé äåßêôåò ðïõ åìöáíßæïíôáé êÜôù áðü
ôïõò ëïãéêïýò ôåëåóôÝò

∧
êáé

∨
êéíïýíôáé óå üëï ôï åðéôñåðüìåíï ðåäßï ôïõò

åêôüò áí óçìåéþíåôáé äéáöïñåôéêÜ. ÄçëáäÞ ãéá ôá t êáé j Ý÷ïõìå 1 ≤ t; j ≤
p(n) ãéá ôá �; �′ ∈ Σ êáé ãéá ôá q; q′ ∈ K. Ôá x, y, z êáé c åßíáé äéáíýóìáôá
ôùí ìåôáâëçôþí xtj�; ytq,ztj êáé ctk áíôßóôïé÷á.
Ðåñéïñéóìüò 1

f1(x) =
∧
t;j
� 6=�′

(¬xtj� ∨ ¬xtj�′)

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé áí ç ðáñáðÜíù Ýêöñáóç éêáíïðïéåßôáé, ôüôå éêáíï-
ðïéåßôáé êáé ï Ðåñéïñéóìüò 1. Ïé åðéìÝñïõò ðñïôÜóåéò ëÝãïõí üôé ãéá ïðïéá-
äÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t êáé ïðïéïäÞðïôå êýôôáñï j äåí ìðïñåß íá åßíáé ïé
ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò äýï äéáöïñåôéêþí óõìâüëùí êáé ïé äýï áëçèåßò. Ôï ðïëý
Ýíá óýìâïëï ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åôáé óå êÜèå êýôôáñï ïðïéáäÞðïôå óôéãìÞ. Ôï
üôé áêñéâþò Ýíá óýìâïëï ðåñéÝ÷åôáé óå êÜèå êýôôáñï åîáóöáëßæåôáé óå óõí-
äõáóìü ìå ôïí ðåñéïñéóìü 5.
Ðåñéïñéóìüò 2

f2(z) =
∧
t

j 6=j′

(¬ztj ∨ ¬ztj′)
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Ìå ôï ßäéï óêåðôéêü üðùò êáé ðáñáðÜíù ç Ýêöñáóç f2 åðéâÜëåé ç êåöáëÞ íá
âñßóêåôáé óå áêñéâþò Ýíá êýôôáñï.
Ðåñéïñéóìüò 3

f3(y) =
∧
t

q 6=q′

(¬ytq ∨ ¬ytq′)

Ïìïßùò üðùò ðáñáðÜíù.
Ðåñéïñéóìüò 4

f4(x; z) =
∧

1≤t≤p(n)−1

j 6=j′

(¬xtj� ∨ ¬ztj′ ∨ xt+1j�)

Óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç êÜèå ðáñÝíèåóç åðéâÜëåé üôé áí xtj� = ztj′ = true, ôüôå
xt+1j� = true. Ìå Üëëá ëüãéá, óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áí ç êåöáëÞ âñßóêåôáé
óôçí èÝóç j′, ôüôå ôçí åðüìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ, óå ïðïéïäÞðïôå Üëëï êýôôáñï
ôï óýìâïëï ðïõ Þôáí ãñáììÝíï åêåß ðáñáìÝíåé ôï ßäéï. Óå óõíäõáóìü ìå ôïí
ðåñéïñéóìü 2 ï ïðïßïò åðéâÜëåé ç êåöáëÞ íá åßíáé óå ìßá ìüíï èÝóç Ý÷ïõìå ôï
æçôïýìåíï.
Ðåñéïñéóìüò 5
¸óôù üôé ãéá óõãêåêñéìÝíç êáôÜóôáóç q êáé óýìâïëï �, ïé åðéôñåðüìåíåò ìå-
ôáâÜóåéò åßíáé ïé ((q; �); (qk; �k; Dk)) ∈ ∆, üðïõ1 ≤k ≤|((q; �); (qk; �k; Dk))|.
Óôçí ðáñáêÜôù ó÷Ýóç ôï dk åßíáé 1;−1 êáé 0, áí ôï Dk ôçò ìåôÜâáóçò åßíáé
áíôßóôïé÷á →;← êáé −.

f5(x;y; z; c) =
∧

1≤t≤p(n)−1
q;�;j

[
(¬ztj ∨ ¬ytq ∨ ¬xtj� ∨

∨

k
ctk)∧

∧
k Ýôóé þóôå

((q;�);(qk;�k;Dk))∈∆

(¬ctk ∨ yt+1qk) ∧ (¬ctk ∨ xt+1j�k) ∧ (¬ctk ∨ zt+1j+dk)

]
:

Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç åðéâÜëåé üôáí ztj = ytq = xtj� = true, ôüôå ôïõëÜ÷éóôïí
ìßá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò ctk ðñÝðåé íá åßíáé áëçèÞò. ÄçëáäÞ ìßá ôïõëÜ÷éóôïí ìç
íôåôåñìéíéóôéêÞ ìåôÜâáóç ðñÝðåé íá ãßíåé óôï âÞìá t. Ïé åðüìåíåò ôñåßò ðñïôÜ-
óåéò ïñßæïíôáé ìå âÜóç ôéò ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò ìåôáâÜóåéò ((q; �); (qk; �k; Dk))
ãéá óõãêåêñéìÝíá q êáé �. ¸ôóé áí ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìåôÜâáóç åßíáé ç k,
(ctk = true), ôüôå èá ðñÝðåé íá åßíáé áëçèåßò êáé ïé ìåôáâëçôÝò yt+1qk ; xt+1j�k
êáé zt+1j+dk . Ìå Üëëá ëüãéá ôçí åðüìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ç åðüìåíç êáôÜ-
óôáóç, ôï êáéíïýñãéï óýìâïëï êáé ç ôõ÷ïýóá êßíçóç ôçò êåöáëÞò, åßíáé üðùò
êáèïñßæïíôáé áðü ôçí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìåôÜâáóç k. Óçìåéþíïõìå üôé åðåéäÞ
áðü ôïõò ðñïçãïýìåíïõò ðåñéïñéóìïýò ç ìç÷áíÞ ìðïñåß íá âñßóêåôáé ôï ðïëý
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óå ìßá êáôÜóôáóç êáé èÝóç ôçò êåöáëÞò åíþ ôï ðïëý Ýíá ìüíï óýìâïëï âñß-
óêåôáé óå êÜèå êýôôáñï, ìüíï ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìåôÜâáóç åßíáé äõíáôÞ
êÜèå öïñÜ.

Ðåñéïñéóìüò 6
Óõìâïëßæïõìå ìå wj ôï j-ïóôï óýìâïëï ôçò óõìâïëïóåéñÜò w.

f6(x;y; z) = x11> ∧
n+1∧

j=2

x1jwj ∧
p(n)∧

j=n+2

x1j[ ∧ y1s ∧ z11

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ åðéâÜëåé ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ 1 ôï ðñþôï óýìâïëï ôçò ôáé-
íßáò íá åßíáé ôï áñ÷éêü óýìâïëï ¤, óôçí óõíÝ÷åéá êáé áðü ôçí èÝóç 2 Ýùò
n + 1 âñßóêåôáé ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ w, åíþ üëá ôá õðüëïéðá óýìâïëá
Ý÷ïõí ôï êåíü [. Åðßóçò ç êáôÜóôáóç ôçí óôéãìÞ 1 åßíáé ç áñ÷éêÞ s êáé ç
êåöáëÞ âñßóêåôáé óôçí èÝóç 1.

Ðåñéïñéóìüò 7

f7(y) = yp(n)qNAI

Ç óõíïëéêÞ Ýêöñáóç åðïìÝíùò åßíáé ç óýæåõîç ôùí ðáñáðÜíù åðôÜ ðñïôÜóåùí.

'(x;y; z; c) = f1(x)∧f2(z)∧f3(y)∧f4(x; z)∧f5(x;y; z; c)∧f6(x;y; z)∧f7(y)

Áò ðáñáôçñÞóïõìå ôþñá üôé ç êáôáóêåõÞ ôçò ', ìðïñåß íá ãßíåé óå ëïãáñéè-
ìéêü ÷þñï. Áõôü åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß ìéá êáé üðùò áíáöÝñèçêå ðáñáðÜíù ï
óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ç ' åßíáé ðïëõùíõìéêüò
óôï n. Áðü ôï ãåãïíüò áõôü êáé ôçí ìïñöÞ ôùí åðéìÝñïõò åðôÜ ðñïôÜóåéò,
Ýðåôáé üôé ôï ìÞêïò ôïõò åßíáé åðßóçò ðïëõùíõìéêü. Ìðïñïýìå óõíåðþò íá
êáôáóêåõÜóïõìå ôçí ' óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï ìå Ýíá óôáèåñü áñéèìü áðü âïç-
èçôéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ óå êÜèå ìßá êáôá÷ùñåßôáé Ýíáò áñéèìüò óôï äéÜóôçìá
1 Ýùò p(n). ×ñåéÜæïíôáé log n øçößá ãé' áõôü, óõíåðþò ï ÷þñïò åßíáé O(log n)

ÁðïìÝíåé ôþñá íá äåé÷èåß üôé ç ìç÷áíÞ Turing M áðïäÝ÷åôáé ôçí óõìâï-
ëïóåéñÜ w áí êáé ìüíïí áí ç ' åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

Ìüíï áí. ¸óôù üôé ç '(x;y; z; c) åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Áõôü óçìáßíåé üôé
õðÜñ÷åé áðïôßìçóç óôéò ìåôáâëçôÝò ôçò ðïõ êÜíåé êáé ôéò åðôÜ óõíáñôÞóåéò
fi; i = 1; : : : ; 7 áëçèåßò. ¼ìùò áðü ôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôùí óõíáñôÞóåùí,
ç ôáõôü÷ñïíç éêáíïðïßçóç ôïõò éêáíïðïéåß êáé ôïõò 7 ðåñéïñéóìïýò ðïõ áíá-
öÝñèçêáí. Åéäéêüôåñá, ïé ôÝóóåñåéò ðñþôåò óõíáñôÞóåéò åðéâÜëïõí óå êÜèå
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ôï ðïëý ìßá ôéìÞ óôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðáñéóôÜíïõí ôï ðåñéå-
÷üìåíï êÜèå êõôôÜñïõ, ôçí êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò êáé ôçí èÝóç ôçò êåöáëÞò.
¼ìùò ëüãù ôçò f5 êáé ôçò ðáñáäï÷Þò ðïõ êÜíáìå üôé êÜèå óõíäõáóìüò êá-
ôÜóôáóçò êáé óõìâüëïõ ïñßæåôáé óôçí ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò, óõíÜãåôáé üôé êÜèå
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óýìâïëï óå êÜèå êýôôáñï, ç ìç÷áíÞ
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âñßóêåôáé óå ôïõëÜ÷éóôïí ìßá êáôÜóôáóç êáé ç êåöáëÞ óå ìßá èÝóç. Óõíï-
ëéêÜ äçëáäÞ ðëçñïýíôáé êáé ïé 7 ðåñéïñéóìïß ðïõ ôÝèçêáí. Ïé ôéìÝò ëïéðüí ôùí
ìåôáâëçôþí óå ìéá éêáíïðïéïýóá áðïôßìçóç ðñïóäéïñßæïõí ìßá áêïëïõèßá äéá-
ìïñöþóåùí ôçò M óôçí ïðïßá ðñþôç åßíáé ç áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç ìå åßóïäï
ôï w, ç ôåëéêÞ åßíáé äéáìüñöùóç áðïäï÷Þò êÜèå ìßá äå ðñïêýðôåé áðü ôçí
ðñïçãïýìåíç óýìöùíá ìå ôïõò êáíüíåò ìåôÜâáóçò ôçò M , ðñüêåéôáé äçëáäÞ
ãéá õðïëïãéóìü áðïäï÷Þò ôçò w.

Áí. Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé ç M áðïäÝ÷åôáé ôçí w. ÕðÜñ÷åé êáôÜ óõíÝðåéá
áêïëïõèßá äéáìïñöþóåùí ôçò M ðïõ áðü ôçí áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç êáôáëÞãåé
óå äéáìüñöùóç áðïäï÷Þò. Ç áðïôßìçóç ç ïðïßá óå êÜèå ìåôáâëçôÞ äßäåé ôéìÞ
óýìöùíá ìå ôéò äéáìïñöþóåéò áõôÝò, ðñïöáíþò éêáíïðïéåß ôçí '. 2

Óôï ðáñáðÜíù èåþñçìá Ý÷ïõìå äåßîåé êáé êÜôé éó÷õñüôåñï áðü ôçí NP-
ðëçñüôçôá ôïõ sat. Áí ðáñáôçñÞóïõìå ôçí óõíôáêôéêÞ ìïñöÞ ôïõ óôéãìéïôý-
ðïõ ôïõ sat ðïõ êáôáóêåõÜóáìå, èá äïýìå üôé ç óõíÜñôçóç ' åßíáé óõæåýîåéò
äéáæåýîåùí. Ïé äéáæåýîåéò ëÝãïíôáé êáé ðñïôÜóåéò (clauses). Ç ' óõíåðþò
åðéâÜëëåé ôçí ôáõôü÷ñïíç éêáíïðïßçóç üëùí ôùí ðñïôÜóåùí áðü ôéò ïðïßåò
áðáñôßæåôáé. ¼ôáí Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ sat åßíáé óôçí ìïñöÞ áõôÞ ëÝìå üôé
åßíáé óå êáíïíéêÞ óõæåõêôéêÞ ìïñöÞ (conjuctive normal formal Þ CNF). ÌÜëé-
óôá ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò óáí sat áíáöÝñåôáé óôçí âéâëéïãñáößá ç êáíïíéêÞ
óõæåõêôéêÞ ìïñöÞ. Óôçí ïõóßá äçëáäÞ äåßîáìå:

Ðüñéóìá 4.1 Ôï sat åßíáé NP-ðëÞñåò áêüìá êáé óå êáíïíéêÞ óõæåõêôéêÞ
ìïñöÞ.

Áðüäåéîç: ¢ìåóá áðü ôç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.3. 2

Ç âéâëéïãñáößá ãéá ôï sat ðåñéëáìâÜíåé ðïëëÝò åðéðëÝïí åéäéêÝò ìïñöÝò
ôïõ ïé ïðïßåò ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñåéò. Èá åîåôÜóïõìå áñêåôÝò áðü áõôÝò óôï
åðüìåíï êåöÜëáéï.

Ðáñüëï ðïõ ôï Èåþñçìá 4.3 äåß÷íåé üôé ôï sat åßíáé óôçí ãåíéêüôçôá ôïõ
êáé óôçí êáíïíéêÞ óõæåõêôéêÞ ìïñöÞ NP-ðëÞñåò, Üëëåò ìïñöÝò ôïõ åßíáé ðï-
ëõùíõìéêÝò. Ìßá ìÜëéóôá áðü áõôÝò Ý÷åé éäéáßôåñç óçìáóßá äéüôé åßíáé ðëÞñçò
áõôÞ ôç öïñÜ ãéá ôçí êëÜóç P .

Ïñéóìüò 4.3 ÏíïìÜæïõìå ìßá ëïãéêÞ ðñüôáóç Horn áí åßíáé äéÜæåõîç ëïãé-
êþí ìåôáâëçôþí ôï ðïëý ìßá áðü ôéò ïðïßåò åßíáé ÷ùñßò Üñíçóç. Ìßá ëïãéêÞ
Ýêöñáóç åßíáé Horn áí åßíáé óýæåõîç Horn ðñïôÜóåùí. ÔÝëïò hornsat ïíï-
ìÜæïõìå ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò óôï ïðïßï äßäåôáé ìßá Horn Ýêöñáóç êáé
æçôåßôáé áí åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

ÐáñÜäåéãìá 4.1 Ç ðáñáêÜôù ëïãéêÞ Ýêöñáóç åßíáé Horn:

(¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x4 ∨ x5) ∧ (x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3 ∨ ¬x4) ∧ (¬x1 ∨ ¬x3 ∨ x5) ∧ (x3)
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Ïé ðñïôÜóåéò Horn ðïëëÝò öïñÝò ïíïìÜæïíôáé êáé óõíåðáãùãÝò (implica-
tions). Áõôü äéêáéïëïãåßôáé äéüôé ìéá ðñüôáóç Horn óôçí ïõóßá ëÝãåé üôé
ç ôáõôü÷ñïíç áëÞèåéá êÜðïéùí ìåôáâëçôþí (áõôþí ðïõ åìöáíßæïíôáé ìå Üñ-
íçóç) óõíåðÜãåôáé êáé ôçí áëÞèåéá ôçò èåôéêÞò ìåôáâëçôÞò. Ãéá ðáñÜäåéãìá
ç ðñþôç ðñüôáóç ôïõ ðáñáäåßãìáôïò åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ëïãéêÞ óõíåðá-
ãùãÞ: x1 ∧ x2 ∧ x4 −→ x5.

Èåþñçìá 4.4 Ôï hornsat åßíáé P-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Äåß÷íïõìå êáô' áñ÷Þ üôé ôï hornsat áíÞêåé óôï P . Áò ðáñáôç-
ñÞóïõìå üôé ïé ìüíåò ðñïôÜóåéò ðïõ ìðïñåß íá åðéâÜëïõí óå êÜðïéá ìåôáâëçôÞ
íá åßíáé áëçèÞò åßíáé ïé óõíåðáãùãÝò, ïé ðëÞñùò áñíçôéêÝò ðñïôÜóåéò éêáíï-
ðïéïýíôáé ìüíï ìå øåõäåßò ìåôáâëçôÝò. Óôçí óõíÝ÷åéá åêôåëïýìå óõíå÷þò ôï
ðáñáêÜôù âÞìá: óõíôçñïýìå óõíå÷þò Ýíá óýíïëï ìåôáâëçôþí T ïé ïðïßåò
ðñÝðåé íá åßíáé êáô' áíÜãêç áëçèåßò. Áñ÷ßæïõìå ëïéðüí áðü ôéò ðñïôÜóåéò
ðïõ åßíáé ìüíï ìßá èåôéêÞ ìåôáâëçôÞ üðùò ïé (x2) êáé (x3) óôï ðáñÜäåéãìá.
ÁõôÝò ðñïöáíþò ðñåðåé íá ãßíïõí êáô' áíÜãêç áëçèåßò. Áí äåí õðÜñ÷ïõí,
ôüôå ç Ýêöñáóç åßíáé ðñïöáíþò éêáíïðïéÞóéìç êÜíïíôáò üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò
øåõäåßò. ÅîåôÜæïõìå äéáäï÷éêÜ ôéò óõíåðáãùãÝò êáé áí ïé áñíçôéêÝò ôïõò
ìåôáâëçôÝò åßíáé áëçèåßò ôüôå ðñïóèÝôïõìå êáé ôçí èåôéêÞ óôï T . Óôï ðá-
ñÜäåéãìá, ç óõíåðáãùãÞ (x2 ∧ x3 −→ x5) åðéâÜëåé óôçí x5 íá ãßíåé áëçèÞò.
ÅðåéäÞ êÜèå öïñÜ ìßá ôïõëÜ÷éóôïí ìåôáâëçôÞ ðñïóôßèåôáé óôï T , áõôÞ ç äéá-
äéêáóßá èá ôåëåéþóåé óå ÷ñüíï O(nm) üðïõ n ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí êáé
m ôùí ðñïôÜóåùí. Áðü ôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôïõ T üëåò ïé ìåôáâëçôÝò óå
áõôü ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá åßíáé áëçèåßò ãéá íá éêáíïðïéçèåß ç Ýêöñáóç. Áí
ëïéðüí êÜðïéá ðëÞñùò áñíçôéêÞ Ýêöñáóç äåí ìðïñåß íá éêáíïðïéçèåß åðåéäÞ ïé
ìåôáâëçôÝò ôçò åßíáé üëåò óôï T , ôüôå êáé ç Ýêöñáóç åßíáé ìç éêáíïðïéÞóéìç.
Áëëéþò äßíïõìå ôçí ôéìÞ øåõäÞò óôéò õðüëïéðåò ìåôáâëçôÝò êáé Ý÷ïõìå ôçí
óõíïëéêÞ áðïôßìçóç. Ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò åßíáé ðñïöáíþò O(nm).

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé ðëÞñåò ãéá ôï P ðñÝðåé íá áíÜ-
ãïõìå êÜèå ãëþóóá óôï P óôï hornsat. ¸óôù ëïéðüí ìéá ãëþóóá L ç
ïðïßá áðïöáóßæåôáé áðü ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ ìç÷áíÞ Turing M .
Èá ðñÝðåé äïèåßóçò ôçò M êáé ìéáò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w íá êáôáóêåõÜ-
óïõìå ìßá Horn Ýêöñáóç ' Ýôóé þóôå ç M íá áðïäÝ÷åôáé ôï w áíí ç ' åßíáé
éêáíïðïéÞóéìç. Ç êáôáóêåõÞ åßíáé ðáíïìïéüôõðç ìå ôçí êáôáóêåõÞ ðïõ Ýãéíå
óôï Èåþñçìá 4.3. Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé 7 ðåñéïñéóìïß ðïõ ôÝèçêáí ãéá ôçí ïñèÞ
ðåñéãñáöÞ ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò M , áóöáëþò éó÷ýïõí êáé ôþñá. Ôï ßäéï êáé
ïé åðéìÝñïõò óõíáñôÞóåéò ðïõ êáôáóêåõÜóôçêáí ãéá íá ôïõò åðéâÜëïõí. Ìßá
ìüíï äéáöïñÜ õðÜñ÷åé: ç ìç÷áíÞ M ôþñá åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ êáé óõíåðþò
ìüíï ìßá ìåôÜâáóç åßíáé äõíáôÞ êÜèå öïñÜ. Áí ðáñáôçñÞóïõìå üìùò êáé ôéò
7 óõíáñôÞóåéò ðïõ êáôáóêåõÜóáìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.3, åßíáé
üëåò óå ìïñöÞ Horn åêôüò áðü ôçí ðñþôç ðñüôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f5 ç ïðïßá
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áêñéâþò ÷ñçóéìåýåé ãéá íá ðåñéãñÜøåé ôéò ðïëëáðëÝò ìåôáâÜóåéò ôçò ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò! Óõíåðþò óôçí ðåñßðôùóç ìáò ïé ìç áñíçôéêÝò ìåôáâëçôÝò
åßíáé ìüíï ìßá êáé Üñá êáé ç f5 åßíáé Horn ðñüôáóç. Ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.

2

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí åýñåóç ðëÞñïõò ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí êëÜóç NL.
Ôï ðñüâëçìá ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå åßíáé ìßá áêüìç ðáñáëëáãÞ ôïõ sat!

Ïñéóìüò 4.4 Ìéá kCNF Ýêöñáóç åßíáé ìéá Ýêöñáóç Boole óå êáíïíéêÞ óõ-
æåõêôéêÞ ìïñöÞ óôçí ïðïßá êÜèå ðñüôáóç Ý÷åé ôï ðïëý k ìåôáâëçôÝò. Ôï
ðñüâëçìá ksat åßíáé ôï ðñüâëçìá óôï ïðïßï æçôåßôáé áí ìßá kCNF Ýêöñáóç
åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

¼ðùò èá äïýìå óôï åðüìåíï êåöÜëáéï ôï ksat åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ïðïéïäÞ-
ðïôå k ≥ 3. ¼ôáí k = 2 üìùò ôï ðñüâëçìá ãßíåôáé ðïëõùíõìéêü êáé ìÜëéóôá
åßíáé ðëÞñåò ãéá ôçí NL (ç ïðïßá ãíùñßæïõìå üôé ðåñéÝ÷åôáé óôçí P ). Ìéá
2CNF ðñüôáóç (x ∨ y) åßíáé éóïäýíáìç ìå ôéò äýï óõíåðáãùãÝò: (¬x −→ y)
êáé (¬y −→ x). ÕðÜñ÷åé äçëáäÞ êáé åäþ üðùò óôï hornsat ç ìåôÜäïóç ìéáò
ëïãéêÞò ôéìÞò óå ìßá ìüíï ìåôáâëçôÞ. Ôï ãåãïíüò áõôü, ç Ýëëåéøç äçëáäÞ
ðïëëáðëþí åðéëïãþí, åßíáé áõôü ðïõ äéáéóèçôéêÜ êÜíåé ôï 2sat åõêïëüôåñï.
Ïé óõíåðáãùãÝò áõôÝò ôþñá èõìßæïõí ôéò áêìÝò åíüò êáôåõèõíôéêïý ãñáöÞ-
ìáôïò. Äïèåßóçò ëïéðüí ìßáò 2CNF óõíÜñôçóçò '(x1; x2; : : : ; xn) êáôáóêåõÜ-
æïõìå ôï áêüëïõèï êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G': Ôï G' Ý÷åé 2n êüìâïõò Ýíá
ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ôçò ' êáé Ýíá ãéá ôçí Üñíçóç ôçò. ÕðÜñ÷åé áêìÞ áðü ôïí
êüìâï xi óôïí êüìâï xj (i 6= j) áíí ç 2CNF ðñüôáóç (¬xi∨xj) åßíáé ðñüôáóç
ôçò '. Áò ðáñáôçñÞóïõìå ìÜëéóôá üôé áí õðÜñ÷åé ç (xi −→ xj) ôüôå õðÜñ÷åé
êáô' áíÜãêç êáé ç (¬xj −→ ¬xi).
Èåþñçìá 4.5 Ç ' åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé
óôïí G' áðü Ýíá êüìâï x óôïí êüìâï ¬x.

Áðüäåéîç: Áò ðáñáôçñÞóïõìå êáô' áñ÷Þ üôé áí ìéá éêáíïðïéïýóá ôçí ' áðïôß-
ìçóç êÜíåé ôçí x áëçèÞ, ôüôå êÜèå ðñïóçìáóìÝíç ìåôáâëçôÞ êáôÜ ìÞêïò åíüò
ìïíïðáôéïý ìå áñ÷Þ ôï x ãßíåôáé áëçèÞò. Áíôßóôñïöá áí Ýíá ìïíïðÜôé êáôá-
ëÞãåé óå øåõäÞ ìåôáâëçôÞ, ôüôå êÜèå ìåôáâëçôÞ óå êáôåýèõíóç áíôßèåôç ôçò
öïñÜò ôïõ ìïíïðáôéïý ãßíåôáé åðßóçò øåõäÞò. Ìðïñïýìå äçëáäÞ íá ðïýìå üôé
ç áëÞèåéá ìåôáäßäåôáé ìå ôçí öïñÜ ôïõ ìïíïðáôéïý åíþ ôï øÝìá áíôßóôñïöá.
Áí åðïìÝíùò ç ' åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé ôï x åßíáé áëçèÝò, ôüôå äåí õðÜñ÷åé
ìïíïðÜôé áðü ôïí x óôïí ¬x. Áí ðÜëé ôï x åßíáé øåõäÝò ôüôå äåí õðÜñ÷åé
ìïíïðÜôé áðü ôïí ¬x óôïí x. ÅðåéäÞ üìùò áðü ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ G', Ýíá
ìïíïðÜôé Ý÷åé êáé ôï óõììåôñéêü ôïõ, Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

Áíôßóôñïöá, áí äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé áðü Ýíá êüìâï x óôïí ¬x ôüôå äåí
õðÜñ÷åé êáé áðü ôïí ¬x óôïí x. Èá äåßîïõìå üôé ç ' åßíáé éêáíïðïéÞóéìç
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êáôáóêåõÜæïíôáò ìßá ëïãéêÞ áðïôßìçóç ðïõ ôçí éêáíïðïéåß. ÎåêéíÜìå áðü
ìßá áõèáßñåôç ìåôáâëçôÞ x óôçí ïðïßá äßíïõìå ôéìÞ áëÞèåéá êáé ôáõôü÷ñïíá
âÝâáéá óôçí Üñíçóç ôçò øÝìá. Áðü áõôÝò ôéò äýï ôéìÝò, üëåò ïé ìåôáâëçôÝò óôéò
ïðïßåò êáôáëÞãïõí ìïíïðÜôéá áðü ôï x ãßíïíôáé áëçèåßò êáé üëåò ïé ïðïßåò
åßíáé áñ÷Þ ìïíïðáôéþí ðñïò ôï ¬x, øåõäåßò. Äåí õðÜñ÷åé ðåñßðôùóç áíôßöáóçò
óôéò ôéìÝò áõôþí ôùí ìåôáâëçôþí ãéáôß äåí õðÜñ÷åé óôïí G' ìïíïðÜôé áðü ìéá
ìåôáâëçôÞ óôçí Üñíçóç ôçò. Óõíå÷ßæïõìå áõôÞ ôçí äéáäéêáóßá åðéëÝãïíôáò
áõèáßñåôá ìåôáâëçôÝò ÷ùñßò ôéìÞ ìÝ÷ñé üëåò ïé ìåôáâëçôÝò íá áðïêôÞóïõí
ôéìÞ. Ç áðïôßìçóç ðïõ êáôáóêåõÜóôçêå Ýôóé éêáíïðïéåß ôçí ' ãéáôß óå êÜèå
áêìÞ (xi −→ xj) (ðïõ áíôéóôïé÷åß âÝâáéá óôçí ðñüôáóç (¬xi ∨ xj)), åßôå ç xi
åßíáé øåõäÞò, åßôå ç xj áëçèÞò Þ êáé ôá äýï, óõíåðþò ç ' åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

2

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá óôçí ïõóßá áðïôåëåß êáé ìßá áíáãùãÞ ôïõ 2sat óôï
ðñüâëçìá ôçò ìç ðñïóðåëáóéìüôçôáò (non-reachability), ðñüâëçìá
ðïõ äåßîáìå óôï ËÞììá 3.4 üôé ëýíåôáé óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ëïãáñéèìêü
÷þñï. Äßíåé åðßóçò êáé Ýíá ôá÷ý ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ãéá ôçí åðßëõóç
ôïõ 2sat: Êáôáóôñþíïõìå ôï G' êáé óôçí óõíÝ÷åéá ìå áíáæÞôçóç êáôÜ âÜ-
èïò åëÝã÷ïõìå áí õðÜñ÷åé Þ ü÷é ìïíïðÜôé áðü Ýíá êüìâï óôïí áíôßèåôï ôïõ.
Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ìðïñåß íá ãßíåé óå ãñáììéêü ÷ñüíï O(n) ÷ùñßæïíôáò ôï
ãñÜöçìá óôéò éó÷õñÜ óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõ [5].

Ç ó÷Ýóç üìùò ôïõ 2sat ìå ôçí ìç ðñïóðåëáóéìüôçôá åßíáé áíÜëïãç
êáé ðñïò ôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç. Ç ìç ðñïóðåëáóéìüôçôá áíÜãåôáé óôï
2sat. Éó÷ýåé äçëáäÞ ôï èåþñçìá:

Èåþñçìá 4.6 Ç ìç ðñïóðåëáóéìüôçôá êáé ôï 2sat åßíáé ðñïâëÞìáôá
áìïéâáßá áíáãþìåíá ôï Ýíá óôï Üëëï ìå áíáãùãÝò ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ.

Áðüäåéîç: Ç ìßá êáôåýèõíóç åßíáé óôçí ïõóßá ôï Èåþñçìá 4.5 ìå ôçí åðé-
ðëÝïí ðáñáôÞñçóç üôé ç êáôáóêåõÞ ôïõ G' ãßíåôáé óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï.

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç êáôåýèõíóç, Ýóôù Ýíá óôéãìéüôõðï ôçò ìç ðñïóðå-
ëáóéìüôçôáò, äçëáäÞ ãñÜöçìá G êáé äýï äéáêåêñéìÝíïé êüìâïé s êáé t.
ÅéóÜãïõìå ìßá ëïãéêÞ ìåôáâëçôÞ ãéá êÜèå êüìâï ôïõ ãñáöÞìáôïò. Óôçí óõ-
íÝ÷åéá ãéá êÜèå áêìÞ (x; y) ôïõ G åéóÜãïõìå ôçí ðñüôáóç (¬x ∨ y). ÔÝëïò
åéóÜãïõìå êáé ôéò ðñïôÜóåéò (s) êáé (¬t). Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç óõíÜñ-
ôçóç ' ðïõ Ý÷åé ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ êáôáóêåõÜóáìå åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé
ìüíï áí äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé óôï ãñÜöçìá G áðü ôïí s óôïí t. 2

Ðüñéóìá 4.2 Ôï 2sat åßíáé NL-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Ôï Èåþñçìá 4.5 ìáò åðéôñÝðåé íá áíÜãïõìå ôï 2sat óôï ðñüâëçìá
ôçò ìç ðñïóðåëáóéìüôçôáò ôï ïðïßï ãíùñßæïõìå áðü ôï ËÞììá 3.3 üôé
ëýíåôáé óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ÷þñï O(log n). ¢ñá ôï 2sat áíÞêåé óôï NL.
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Ùò ðñïò ôçí ðëçñüôçôá åßíáé åõêïëüôåñï íá äåßîïõìå üôé ç ðñïóðåëáóé-
ìüôçôá åßíáé NL-ðëÞñçò. Áðü ôï Èåþñçìá Immerman-Szelepcs�enyi (Èåþ-
ñçìá 3.8) ãíùñßæïõìå üôé NL=co-NL êáé óõíåðþò áõôü èá óõíåðÜãåôáé üôé êáé
ç ìç ðñïóðåëáóéìüôçôá êáé (áðü ôï Èåþñçìá 4.6) ôï 2sat èá åßíáé NL-
ðëÞñç. Áò èåùñÞóïõìå ëïéðüí ìßá ãëþóóá L óôï NL ç ïðïßá áðïöáóßæåôáé
áðü ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing M óå ÷þñï O(log n). Ìðïñïýìå
åýêïëá íá ìåôáôñÝøïõìå ôï ãñÜöçìá ôùí äéáìïñöþóåùí ôçò M Ýôóé þóôå íá
Ý÷åé ìüíï ìßá äéáìüñöùóç áðïäï÷Þò (áõôü ãßíåôáé áëëÜæïíôáò üëåò ôéò ìå-
ôáâÜóåéò ðïõ ïäçãïýí óôçí qNAI ìå ìåôáâÜóåéò óå ìßá åíäéÜìåóç êáôÜóôáóç
q0 êáé ìßá ìåôÜâáóç áðü ôçí q0 óôçí qNAI). Óõíåðþò ç áðïäï÷Þ ôçò óõìâï-
ëïóåéñÜò åéóüäïõ åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ýðáñîç ìïíïðáôéïý áðü ôçí áñ÷éêÞ
äéáìüñöùóç Is óôçí ìïíáäéêÞ äéáìüñöùóç áðïäï÷Þò If , Ýíá ðñüâëçìá ðñï-
óðåëáóéìüôçôáò. ¼ëïò ï ÷åéñéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò ãßíåôáé Ýììåóá üðùò
óôï Èåþñçìá Savitch, äçëáäÞ óå ÷þñï ëïãáñéèìéêü. 2
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ÊåöÜëáéï 5

NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá áñéèìü õðïëïãéóôéêþí ðñïâëçìÜ-
ôùí ôá ïðïßá èá äåßîïõìå üôé åßíáé NP-ðëÞñç. Ôá ðåñéóóüôåñá áðü áõôÜ
Þôáí ãíùóôÜ ðñïâëÞìáôá óå ðïëëÝò ðåñéï÷Ýò ôùí Äéáêñéôþí Ìáèçìáôéêþí
êáé ôçò Åðé÷åéñçóéáêÞò ¸ñåõíáò, ðñéí áðü ôçí äéáôýðùóç ôçò èåùñßáò ôçò
NP-ðëçñüôçôáò. Áðü ôï êåöÜëáéï áõôü èá äéêáéïëïãçèåß ï éó÷õñéóìüò ðïõ
äéáôõðþóáìå óôçí Åíüôçôá 2.6 ãéá ôçí ýðáñîç óôçí êëÜóç NP ðïëëþí ÷ñÞ-
óéìùí êáé ðñáêôéêþí ðñïâëçìÜôùí.

5.1 ÐáñáëëáãÝò ôçò éêáíïðïéçóéìïôçôáò

¸÷ïõìå Þäç äåß êáé áó÷ïëçèåß ìå ôï ðñüâëçìá ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò
sat óå äéÜöïñá óçìåßá ôùí ðñïçãïõìÝíùí êåöáëáßùí. Ç óçìáóßá ôïõ ãéá ôçí
Èåùñßá Ðïëõðëïêüôçôáò ðñÝðåé íá åßíáé ðëÝïí öáíåñÞ. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá
ôïíßóïõìå áêüìç ðåñéóóüôåñï ôçí óçìáóßá áõôÞ, êõñßùò áõôÞ ôç öïñÜ, óáí
åñãáëåßï êáé áöåôçñßá ãéá ôçí áðüäåéîç íÝùí NP-ðëÞñùí ðñïâëçìÜôùí. Èá
áó÷ïëçèïýìå ìå áêüìç ôñåéò äéáöïñåôéêÝò åêäüóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò éêá-
íïðïéçóéìüôçôáò ëïãéêþí åêöñÜóåùí, ôï 3sat, ôï mon3sat, êáé ôï maxsat.
¼ðùò èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá, ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ êëçñïíïìïýí ôçí äõóêï-
ëßá ôïõ sat, åßíáé êáé áõôÜ NP-ðëÞñç. Óôï Ó÷Þìá 5.1 ðáñïõóéÜæïõìå ôéò
áíáãùãÝò ðïõ èá áêïëïõèÞóïõí. Èá åßìáóôå ðïý áíáëõôéêïß êáé ôõðéêïß óôéò
áðïäåßîåéò, ôïõëÜ÷éóôïí óôá ðñþôá ðñïâëÞìáôá, þóôå íá ãßíåé üóï ôï äõíáôï
ðéï êáôáíïçôÞ ç ìåèïäïëïãßá ôÝôïéùí áðïäåßîåùí.

Ôï ðñüâëçìá ôçò 3éêáíïðïéçóéìüôçôáò (3satisfiability, 3sat) åßíáé
ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò sat üðïõ ïé ðñïôÜóåéò êÜèå óôéãìéü-
ôõðïõ Ý÷ïõí áêñéâþò 3 Üôïìá. ¼ðùò èá äåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá, êáé áõôÞ ç
åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ sat åßíáé ðëÞñçò ãéá ôçí êëÜóç NP.
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SAT

MAXSAT3SAT

MON3SAT

Ó÷Þìá 5.1: Ó÷çìáôéêÞ áíáðáñÜóôáóç áíáãùãþí óå ðñïâëÞìáôá ËïãéêÞò

Óôéãìéüôõðï: ËïãéêÞ Ýêöñáóç � óå ÓõæåõêôéêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ ïñé-
óìÝíç óå n ìåôáâëçôÝò, ìå m ðñïôÜóåéò, üðïõ êÜèå ðñüôáóç
ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 3 Üôïìá.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé áðïôßìçóç áëçèåßáò ðïõ íá éêáíïðïéåß ôçí �;

Èåþñçìá 5.1 Ôï 3sat åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Êáô' áñ÷Þí, åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï ðñüâëçìá 3sat áíÞêåé
óôçí êëÜóç NP áöïý äïèÝíôïò åíüò óôéãìéïôýðïõ áõôïý ìðïñïýìå íá ìá-
íôÝøïõìå ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò v = v1v2 · · · vn êáé íá åðáëçèåýóïõìå óå
ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï åÜí ç áðïôßìçóç áõôÞ éêáíïðïéåß ôçí �.

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï 3sat åßíáé ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç NP èá áíÜãïõìå
Ýíá ãíùóôü NP{ðëÞñåò ðñüâëçìá óôï Üãíùóôï ðñüâëçìá ìáò. Áðü ôï ðñïç-
ãïýìåíï êåöÜëáéï ãíùñßæïõìå Ýíá NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá, ôï sat. ¸óôù ëïé-
ðüí X = {x1; x2; : : : ; xn} ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí êáé C = {c1; c2; : : : ; cm}
ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ óõíèÝôïõí Ýíá ôõ÷áßï óôéãìéüôõðï f ôïõ sat.
èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ 3sat, äçëáäÞ Ýíá óýíïëï ìåôáâëç-
ôþí X ′ = {x′1; x′2; : : : ; x′n′} êáé Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí C ′ = {c′1; c′2; : : : ; c′m′},
ìå êÜèå ðñüôáóç íá ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 3 Üôïìá, ðïõ èá óõíèÝôïõí ôçí ëïãéêÞ
Ýêöñáóç �, Ýôóé þóôå, ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ç f åßíáé éêá-
íïðïéÞóéìç.

Ç êáôáóêåõÞ ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ 3sat âáóßæåôáé óôçí áíôéêáôÜóôáóç
êÜèå ðñüôáóçò ci ôçò f , i = 1; : : : ;m; áðü Ýíá óýíïëï C ′i áðü éóïäýíáìåò ðñï-
ôÜóåéò üðïõ êÜèå ìéá èá ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 3 Üôïìá. Ïé ðñïôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ
C ′i ïñßæïíôáé óôéò ìåôáâëçôÝò ôçò � áëëÜ êáé óå Ýíá óýíïëï âïçèçôéêþí ìåôá-
âëçôþí. ¸ôóé, ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ óôï ïðïßï ïñßæåôáé ç ëïãéêÞ
Ýêöñáóç � êáé ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí áõôÞò åßíáé áíôßóôïé÷á,

X ′ = X ∪
m⋃

i=1

X ′
i êáé C ′ =

m⋃

i=1

C ′i:
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¸óôù üôé ç ôõ÷áßá ðñüôáóç ci ôçò f áðïôåëåßôáé áðü Üôïìá ôïõ óõíüëïõ ôùí
ìåôáâëçôþí {z1; : : : ; zk} ⊆ X, üðïõ k èåôéêüò áêÝñáéïò, k ≤ n. Ôï óýíïëï
ôùí ðñïôÜóåùí ôçò � ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí ci åîáñôÜôáé áðü ôçí ôéìÞ ôïõ k:

k = 1: Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ci áðïôåëåßôáé áðü Ýíá ìüíï Üôïìï, Ýóôù ôï
z1. Ãéá ôïí ïñéóìü ôïõ óõíüëïõ C ′i ôùí ðñïôÜóåùí ôçò � ÷ñçóéìïðïéïýìå
ôï óýíïëï ôùí âïçèçôéêþí ìåôáâëçôþí X ′

i = {y1
i ; y2

i } (äýï âïçèçôéêÝò
ìåôáâëçôÝò). Ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí C ′i åßíáé:

C ′i = {(z1 ∨ y1
i ∨ y2

i ); (z1 ∨ ¬y1
i ∨ y2

i ); (z1 ∨ y1
i ∨ ¬y2

i ); (z1 ∨ ¬y1
i ∨ ¬y2

i )}:
Ôï C ′i ïñßæåôáé óôç ìåôáâëçôÞ z1 êáé óôéò äýï íÝåò âïçèçôéêÝò ìåôáâëç-
ôÝò ôïõ óõíüëïõ X ′

i.

k = 2: Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ci áðïôåëåßôáé áðü äýï Üôïìá, Ýóôù ôá
z1; z2. Ãéá ôïí ïñéóìü ôïõ C ′i ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýíïëï ôùí âïçèçôéêþí
ìåôáâëçôþí X ′

i = {y1
i } (ìßá âïçèçôéêÞ ìåôáâëçôÞ). Ôï óýíïëï ôùí

ðñïôÜóåùí C ′i åßíáé:

C ′i = {(z1 ∨ z2 ∨ y1
i ); (z1 ∨ z2 ∨ ¬y1

i )}:

k = 3: Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ci áðïôåëåßôáé áðü ôñßá Üôïìá êáé ðáñáìÝíåé
ùò Ý÷åé óôçí ëïãéêÞ Ýêöñáóç �. ÄçëáäÞ, X ′

i = ∅ (êáììßá âïçèçôéêÞ
ìåôáâëçôÞ) êáé C ′i = {ci}:

k > 3: Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óýíïëï ôùí k−3 âïçèçôé-
êþí ìåôáâëçôþí X ′

i = {yji : 1 ≤ j ≤ k− 3}. Ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí
C ′i åßíáé:

C ′i = {(z1 ∨ z2 ∨ y1
i )} ∪ {(¬yji ∨ zj+2 ∨ yj+1

i ) : 1 ≤ j ≤ k − 4}
∪ {(¬yk−3

i ∨ zk−1 ∨ zk)}:

Ïñßóáìå Ýôóé óå êÜèå ðåñßðôùóç ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí C ′i ôçò � ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óå êÜèå ðñüôáóç ci ôçò f . Îåêéíþíôáò ëïéðüí áðü Ýíá ôõ÷áßï
óôéãìéüôõðï f ôïõ sat êáôáóêåõÜóáìå Ýíá óôéãìéüôõðï � ôïõ 3sat.

Èá äåßîïõìå ôþñá üôé ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ç f åßíáé
éêáíïðïéÞóéìç. Ãé' áõôü áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí
C ′i ôçò � åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áí êáé ìüíï áí ç ðñüôáóç ci ôçò � åßíáé éêá-
íïðïéÞóéìç. Êáé áõôü äéüôé, áðü ôïí ôñüðï ðïõ êáôáóêåõÜóáìå ôá óýíïëá
ôùí ðñïôÜóåùí ôçò �, êÜèå óýíïëï ðñïôÜóåùí C ′i ïñßóôçêå óôï óýíïëï ôùí
âïçèçôéêþí ìåôáâëçôþí X ′

i ôá óôïé÷åßá ôïõ ïðïßïõ åßíáé äéáöïñåôéêÜ áðü ôá
óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ âïçèçôéêþí ìåôáâëçôþí X ′

j ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï óýíïëï
ôùí ðñïôÜóåùí C ′j ôçò �
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Áò õðïèÝóïõìå áñ÷éêÜ üôé ç ðñüôáóç ci åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé Ýóôù t :
X → {0; 1} ìéá áðïôßìçóç áëÞèåéáò ðïõ ôçí éêáíïðïéåß. Èá äåßîïõìå üôé
ç t ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò t′ : X ′ → {0; 1} ðïõ íá
éêáíïðïéåß ôï óýíïëï C ′i. Åöüóïí ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí X ′\X ÷ùñßæåôáé
óôá óýíïëá X ′

i, êáé ïé ìåôáâëçôÝò óå êÜèå óýíïëï X ′
i åìöáíßæïíôáé ìüíï óôï

óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí C ′i, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç áðïôßìçóç áëçèåßáò t ìðïñåß
íá åðåêôáèåß êÜèå öïñÜ óôá óýíïëá X ′

i êáé íá åðáëçèåýóïõìå üôé ç áðïôßìçóç
áõôÞ éêáíïðïéåß ôï áíôßóôïé÷ï óýíïëï ðñïôÜóåùí C ′i. Áò åîåôÜóïõìå ëïéðüí
ìéá ðñïò ìéá ôéò ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò:

k = 1: Ôï óýíïëï C ′i éêáíïðïéåßôáé áðü ôçí ôéìÞ ðïõ áðïäßäåé ç t óôç ìå-
ôáâëçôÞ z1. ¢ñá ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ X ′

i ìðïñïýí íá ðÜñïõí áõèáßñåôåò
ôéìÝò.

k = 2: Ôï óýíïëï C ′i éêáíïðïéåßôáé áðü ôéò ôéìÝò ðïõ áðïäßäåé ç t óôéò
ìåôáâëçôÞ z1 êáé z2. ¢ñá ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ X ′

i ìðïñïýí åðßóçò íá
ðÜñïõí áõèáßñåôåò ôéìÝò.

k = 3: Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ìïíáäéêÞ ðñüôáóç ôïõ C ′i éêáíïðïéåßôáé Þäç
áðü ôçí t.

k > 3: Áöïý ç t éêáíïðïéåß ôçí ci, õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò
l ãéá ôï ïðïßï ôï Üôïìï zl éêáíïðïéåßôáé áðü ôçí t. Áí l = 1 Þ l = 2,
ôüôå èÝôïõìå t(yji ) = 0. Áí l = k − 1 Þ l = k, ôüôå èÝôïõìå t(yji ) = 1.
ÔÝëïò, óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç èÝôïõìå t(yji ) = 1, üôáí 1 ≤ j ≤ l − 2,
êáé t(yji ) = 0 üôáí l − 1 ≤ j ≤ k − 3. Ìå áõôü ôïí ôñüðï ç áðïôßìçóç
áëçèåßáò t′ éêáíïðïéåß êÜèå ðñüôáóç ôïõ óõíüëïõ C ′i.

Óå êÜèå ðåñßðôùóç ëïéðüí, ç áðïôßìçóç áëçèåßáò t ðïõ éêáíïðïéåß ôçí ëïãéêÞ
Ýêöñáóç f ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå ìéá t′ ðïõ éêáíïðïéåß ôçí �. Áíôßóôñïöá
ôþñá, áò õðïèÝóïõìå üôé ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé Ýóôù t′ ìéá áðïôßìçóç
áëçèåßáò áõôÞò. Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò, áðü ôïí ôñüðï ðïõ êáôáóêåõÜ-
óáìå ôçí �, üôé ï ðåñéïñéóìüò t ôçò t′ óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ óõíüëïõ X åßíáé
ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò ðïõ éêáíïðïéåß êÜèå ðñüôáóç ôçò f . ¢ñá ç ëïãéêÞ
Ýêöñáóç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ç f åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ï ðáñáðÜíù ìå-
ôáó÷çìáôéóìüò ìðïñåß íá ãßíåé óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï óôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ,
ðïõ óôçí ðåñßðôùóç ìáò åßíáé ôï ìÝãåèïò ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò
sat. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí ðñïôÜóåùí ôçò � (ðñïôÜóåéò ìå 3 Üôïìá
ç êÜèå ìéá) åßíáé ôçò ôÜîçò O(nm). ¢ñá, ôï ìÝãåèïò ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ
3sat öñÜóóåôáé áðü ìéá ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ ôõ÷áßïõ
óôéãìéïôýðïõ ôïõ sat. Ãéá íá ãßíåé åðïìÝíùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò áðáéôåßôáé
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óôáèåñüò áñéèìüò áðü âïçèçôéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ êáôá÷ùñïýí ðïëõùíõìéêÜ
ìåãÜëïõò áñéèìïýò, óõíåðþò O(log(nm)) ÷þñïò åßíáé áñêåôüò. 2

Ôï 3sat åßíáé ôï ðåñéóóüôåñï ÷ñçóéìïðïéïýìåíï ðñüâëçìá ãéá ôçí áðü-
äåéîç åíüò áðïôåëÝóìáôïò NP-ðëçñüôçôáò. Ôï 3sat ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
üðïõ êáé ôï sat êáé åðéðëÝïí äßíåé áðëïýóôåñåò áðïäåßîåéò. Åðßóçò, åðåéäÞ
ðåñéëáìâÜíåé óôç äéáôýðùóç ôïõ ìéá ðñüôáóç ôçò ËïãéêÞò åßíáé åõêïëüôåñï
íá ôï £ìéìçèåß¤ ôï ðñüâëçìá ðïõ èÝëïõìå íá äåßîïõìå NP-ðëÞñåò áðü ôï áí
÷ñçóéìïðïéïýóáìå Üëëï ðñüâëçìá óáí áöåôçñßá. ÓõíÞèùò, áí ç öýóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò äåí õðïäåéêíýåé Üìåóá ðéï ðñüâëçìá ðñÝðåé íá åðéëÝîïõìå ãéá
ôçí áíáãùãÞ ìáò, åßíáé êáëÞ ôáêôéêÞ íá áñ÷ßæïõìå áðü ôï 3sat.

Ôï ðñüâëçìá ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò ìéáò ëïãéêÞò Ýêöñáóçò � æçôÜ áí õðÜñ-
÷åé Þ ü÷é ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò ðïõ íá éêáíïðïéåß êÜèå ðñüôáóç ôçò �. Åßíáé
ëïãéêü íá áíáñùôçèåß êáíåßò áí õðÜñ÷åé ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò ðïõ íá ìçí
éêáíïðïéåß êáô' áíÜãêç üëåò ôçò ðñïôÜóåéò ôçò � áëëÜ üóï ôï äõíáôü ðåñéóóü-
ôåñåò. Ðñüêåéôáé ãéá ôçí Ýêäïóç âåëôéóôïðïßçóçò ôïõ sat, ôï ðñüâëçìá ôçò
ìÝãéóôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò (maximum satisfiability Þ maxsat ãéá
óõíôïìßá), ç ïðïßá ìðïñåß íá ðÜñåé ôç ìïñöÞ ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò ïñßæïíôáò
ùò óôü÷ï Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï K:

Óôéãìéüôõðï: ËïãéêÞ Ýêöñáóç � óå ÊÓÌ ïñéóìÝíç óå n ìåôáâëçôÝò, ìå
m ðñïôÜóåéò, êáé èåôéêüò áêÝñáéïò k ≤ m.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé áðïôßìçóç áëçèåßáò ðïõ íá éêáíïðïéåß ôïõëÜ÷éóôïí
k ðñïôÜóåéò ôçò �;

Èåþñçìá 5.2 Ôï maxsat åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï maxsat áíÞêåé óôçí êëÜóç NP áöïý
ìðïñïýìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï íá ìáíôÝøïõìå ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò êáé
íá åðáëçèåýóïõìå üôé ç áðïôßìçóç áõôÞ éêáíïðïéåß ôïõëÜ÷éóôïí k ðñïôÜóåéò
ôçí �. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï maxsat åßíáé ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç NP èá
áíÜãïõìå ôï ðñüâëçìá sat óôï maxsat.

Ç áíáãùãÞ åßíáé ðïëý áðëÞ: áñêåß íá äïýìå üôé ôï maxsat åßíáé ìéá ãåíß-
êåõóç ôïõ sat, äçëáäÞ üôé êÜèå óôéãìéüôõðï ôïõ sat åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç
ôïõ maxsat üðïõ ç ðáñÜìåôñïò k ôõ÷áßíåé íá åßíáé ßóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí
ðñïôÜóåùí, m. Áõôü ôï åßäïò ôçò áíáãùãÞò åßíáé áñêåôÜ óõ÷íü êáé ðïëý
÷ñÞóéìï óôï íá áðïäåéêíýïõìå üôé êÜðïéá ðñïâëÞìáôá åßíáé NP-ðëÞñç.

ÔõðéêÜ ç áíáãùãÞ êáôáóêåõÜæåé áðü Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ sat Ýíá óôéã-
ìéüôõðï ôïõ maxsat üðïõ ç ìåí Ýêöñáóç � åßíáé ðáíïìïéüôõðç ìå ôïõ sat,
ï äå áêÝñáéïò K åßíáé üóåò ïé ðñïôÜóåéò ôïõ sat. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï
äïèÝí sat åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áíí õðÜñ÷åé áðïôßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß K Þ
ðåñéóóüôåñåò ðñïôÜóåéò ôïõ maxsat. 2
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Ôï ðñüâëçìá ôçò ìïíüôïíçò 3éêáíïðïéçóéìüôçôáò (mon3sat) áðï-
ôåëåß åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ 3sat üðïõ êÜèå ðñüôáóç ðåñéÝ÷åé 3 Üôïìá åßôå
üëá ìå èåôéêü åßôå üëá ìå áñíçôéêü ðñüóçìï. Èá äåßîïõìå üôé ôï ðñüâëçìá
mon3sat åßíáé ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç NP.

Óôéãìéüôõðï: ËïãéêÞ Ýêöñáóç � óå ÊÓÌ ïñéóìÝíç óå n ìåôáâëçôÝò, ìå
m ðñïôÜóåéò, üðïõ êÜèå ðñüôáóç ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 3 Üôïìá
åßôå ìå èåôéêü åßôå ìå áñíçôéêü ðñüóçìï.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé áðïôßìçóç áëçèåßáò ðïõ íá éêáíïðïéåß ôçí �;

Èåþñçìá 5.3 Ôï mon3sat åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Êáô' áñ÷Þí, åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï mon3sat áíÞêåé óôçí
êëÜóç NP áöïý ìðïñïýìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï íá ìáíôÝøïõìå ìéá áðï-
ôßìçóç áëçèåßáò êáé íá åðáëçèåýóïõìå åÜí ç áðïôßìçóç áõôÞ éêáíïðïéåß ôçí
�.

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï mon3sat åßíáé ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç NP èá áíÜ-
ãïõìå ôï 3sat (ãíùóôü NP{ðëÞñåò ðñüâëçìá) óôï mon3sat. ¸óôù ëïéðüí
X = {x1; x2; : : : ; xn} ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí êáé C = {c1; c2; : : : ; cm} ôï
óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ óõíèÝôïõí Ýíá ôõ÷áßï óôéãìéüôõðï f ôïõ 3sat
(êÜèå ðñüôáóç ci; i = 1; : : : ;m; ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 3 Üôïìá). èá êáôáóêåõÜ-
óïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ mon3sat, äçëáäÞ Ýíá óýíïëï ìåôáâëçôþí X ′ =
{x′1; x′2; : : : ; x′n′} êáé Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí C ′ = {c′1; c′2; : : : ; c′m′}, ìå êÜèå
ðñüôáóç c′j; j = 1; : : : ;m′;íá ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 3 Üôïìá, åßôå üëá ìå èåôéêü
åßôå üëá ìå áñíçôéêü ðñüóçìï, ðïõ èá óõíèÝôïõí ôçí ëïãéêÞ Ýêöñáóç �, Ýôóé
þóôå, ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç Üí êáé ìüíï áí ç f åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

Ç êáôáóêåõÞ ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ mon3sat âáóßæåôáé óôçí áíôéêáôÜ-
óôáóç êÜèå ðñüôáóçò ci ôçò f , i = 1; : : : ;m; áðü Ýíá óýíïëï C ′i áðü éóïäý-
íáìåò ðñïôÜóåéò üðïõ êÜèå ìéá èá ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 3 Üôïìá åßôå üëá èåôéêÜ
åßôå üëá áñíçôéêÜ. Ïé ðñïôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ C ′i ïñßæïíôáé óôéò ìåôáâëçôÝò
ôçò f áëëÜ êáé óå Ýíá óýíïëï âïçèçôéêþí ìåôáâëçôþí. ¸ôóé, ôï óýíïëï
ôùí ìåôáâëçôþí óôï ïðïßï ïñßæåôáé ç ëïãéêÞ Ýêöñáóç � êáé ôï óýíïëï ôùí
ðñïôÜóåùí áõôÞò åßíáé áíôßóôïé÷á,

X ′ = X ∪
m⋃

i=1

X ′
i êáé C ′ =

m⋃

i=1

C ′i:

¸óôù üôé ç ôõ÷áßá ðñüôáóç ci ôçò f áðïôåëåßôáé áðü Üôïìá ôïõ óõíüëïõ
ôùí ìåôáâëçôþí {zi1 ; zi2; zi3} ⊆ X, ôá ïðïßá åìöáíßæïíôáé óôçí ci ìå ôõ÷áßï
ðñüóçìï. ÅîåôÜæïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

1. ci = (zi1 ∨ zi2 ∨ zi3): Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí
ôçò � ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí ci ðåñéÝ÷åé áðëÜ ôçí ðñüôáóç ci, äçëáäÞ
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C ′i = {ci} êáé X ′
i = ∅, ìéáò êáé üëá ôá Üôïìá ôçò ci Ý÷ïõí èåôéêü

ðñüóçìï.

2. ci = (¬zi1 ∨ zi2 ∨ zi3): Ãéá ôïí ïñéóìü ôùí ðñïôÜóåùí C ′i ôçò � ÷ñç-
óéìïðïéïýìå 2 âïçèçôéêÝò ìåôáâëçôÝò X ′

i = {y1
i ; y2

i } êáé ôï óýíïëï C ′i
ïñßæåôáé ùò

C ′i = {(¬zi1 ∨ ¬y1
i ∨ ¬y2

i ); (y
1
i ∨ zi2 ∨ zi3); (y2

i ∨ zi2 ∨ zi3)}:

3. ci = (¬zi1 ∨ ¬zi2 ∨ zi3): Ãéá ôïí ïñéóìü ôùí ðñïôÜóåùí C ′i ôçò � ÷ñç-
óéìïðïéïýìå 2 âïçèçôéêÝò ìåôáâëçôÝò X ′

i = {y1
i ; y2

i } êáé ôï óýíïëï C ′i
ïñßæåôáé ùò

C ′i = {(¬zi1 ∨ ¬zi2 ∨ ¬y1
i ); (¬zi1 ∨ ¬zi2 ∨ ¬y2

i ); (y
1
i ∨ y2

i ∨ zi3)}:

4. ci = (¬zi1 ∨ ¬zi2 ∨ ¬zi3): ¼ðùò êáé óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, C ′i = {ci}
êáé X ′

i = ∅.
Ïñßóáìå Ýôóé óå êÜèå ðåñßðôùóç ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí C ′i ôçò � ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óå êÜèå ðñüôáóç ci ôçò f . Îåêéíþíôáò ëïéðüí áðü Ýíá ôõ÷áßï
óôéãìéüôõðï f ôïõ 3sat êáôáóêåõÜóáìå Ýíá óôéãìéüôõðï � ôïõ mon3sat.
Èá äåßîïõìå ôþñá üôé ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ç f åßíáé éêá-
íïðïéÞóéìç. Ãé' áõôü áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí C ′i ôçò
� åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áí êáé ìüíï áí ç ðñüôáóç ci ôçò f åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

Áò õðïèÝóïõìå áñ÷éêÜ üôé ç ðñüôáóç ci åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé Ýóôù t :
X → {0; 1} ìéá áðïôßìçóç áëÞèåéáò ðïõ ôçí éêáíïðïéåß. Èá äåßîïõìå üôé
ç t ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò t′ : X ′ → {0; 1} ðïõ íá
éêáíïðïéåß ôï óýíïëï C ′i. Åöüóïí ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí X ′\X ÷ùñßæåôáé
óôá óýíïëá X ′

i, êáé ïé ìåôáâëçôÝò óå êÜèå óýíïëï X ′
i åìöáíßæïíôáé ìüíï óôï

óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí C ′i, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç áðïôßìçóç áëçèåßáò t ìðïñåß
íá åðåêôáèåß êÜèå öïñÜ óôá óýíïëá X ′

i êáé íá åðáëçèÝõóïõìå üôé ç áðïôßìçóç
áõôÞ éêáíïðïéåß ôï áíôßóôïé÷ï óýíïëï ðñïôÜóåùí C ′i. Áò åîåôÜóïõìå ëïéðüí
ìéá ðñïò ìéá ôéò ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò:

• ¸÷ïõìå üôé ci = (zi1 ∨ zi2 ∨ zi3); C ′i = {ci} êáé X ′
i = ∅. Óå áõôÞ ôçí

ðåñßðôùóç, ôï óýíïëï C ′i éêáíïðïéåßôáé Þäç áðü ôçí t.

• ¸÷ïõìå üôé ci = (¬zi1∨zi2∨zi3); X ′
i = {y1

i ; y2
i } êáé C ′i = {(¬zi1∨¬y1

i ∨
¬y2

i ); (y1
i ∨ zi2 ∨ zi3); (y2

i ∨ zi2 ∨ zi3)}:
Ç t áðïäßäåé ôéìÞ áëÞèåéá óå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá Üôïìï ôçò ðñüôáóçò ci.
Óõíåðþò, ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü ôéò ðñïôÜóåéò ôïõ C ′i éêáíïðïéåßôáé áðü
ôéò ôéìÝò ðïõ áðïäßäåé ç t óôéò ìåôáâëçôÝò zi1 ; zi2 êáé zi3 : Åßíáé åýêïëï
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íá äïýìå üôé õðÜñ÷ïõí êáôÜëëçëåò ôéìÝò ôùí âïçèçôéêþí ìåôáâëçôþí
X ′
i ðïõ íá éêáíïðïéïýí êáé ôéò õðüëïéðåò ðñïôÜóåéò ôïõ C ′i.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù üôé t(zi1) = 1; t(zi2) = 1 êáé t(zi3) = 0; äçëáäÞ
üôé ç ðñüôáóç ci åðáëçèåýåôáé ìüíï áðü ôçí ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò zi2 .
Ç ìåôáâëçôÞ zi2 åìöáíßæåôáé ìå ôï ßäéï ðñüóçìï óôçí äåýôåñç êáé ôñßôç
ðñüôáóç ôïõ C ′i. ¢ñá áõôÝò åðáëçèåýïíôáé áõôüìáôá, áíåîÜñôçôá áðü
ôéò ôéìÝò ôùí âïçèçôéêþí ìåôáâëçôþí y1

i êáé y2
i . Ãéá íá åðáëçèåýóïõìå

ôþñá êáé ôçí ðñþôç ðñüôáóç ôïõ C ′i áñêåß íá èÝóïõìå t′(y1
i ) = 0 Þ

t′(y2
i ) = 0.

• ¸÷ïõìå üôé ci = (¬zi1 ∨ ¬zi2 ∨ zi3); X ′
i = {y1

i ; y2
i } êáé C ′i = {(¬zi1 ∨

¬zi2∨¬y1
i ); (¬zi1∨¬zi2∨¬y2

i ); (y1
i ∨y2

i ∨zi3)}: ¼ðùò êáé óôçí ðñïçãïý-
ìåíç ðåñßðôùóç, ç t åðáëçèåýåé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü ôéò ðñïôÜóåéò ôïõ
C ′i êáé åýêïëá ìðïñåß íá åðåêôáèåß, äßíïíôáò êáôÜëëçëåò ôéìÝò óôéò âïç-
èçôéêÝò ìåôáâëçôÝò y1

i êáé y2
i , Ýôóé þóôå íá åðáëçèåýåé êáé ôéò õðüëïéðåò

ðñïôÜóåéò ôïõ C ′i:

• ¸÷ïõìå üôé ci = (¬zi1 ∨ ¬zi2 ∨ ¬zi3); C ′i = {ci} êáé X ′
i = ∅. Óå áõôÞ

ôçí ðåñßðôùóç, ôï óýíïëï C ′i éêáíïðïéåßôáé Þäç áðü ôçí t.

Óå êÜèå ðåñßðôùóç ëïéðüí, ç áðïôßìçóç áëçèåßáò t ðïõ éêáíïðïéåß ôçí ëïãéêÞ
Ýêöñáóç f ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå ìéá t′ ðïõ éêáíïðïéåß ôçí �. Áíôßóôñïöá
ôþñá, áò õðïèÝóïõìå üôé ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé Ýóôù t′ ìéá áðïôßìçóç
áëçèåßáò áõôÞò. Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò, áðü ôïí ôñüðï ðïõ êáôáóêåõÜ-
óáìå ôçí �, üôé ï ðåñéïñéóìüò t ôçò t′ óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ óõíüëïõ X åßíáé
ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò ðïõ éêáíïðïéåß êÜèå ðñüôáóç ôçò f . ¢ñá ç ëïãéêÞ
Ýêöñáóç f åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç áñêåß íá äïýìå üôé ï ðáñáðÜíù ìåôá-
ó÷çìáôéóìüò ìðïñåß íá ãßíåé óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï óôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ.

2

5.2 ÐñïâëÞìáôá áðü ôç Èåùñßá ÃñáöçìÜôùí
Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå ìå êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé
áðü ôçí Èåùñßá ÃñáöçìÜôùí. Ç ó÷çìáôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôùí áíáãùãþí
ðïõ èá áêïëïõèÞóïõí öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 5.2.

Ïñéóìüò 5.1 ¸íá ãñÜöçìá G = (V;E) åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï V
áðü êüìâïõò êáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï E áðü áêìÝò. ÊÜèå áêìÞ e ∈ E
åßíáé Ýíá æåýãÜñé êüìâùí (i; j) ôïõ V , i 6= j. ÅÜí õðÜñ÷åé ìéá äéÜôáîç

86



5.2. ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ ÁÐÏ ÔÇ ÈÅÙÑÉÁ ÃÑÁÖÇÌÁÔÙÍ

INDEPENDENT SET HAMILTON PATH

CLIQUE NODE COVER

3SAT

Ó÷Þìá 5.2: Ó÷çìáôéêÞ áíáðáñÜóôáóç áíáãùãþí óå ðñïâëÞìáôá Èåùñßáò
ÃñáöçìÜôùí.

ìåôáîý ôùí êüìâùí i êáé j, ôüôå èá ëÝìå üôé ôï ãñÜöçìá åßíáé êáôåõèõíôéêü.
Óå äéáöïñåôéêÞ ðåñßðôùóç èá ëÝìå üôé ôï ãñÜöçìá åßíáé ìç êáôåõèõíôéêü.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìç êáôåõèõíôéêÜ ãñáöÞìáôá.

Ïñéóìüò 5.2 ¸íá áíåîÜñôçôï óýíïëï (independent set) åíüò ãñáöÞìáôïò
G = (V;E) åßíáé Ýíá óýíïëï êïñõöþí I ⊆ V ôïõ ïðïßïõ êáíÝíá æåõãÜñé
êüìâùí ôïõ äåí óõíäÝåôáé ìå áêìÞ, äçëáäÞ, ãéá êÜèå i; j ∈ I ìå i 6= j,
éó÷ýåé üôé (i; j) 6∈ E: Ùò ìÝãåèïò ôïõ I èá êáëïýìå ôïí ðëçèÜñéèìï ôïõ I.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ áíåîÜñôçôïõ óõíüëïõ (independent set) ïñßæåôáé ùò
åîÞò:

Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E) êáé áêÝñáéïò K ≥ 0:
Åñþôçóç: ¸÷åé ôï G áíåîÜñôçôï óýíïëï ìåãÝèïõò K Þ ìåãáëýôåñï;

Èåþñçìá 5.4 Ôï áíåîÜñôçôï óýíïëï åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Åßíáé öáíåñü üôé ôï independent set áíÞêåé óôçí êëÜóç NP
áöïý óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ìðïñïýìå íá ìáíôÝøïõìå Ýíá õðïóýíïëï êüìâùí
ôïõ V ìå ðëçèÜñéèìï K êáé íá åðáëçèåýóïõìå åÜí åßíáé áíåîÜñôçôï óýíïëï.
Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï independent set åßíáé NP-ðëÞñåò êÜíïíôáò áíáãùãÞ
áðü ôï 3sat. ¸óôù Ýíá ôõ÷áßï óôéãìéüôõðï ôïõ 3sat: ËïãéêÞ Ýêöñáóç �
ìå m ðñïôÜóåéò C1; : : : ; Cm;, ïñéóìÝíç óå n ìåôáâëçôÝò. Èá êáôáóêåõÜóïõìå
Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ independent set, äçëáäÞ Ýíá ãñÜöçìá G = (V;E) êáé
Ýíáí ìç áñíçôéêü áêÝñáéï K, Ýôóé þóôå ï G Ý÷åé áíåîÜñôçôï óýíïëï ìåãÝèïõò
ôïõëÜ÷éóôïí K áí êáé ìüíï áí ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Ç êáôáóêåõÞ ôïõ G
ãßíåôáé ùò åîÞò: Ãéá êÜèå ðñüôáóç Ci = (xi1 ∨ xi2 ∨ xi3) ôçò � öôéÜ÷íïõìå
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(x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3)

x1

x3x2

x1

x2

x1

x2 x3 x3

Ó÷Þìá 5.3: ÁíáãùãÞ ôïõ 3sat óôï independent set.

ìéá ôñéÜäá êüìâùí, Ýíáò êüìâïò ãéá êÜèå Üôïìï ôçò ðñüôáóçò, ôïõò ïðïßïõò
óõíäÝïõìå ìåôáîý ôïõò ìå áêìÝò. Ìå áõôü ôïí ôñüðï Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé
m ôñßãùíá. Åðßóçò, óõíäÝïõìå ìå áêìÞ äýï êüìâïõò ðïõ áíÞêïõí óå äéá-
öïñåôéêÜ ôñßãùíá áí êáé ìüíï áí ôá Üôïìá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå áõôïýò ôïõò
êüìâïõò Ý÷ïõí áíôßèåôá ðñüóçìá. ¸íá ðáñÜäåéãìá áõôÞò ôçò êáôáóêåõÞò
öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 5.3.

Ðéï áõóôçñÜ, ç êáôáóêåõÞ ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ independent set åß-
íáé ç åîÞò: G = (V;E) ìå V = {vij : i = 1; : : : ;m; j = 1; 2; 3} êáé
E = {(vij; vik) : i = 1; : : : ;m; j 6= k}∪ {(vil; vlk) : i 6= l; xil = ¬xlk}: Åðßóçò,
èÝôïõìå K = m: Èá äåßîïõìå üôé ôï ãñÜöçìá G ðïõ êáôáóêåõÜóáìå Ý÷åé áíå-
îÜñôçôï óýíïëï ìåãÝèïõò ôïõëÜ÷éóôïí K áí êáé ìüíï áí ç ëïãéêÞ Ýêöñáóç
� åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.

¸óôù üôé ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé áíåîÜñôçôï óýíïëï I ìåãÝèïõò ôïõëÜ÷éóôïí
K. ÅðåéäÞ ìüíï Ýíáò êüìâïò áðü êÜèå ôñßãùíï ìðïñåß íá ìåôÝ÷åé óôï I êáé
õðÜñ÷ïõí m ôñßãùíá, ôï I Ý÷åé ìÝãåèïò áêñéâþò K, äçëáäÞ ðåñéÝ÷åé áêñéâþò
Ýíá êüìâï áðü êÜèå ôñßãùíï êáé êáôÜ óõíÝðåéá Ýíá Üôïìï áðü êÜèå ðñüôáóç
ôçò �. ÅðéðëÝïí, ôï I äåí ðåñéÝ÷åé óõìðëçñùìáôéêÜ Üôïìá, áöïý ïé áíôß-
óôïé÷ïé êüìâïé ôïõ G óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò ìå áêìÞ. Áò èåùñÞóïõìå ôçí
áðïôßìçóç áëÞèåéáò t ðïõ áðïäßäåé ôéìÞ áëÞèåéá óôá Üôïìá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí
óôïõò êüìâïõò ôïõ É êáé ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ óôéò õðüëïéðåò ìåôáâëçôÝò. Åßíáé
öáíåñü üôé ç t éêáíïðïéåß ôçí �.

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé Ýóôù t ìéá áðïôßìçóç
áëçèåßáò ðïõ éêáíïðïéåß ôçí �. Áíáãíùñßæïõìå Ýíá Üôïìï áðü êÜèå ðñüôáóç
ðïõ Ý÷åé ôéìÞ áëÞèåéá êáé ôïðïèåôïýìå ôïí áíôßóôïé÷ï êüìâï ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
ôñéãþíïõ óôï óýíïëï I. Ôï É áðïôåëåß áíåîÜñôçôï óýíïëï ôïõ G ìåãÝèïõò
K = m: 2

¸íá åýêïëï ðüñéóìá ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò áöïñÜ ôï ëåãüìåíï ðñü-
âëçìá ôçò êëßêáò (clique). ¸íá óýíïëï êüìâùí C ⊆ V åíüò ãñáöÞìáôïò
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1

(a) (b)

Ó÷Þìá 5.4: (a),(b) ÁíáãùãÞ ôïõ independent set óôï clique. Ôï óýíïëï
I = {2; 4; 6} áðïôåëåß áíåîÜñôçôï óýíïëï ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé êëßêá ôïõ
óõìðëçñùìáôéêïý ãñáöÞìáôïò Gc. (a) ÁíáãùãÞ ôïõ independent set óôï
node cover. Ôï óýíïëï I = {2; 4; 6} áðïôåëåß áíåîÜñôçôï óýíïëï ôïõ
ãñáöÞìáôïò åíþ ôï óýíïëï V \I = {1; 3; 5} áðïôåëåß êÜëõììá êüìâùí áõôïý.

G = (V;E) áðïôåëåß êëßêá (clique) ôïõ G åÜí êÜèå æåõãÜñé êüìâùí ôïõ C
óõíäÝåôáé ìå áêìÞ. Ôï ðñüâëçìá clique åßíáé ôï áêüëïõèï:

Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E) êáé áêÝñáéïò K ≥ 0:
Åñþôçóç: ¸÷åé ôï G êëßêá ìåãÝèïõò K Þ ìåãáëýôåñç;

Ðüñéóìá 5.1 Ôï ðñüâëçìá ôçò êëßêáò åßíáé NP-ðëÞñåò.

Åßíáé öáíåñü üôé áí ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé áíåîÜñôçôï óýíïëï I ôüôå ôï I áðïôå-
ëåß êëßêá ãéá ôï óõìðëçñùìáôéêü ãñÜöçìá Gc, êáé áíôßóôñïöá. Ôï óõìðëçñù-
ìáôéêü ãñÜöçìá Gc = (V;Ec) åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V;E) åßíáé ôï ãñÜöçìá
ðïõ Ý÷åé áêìÝò üëåò ôéò äõíáôÝò áêìÝò ðïõ ìðïñïýí íá ïñéóôïýí áðü ôïõò êüì-
âïõò ôïõ V ðëçí ôùí áêìþí ôïõ E, äçëáäÞ, Ec = {(u; v) : u 6= v; (u; v) 6∈ E}.

¸íá ðáñÜäåéãìá åíüò ãñáöÞìáôïò G êáé ôïõ óõìðëçñùìáôéêïý ôïõ, Gc,
êáèþò êáé ç ó÷Ýóç ðïõ Ý÷åé Ýíá áíåîÜñôçôï óýíïëï ôïõ G ìå ìéá êëßêá ôïõ
Gc öÜéíåôáé óôï Ó÷Þìá 5.4. Áöïý ôï ðñüâëçìá independent set åßíáé
NP-ðëÞñåò, ôï ðñüâëçìá clique åðßóçò åßíáé NP-ðëÞñåò. 2

Ïñéóìüò 5.3 ¸íá êÜëõììá êüìâùí (node cover) åíüò ãñáöÞìáôïò G =
(V;E) åßíáé Ýíá óýíïëï êïñõöþí C ⊆ V ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé üôé êÜèå áêìÞ
ôïõ G Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí êüìâï ôçò ìÝóá óôï C.

Ôï ðñüâëçìá êÜëõììá êüìâùí (node cover ) ïñßæåôáé ùò åîÞò:

Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E) êáé áêÝñáéïò K ≥ 0:
Åñþôçóç: ¸÷åé ôï G êÜëõììá êüìâùí ìåãÝèïõò K Þ ìéêñüôåñï;
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Èåþñçìá 5.5 Ôï êÜëõììá êüìâùí åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Åßíáé öáíåñü üôé áí ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé áíåîÜñôçôï óýíïëï I
ìåãÝèïõò ôïõëÜ÷éóôïí K ôüôå ôï C = V \ I áðïôåëåß êÜëõììá êïñõöþí ôïõ
G ìåãÝèïõò ôï ðïëý |V | −K: ¸íá ðáñÜäåéãìá öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 5.4 (a).
Áöïý ôï ðñüâëçìá independent set åßíáé NP-ðëÞñåò, ôï ðñüâëçìá node
cover åðßóçò åßíáé NP-ðëÞñåò. 2

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óå ìßá äýóêïëç áðüäåéîç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôçí ôå÷íéêÞ ôïõ
ó÷åäéáóìïý åéäéêþí êáôáóêåõþí (gadgets) ðïõ Ý÷ïõí óõãêåêñéìÝíåò éäéüôç-
ôåò.

Ïñéóìüò 5.4 ¸íáò êýêëïò hamilton (hamilton cycle) åíüò ãñáöÞìáôïò G =
(V;E) åßíáé Ýíáò áðëüò êýêëïò, ìïíïðÜôé {v0; : : : ; vk} ìå v0 = vk, ðïõ äéÝñ÷å-
ôáé áðü êÜèå êüìâï ôïõ V . Ôï ðñüâëçìá ôïõ êýêëïõ hamilton (hamilton
cycle ) åßíáé, äïèÝíôïò åíüò ãñáöÞìáôïò G, íá áðïöáíèïýìå åÜí ï G Ý÷åé
Þ ü÷é êýêëï hamilton.

Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E).
Åñþôçóç: ¸÷åé ôï G êýêëï hamilton;

Èåþñçìá 5.6 Ï êýêëïò hamilton åßíáé NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá.

Áðüäåéîç: Ôï ðñüâëçìá ðñïöáíþò áíÞêåé óôçí êëÜóç NP áöïý óå ðïëõù-
íõìéêü ÷ñüíï ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå ìéá áêïëïõèßá |V | ôï ðëÞèïò êüìâùí,
óôçí ïðïßá êÜèå êüìâïò åìöáíßæåôáé áêñéâþò ìßá öïñÜ, êáé íá åëÝ÷îïõìå üôé
åÜí áõôÞ ç áêïëïõèßá ó÷çìáôßæåé êýêëï hamilton.

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï hamilton cycle åßíáé êáé ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç
NP, áíÜãïõìå ôï ðñüâëçìá 3sat óå áõôü. ¸óôù ëïãéêÞ Ýêöñáóç � ìå m
ðñïôÜóåéò C1; : : : ; Ck, ïñéóìÝíç óôï óýíïëï ìåôáâëçôþí X = {x1; : : : ; xn}:
Èá êáôáóêåõÜóïõìå ãñÜöçìá G = (V;E) ôï ïðïßï Ý÷åé êýêëï hamilton
áí êáé ìüíï áí ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Ç êáôáóêåõÞ áõôÞ âáóßæåôáé óå
äéÜöïñá õðïãñáöÞìáôá ðïõ ðëçñïýí óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò êáé óõíèÝôïõí
ôï ãñÜöçìá G (óêáñéöÞìáôá, gadjets).

Ôï ðñþôï óêáñßöçìá ðáñïõóéÜæåôáé óôï Ó÷Þìá 5.5 (a). Ôï A èá åßíáé
õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ôï ïðïßï óõíäÝåôáé ìå ôï G ìüíï ìå ôïõò
êüìâïõò a, a′, b, êáé b′. Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ôï G Ý÷åé êýêëï hamil-
ton. Ôüôå ï êýêëïò hamilton èá äéÝñ÷åôáé õðï÷ñåùôéêÜ áðü ôïõò êüìâïõò
z1; z2; z3; êáé z4 êáé ìÜëéóôá ìå Ýíáí áðü ôïõò äõï ôñüðïõò, üðùò öáßíåôáé óôá
ó÷Þìáôá 5.5 (b){(c). Ìðïñïýìå ëïéðüí ìåôá÷åéñéæüìáóôå ôï õðïãñÜöçìá A
óáí íá åß÷áìå Ýíá æåõãÜñé áêìþí (a, a′) êáé (b, b′) ìå ôïí ðåñéïñéóìü ï
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b’b

a a’

b’b

a

A

a’

b’b

a

(a)

(c)

(b)

(d)

Ó÷Þìá 5.5: (a) Ôï óêáñßöçìá A óôçí áíáãùãÞ ôïõ 3sat óôï hamilton
cycle. (b)-(c) Ïé äýï ìïíáäéêïß ôñüðïé ìå ôïõs ïðïßïõò ï êýêëïò Hamilton
äéáðåñíÜ ôéò áêìÝò ôïõ A åÜí ôï A åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá êÜðïéïõ ãñáöÞìáôïò
G êáé óõíäÝåôáé ìå ôï G ìüíï ìå ôïõò êüìâïõò a; a′; b; êáé b′: (d) Ìéá ðéï
óõìðáãÞò ìïñöÞ ôïõ óêáñéöÞìáôïò A.

êýêëïò hamilton íá óõìðåñéëáìâÜíåé áêñéâþò ìßá áðü ôéò áêìÝò áõôÝò. Èá
ðáñéóôÜíïõìå ëïéðüí ôï õðïãñÜöçìá A ìå ìéá ðéï óõìðáãÞ ìïñöÞ, üðùò óôï
ó÷Þìá 5.5 (d).

Ôï äåýôåñï óêáñßöçìá ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé ôï õðïãñÜöçìá B
üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 5.6. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï B åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá
êÜðïéïõ ãñáöÞìáôïò G ôï ïðïßï óõíäÝåôáé ìå ôï G ìüíï ìå ôïõò êüìâïõò
b1; b2; b3; êáé b4: ¸óôù üôé ôï G Ý÷åé êýêëï hamilton. Ôüôå ï êýêëïò hamil-
ton äåí ìðïñåß íá äéÝñ÷åôáé ôáõôü÷ñïíá áðü üëåò ôéò áêìÝò (b1; b2); (b2; b3);
êáé (b3; b4) äéüôé ôüôå äåí èá ðåñíïýóå áðü êáíÝíá Üëëï êüìâï ôïõ B. ÊáôÜ
óõíÝðåéá ï êýêëïò hamilton èá äéÝñ÷åôáé áðü õðïóýíïëï ôùí áêìþí áõôþí.
Óôá ó÷Þìáôá 5.6 (a){(e) âëÝðïõìå ôïõò äõíáôïýò ôñüðïõò ðïõ ìðïñåß íá ãß-
íåé áõôü (õðÜñ÷ïõí êáé Üëëïé äýï áêüìá, ïé óõììåôñéêïß ôùí (b) êáé (e)).
ÕðÜñ÷ïõí äçëáäÞ 7 óõíïëéêÜ äéáöïñåôéêïß ôñüðïé ìå ôïõò ïðïßïõò ìðïñåß ï
êýêëïò hamilton íá ðåñíÜ áðü ôïõò ðáñáðÜíù êüìâïõò êáé 1 ôñüðïò ìå ôïí
ïðïßï äåí ìðïñåß, ãåãïíüò ðïõ ìáò ðáñáðÝìðåé óôïõò äõíáôïýò ôñüðïõò ðïõ
ìðïñåß íá éêáíïðïéçèåß Þ ï÷é ìéá ðñüôáóç ìå ôñßá Üôïìá. ¼ðùò 8á äïýìå óôç
óõíÝ÷åéá, ôï õðïãñÜöçìá B èá ðáßîåé ôï ñüëï ìéáò ðñüôáóçò. Ìðïñïýìå íá
ðáñéóôÜíïõìå ôï õðïãñÜöçìá B ìå ìéá ðéï óõìðáãÞ ìïñöÞ, üðùò öáßíåôáé
óôï ó÷Þìá 5.6 (f), ìå ôçí ðñïûðüèåóç Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí áðü ôá ìïíïðÜôéá ðïõ
äåß÷íïõí ôá âÝëç íá óõìðåñéëáìâÜíåôáé óôïí êýêëï hamilton.
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Ó÷Þìá 5.6: Ôï óêáñßöçìá Â óôçí áíáãùãÞ ôïõ 3sat óôï hamilton cy-
cle. (a){(e) Ïé äõíáôïß ôñüðïé, êáé ïé óõììåôñéêïß ôùí (b) êáé (e), ìå ôïõò
ïðïßïõò Ýíáò êýêëïò hamilton ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé äéÝñ÷åôáé áðü ôéò áêìÝò
(b1; b2); (b2; b3); êáé (b3; b4): (f) Ìéá ðéï óõìðáãÞ ìïñöÞ ôïõ B. ÔïõëÜ÷éóôïí
Ýíá áðü ôá ìïíïðÜôéá ðïõ äåß÷íïõí ôá âÝëç ðñÝðåé íá óõìðåñéëáìâÜíåôáé óôïí
êýêëï hamilton.

Ôï ãñÜöçìá G áðïôåëåßôáé âáóéêÜ áðü áíôßãñáöá ôùí õðïãñáöçìÜôùí A
êáé B (âëÝðå Ó÷Þìá 5.7 ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá). Ãéá êÜèå ðñü-
ôáóç Ci; i = 1; : : : ;m ôçò � óõìðåñéëáìâÜíïõìå Ýíá áíôßãñáöï ôïõ B êáé
åíþíïõìå áõôÜ ôá áíôßãñáöá ìåôáîý ôïõò ùò åîÞò: Áí bij åßíáé ï êüìâïò bj
óôï i-ïóôü õðïãñÜöçìá B, óõíäÝïõìå ôïí êüìâï bi;4 ìå ôïí bi+1;1, ãéá êÜèå
i = 1; 2; : : : ; k−1. Óôç óõíÝ÷åéá ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ xm ôçò � óõìðåñéëáìâÜ-
íïõìå ôïõò êüìâïõò x′m êáé x′′m. ÓõíäÝïõìå ôïõò êüìâïõò áõôïýò ìÝóù äýï
áíôßãñáöùí ôçò áêìÞò (x′m; x

′′
m), ôéò ïðïßåò óõìâïëßæïõìå ùò em êáé em. Ç

éäÝá åßíáé üôé åÜí ç áêìÞ em áíÞêåé óôïí êýêëï hamilton ôüôå ç ìåôáâëçôÞ
xm ðáßñíåé ôéìÞ 1 åíþ åÜí ç áêìÞ em áíÞêåé óôïí êýêëï hamilton ôüôå ç
ìåôáâëçôÞ xm ðáßñíåé ôéìÞ 0. ÊÜèå ôÝôïéï æåõãÜñé áêìþí äçìéïõñãïýí Ýíá
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Ó÷Þìá 5.7: Ôï ãñÜöçìá G ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ëïãéêÞ Ýêöñáóç � = (¬x1 ∨
x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ ¬x3): Ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò t ðïõ
éêáíïðïéåß ôçí � åßíáé ç t(x1) = 0; t(x2) = 1 êáé t(x3) = 1: Ï êýêëïò hamilton
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí t ðáñïõóéÜæåôáé ìå ôéò Ýíôïíåò áêìÝò.

ìéêñü âñü÷ï. ÓõíäÝïõìå áõôïýò ôïõò âñü÷ïò óôç óåéñÜ ðñïóèÝôïíôáò ôéò
áêìÝò (x′m; x

′′
m+1) ãéá m = 1; 2; : : : ; n − 1. ÓõíäÝïõìå áêüìá ôçí áñéóôåñÞ

ðëåõñÜ (ðñüôáóç) ôïõ ãñáöÞìáôïò ìå ôçí äåîéÜ ôïõ ðëåõñÜ (ìåôáâëçôÞ) ìÝóù
ôùí áêìþí (b1;1; x

′
1) êáé (bk;4; x

′′
n) ðïõ åßíáé ïé ðéï áêñáßåò áêìÝò ôïõ ó÷Þìá-

ôïò 5.7.

Äåí Ý÷ïõìå ïëïêëçñþóåé áêüìá ôç êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G, áöïý
äåí Ý÷ïõìå áêüìá óõó÷åôßóåé ôéò ìåôáâëçôÝò ìå ôéò ðñïôÜóåéò ôçò �. Áí ôï j-
ïóôü Üôïìï ôçò ðñüôáóçò Ci åßíáé ôï xm ôüôå ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá áíôßãñáöï
ôïõ õðïãñáöÞìáôïò A ãéá íá óõíäÝóïõìå ôçí áêìÞ (bi;j; bi;j+1) ìå ôçí áêìÞ em.
Åíþ áí ôï j-ïóôü Üôïìï ôçò ðñüôáóçò Ci åßíáé ôï ¬xm ôüôå ÷ñçóéìïðïéïýìå
Ýíá áíôßãñáöï ôïõ A ãéá íá óõíäÝóïõìå ôçí áêìÞ (bi;j; bi;j+1) ìå ôçí áêìÞ
em.
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Ó÷Þìá 5.8: Ç êáôáóêåõÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ìéá áêìÞ
em Þ em åðéñåÜæåôáé áðü ðïëëÜ áíôßãñáöÜ ôïõ õðïãñáöÞìáôïò A.

Ôï üôé óõíäÝóáìå äõï áêìÝò ôïõ G ìÝóù ôùí õðïãñáöçìÜôùí A ïõóéá-
óôéêÜ óçìáßíåé üôé áíôéêáôáóôÞóáìå êÜèå áêìÞ ìå ôéò ðÝíôå áêìÝò ôïõ ðÜíù
Þ êÜôù ôìÞìáôïò ôïõ ó÷Þìáôïò 5.6 (a) êáé ðñïóèÝóáìå åðßóçò ôéò áêìÝò ðïõ
äéÝñ÷ïíôáé áðü ôïõò êüìâïõò z1; z2; z3 êáé z4. ÊÜèå Üôïìï lm åßíáé äõíáôü íá
åìöáíßæåôáé óå ðïëëÝò ðñïôÜóåéò ôçò � êáé êáôÜ óõíÝðåéá ìéá áêìÞ em Þ em
åßíáé äõíáôü íá åðçñåÜæåôáé áðü áñêåôÜ áíôßãñáöá ôïõ A (ð.÷. ç áêìÞ em
óôï ó÷Þìá 5.7). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç óõíäÝïõìå ôá áíôßãñáöá ôïõ A óôç
óåéñÜ, áíôéêáèéóôþíôáò êáôÜëëçëá ôçí áêìÞ em Þ ôçí em ìå ìéá óåéñÜ áðü
áêìÝò, üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 5.8.

¸÷ïíôáò ïëïêëçñþóåé ðëÝïí ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G èá áðï-
äåßîïõìå üôé ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé êýêëï hamilton áí êáé ìüíï áí ç ëïãéêÞ
Ýêöñáóç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Áñ÷éêÜ áò õðïèÝóïõìå üôé ôï G Ý÷åé êýêëï
hamilton êáé Ýóôù h áõôüò. Ï êýêëïò h ðñÝðåé íá Ý÷åé åéäéêÞ ìïñöÞ:

• ÐåñéëáìâÜíåé ôçí áêìÞ (b1;1; x
′
1) åíþíïíôáò ôï áñéóôåñü ôìÞìá ôïõ ãñá-
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5.2. ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ ÁÐÏ ÔÇ ÈÅÙÑÉÁ ÃÑÁÖÇÌÁÔÙÍ

öÞìáôïò ìå ôï äåîß.

• ÌåôÜ ðåñíÜ üëïõò ôïõò êüìâïõò x′ êáé x′′ åðéëÝãïíôáò åßôå ôçí áêìÞ
em åßôå ôçí em, áëëÜ ü÷é êáé ôéò äýï.

• Óôç óõíÝ÷åéá äéÝñ÷åôáé áðü ôçí áêìÞ (bk;4; x
′′
n) êáé åðéóôñÝöåé ðÜëé óôçí

áñéóôåñÞ ðëåõñÜ ôïõ ãñáöÞìáôïò.

• ÔÝëïò, äéáðåñíÜ üëá ôá áíôßãñáöá ôïõ õðïãñáöÞìáôïò B áðü êÜôù ðñïò
ôá ðÜíù.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ï êýêëïò h äéáðåñíÜ êáé áêìÝò ôùí õðïãñáöçìÜôùí
A. ×ñçóéìïðïéïýìå áõôÜ ôá õðïãñáöÞìáôá ãéá íá äçëþóïõìå üôé ï êýêëïò h
äéáðåñíÜ åßôå ôçí ìßá åßôå ôçí Üëëç áêìÞ áðü áõôÝò ðïõ óõíäÝïõí ôá õðïãñá-
öÞìáôá A.

¸÷ïíôáò ëïéðüí Ýíáí êýêëï hamilton h, ïñßæïõìå ìéá áðïôßìçóç áëçèåßáò
ãéá ôçí � ùò åîÞò: áí ç áêìÞ em áíÞêåé óôïí h ôüôå xm = 1 åíþ áí ç áêìÞ em
áíÞêåé óôïí h ôüôå xm = 0: Ç áðïôßìçóç áõôÞ éêáíïðïéåß ôçí �. ÐñÜãìáôé,
áí èåùñÞóïõìå ìéá ðñüôáóç Ci ôçò � êáé ôï áíôßóôïé÷ï õðïãñÜöçìá B ôïõ
G. ÊÜèå áêìÞ (bi;j; bi;j+1) óõíäÝåôáé ìÝóù åíüò õðïãñáöÞìáôïò A åßôå ìå ôçí
áêìÞ em åßôå ìå ôçí em, áíÜëïãá ìå ôïí áí ôï j-ïóôü Üôïìï ôçò ðñüôáóçò
åßíáé ôï xm Þ ôï ¬xm. Ç áêìÞ (bi;j; bi;j+1) áíÞêåé óôïí h áí êáé ìüíï áí ôï
áíôßóôïé÷ï Üôïìï Ý÷åé ôéìÞ 0. Åöüóïí êÜèå ìéá áðü ôéò ôñåéò áêìÝò (bi;1; bi;2);
(bi;2; bi;3) êáé (bi;3; bi;4) ôçò ðñüôáóçò Ci áíÞêïõí óå Ýíá õðïãñÜöçìá B, äåí
ìðïñïýí êáé ïé ôñåéò ôáõôü÷ñïíá íá áíÞêïõí óôïí h. Ìßá ëïéðüí áðü ôéò
áêìÝò ðñÝðåé íá Ý÷åé Ýíá áíôßóôïé÷ï Üôïìï ìå ôéìÞ 1 êáé Ýôóé ç ðñüôáóç
Ci éêáíïðïéåßôáé. Êáé áõôü éó÷ýåé ãéá êÜèå ðñüôáóç ôçò �. ¢ñá ç � åßíáé
éêáíïðïéÞóéìç.

Áíôßóôñïöá ôþñá, Ýóôù üôé ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áðü êÜðïéá áðïôßìçóç
áëÞèåéáò t. Ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá êýêëï hamilton h ãéá ôï ãñÜ-
öçìá G ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ðñïçãïýìåíïõò êáíüíåò, ùò åîÞò: o h äéáðåñíÜ
ôçí áêìÞ em áí xm = 1, ôçí áêìÞ em áí xm = 0, êáé ôçí áêìÞ (bi;j; bi;j+1) áí
êáé ìüíï áí h t áðïäßäåé ôéìç 0 óôï j-ïóôü Üôïìï ôçò ðñüôáóçò Ci.

¼óï áöïñÜ ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ìðïñåß íá ãßíåé óå ëïãá-
ñéèìéêü ÷þñï. ÐåñéÝ÷åé Ýíá õðïãñÜöçìá B ãéá êÜèå ðñüôáóç ôçò �, äçëáäÞ
k ôï ðëÞèïò õðïãñáöÞìáôá B. Åðßóçò ðåñéÝ÷åé Ýíá áíôßãñáöï ôïõ õðïãñá-
öÞìáôïò A ãéá êÜèå åìöÜíéóç êÜèå áôüìïõ óôçí �, Üñá óõíïëéêÜ õðÜñ÷ïõí
3k áíôßãñáöá ôïõ õðïãñáöÞìáôïò A. Åöüóïí ôá õðïãñáöÞìáôá A êáé B
Ý÷ïõí óôáèåñü ìÝãåèïò, ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé O(k) êüìâïõò êáé áêìÝò êáé ç
êáôáóêåõÞ ôïõ ìðïñåß íá ãßíåé åýêïëá óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï. 2

Ï êýêëïò hamilton ðáñáðÝìðåé áìÝóùò óå Ýíá äéÜóçìï ðñüâëçìá, ôï
ðñüâëçìá ôïõ ðåñéïäåýïíôïò ðùëçôïý (traveling salesman prob-
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lem, tsp):

Óôéãìéüôõðï: Ðßíáêáò D äéáóôÜóåùí n × n áêÝñáéùí êïóôþí ìåôáîý n
ðüëåùí êáé áêÝñáéïò B.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé ìåôÜèåóç ôùí n ðüëåùí � Ýôóé þóôå ôï êüóôïò ôçò
åðßóêåøçò êáé ôùí n ðüëåùí ìå ôç óåéñÜ ðïõ õðïäçëþíåé ç
�, áðü ìßá öïñÜ ôçí êÜèå ìéá, ìå êáôÜëçîç óôçí áñ÷éêÞ íá
åßíáé ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ B; ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé � þóôå:

Σn−1
i=1 D�(i)�(i+1) +D�(n)�(1) ≤ B

Ôï ðñüâëçìá áõôü âÝâáéá åßíáé ãíùóôüôåñï óôçí Ýêäïóç âåëôéóôïðïßçóçò
óôçí ïðïßá äßäåôáé ï ðßíáêáò ôùí êïóôþí êáé æçôåßôáé ç åëÜ÷éóôç êëåéóôÞ
äéáäñïìÞ ðïõ åðéóêÝðôåôáé êáé ôéò n ðüëåéò, êÜèå ìßá áðü ìßá öïñÜ.

Èåþñçìá 5.7 Ôï tsp åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Ôï èåþñçìá áõôü åßíáé âáóéêÜ ðüñéóìá ôïõ êýêëïõ hamilton.
ÄïèÝíôïò åíüò ãñáöÞìáôïò G êáôáóêåõÜæïõìå ðßíáêá êïóôþí D èÝôïíôáò
Dij = 1 áí ç áêìÞ (i; j) õðÜñ÷åé óôïí G êáé Dij = 2 áí äåí õðÜñ÷åé. ÈÝôïõìå
åðßóçò B = n. Åßíáé öáíåñü üôé áí óôïí G õðÜñ÷åé êýêëïò hamilton, ôüôå ç
äéáäñïìÞ ðïõ õðïäåéêíýåé ï êýêëïò hamilton Ý÷åé êüóôïò n. Áíôßóôñïöá, áí
õðÜñ÷åé äéáäñïìÞ êüóôïõò B = n Þ ìéêñüôåñç, ôüôå åðåéäÞ êÜèå äéáäñïìÞ Ý÷åé
n áêìÝò êÜèå áêìÞ óôçí äéáäñïìÞ ðñÝðåé íá Ý÷åé êüóôïò 1, äçëáäÞ ç äéáäñïìÞ
åßíáé êýêëïò hamilton óôïí G. 2

5.3 ¢ëëá ðñïâëÞìáôá
¸íá áðü ôá ãíùóôüôåñá ðñïâëÞìáôá óå ãñáöÞìáôá ðïõ üìùò åíôÜóóåôáé ðå-
ñéóóüôåñï óôçí ðåñéï÷Þ ôçò Åðé÷åéñçóéáêÞò ¸ñåõíáò åßíáé ôï ðñüâëçìá ôïõ
ôáéñéÜóìáôïò (matching problem) [17, 24, 20]. Ôï ðñüâëçìá áõôü áðá-
íôÜôáé ìå áñêåôÝò äéáöïñåôéêÝò ìïñöÝò ç áðëïýóôåñç áðü ôéò ïðïßåò åßíáé ôï
äéìåñÝò ôáßñéáóìá (bipartite matching): Äßäåôáé Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá1

êáé æçôåßôáé áí õðÜñ÷åé ðëÞñåò ôáßñéáóìá äçëáäÞ Ýíá õðïóýíïëï ôùí áêìþí
ôïõ ðïõ êáëýðôåé üëïõò ôïõò êüìâïõò êáé åðéðëÝïí êáíÝíá æåõãÜñé áêìþí äåí
Ý÷åé êïéíü Üêñï. Ôï ðñüâëçìá áõôü (êáé ç ãåíéêüôåñç Ýêäïóç ôïõ ìå âÜñç)
ëýíåôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ìå ôçí ëåãüìåíç ïõããñéêÞ ìÝèïäï [17]. ¼ôáí

1Ýíá ãñÜöçìá óôï ïðïßï ôï óýíïëï ôùí êüìâùí ôïõ V , äéáìåñßæåôáé óå äýï óýíïëá V1

êáé V2, Ýôóé þóôå êÜèå áêìÞ ôïõ íá Ý÷åé ôï Ýíá Üêñï ôçò óôï V1 êáé ôï Üëëï óôï V2
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üìùò åðé÷åéñÞóïõìå íá äïýìå ôï áíÜëïãï ðñüâëçìá óôçí ðåñßðôùóç ôñéìå-
ñïýò ãñáöÞìáôïò ôüôå Ý÷ïõìå Ýíá NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá ôï ôñéóäéÜóôáôï
ôáßñéáóìá (three dimensional mathing Þ 3dm):

Óôéãìéüôõðï: Äßäïíôáé ôñßá îÝíá óýíïëá A, K êáé Σ ìå |A| = |K| = |Σ|
êáé õðïóýíïëï Å ôïõ Êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ A×K × Σ.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé Ì ⊆ E ìå |M | = |A| ìå üëåò ôéò ôñéÜäåò óôo M
îÝíåò áíÜ äýï ìåôáîý ôïõò êáé óôéò ôñåßò óõíôåôáãìÝíåò;

Èåþñçìá 5.8 Ôï ôñéóäéÜóôáôï ôáßñéáóìá åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Ôï ðñüâëçìá2 áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé áíÞêåé óôï NP. Ìá-
íôåýïõìå êÜðïéï ôáßñéáóìá M êáé åðéâåâáéþíïõìå óå ëïãáñéèìéêü ÷þñï üôé
êÜèå ôñéÜäá åßíáé îÝíç ìå üëåò ôéò Üëëåò êáé óôéò ôñåéò óõíôåôáãìÝíåò êáé üôé
êÜèå óôïé÷åßï ôùí óõíüëùí A, K êáé Σ âñßóêåôáé óå êÜðïéá ôñéÜäá.

Ãéá íá äåßîïõìå ôçí ðëçñüôçôá èá áíÜãïõìå ôï 3sat óôï 3dm. ¸óôù
Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ 3sat� ìå n ìåôáâëçôÝò x1; x2; : : : ; xn êáé m ðñïôÜóåéò
C1; C2; : : : ; Cm. Èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ 3dm ôï ïðïßï èá
Ý÷åé ðëÞñåò ôáßñéáóìá áíí ç � åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ xi
ôïõ 3sat ðïõ åìöáíßæåôáé ki öïñÝò ìå Üñíçóç Þ ÷ùñßò Üñíçóç (üðïéï åßíáé ôï
ìåãáëýôåñï) åéóÜãïõìå ôéò ôñéÜäåò (êáé âÝâáéá ôá óôïé÷åßá ôùí óõíüëùí A,
Ê êáé Σ ðïõ ôéò áðïôåëïýí):

T+
i = {(�ij; �ij; �ij); 1 ≤ j ≤ ki}
T−i = {(�ij; �ij+1; �ij); 1 ≤ j < ki} ∪ {(�iki ; �i1; �iki)}

Ïé ìåôáâëçôÝò �ij êáé �ij óôéò ðáñáðÜíù ôñéÜäåò äåí èá õðÜñîïõí óå Üëëåò
ôñéÜäåò. ÊáôÜ óõíÝðåéá êáé åðåéäÞ êáé áõôÝò ðñÝðåé íá êáëõöèïýí, èá ðñÝðåé
áðü ôá ðáñáðÜíù óýíïëá íá åðéëåãïýí åßôå ïé ôñéÜäåò ìå ôéò �ij; 1 ≤ j ≤ k,
åßôå ïé ôñéÜäåò ìå ôéò �ij; 1 ≤ j ≤ k. Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé üëåò ïé ìåôáâëçôÝò
�ij íá óõìðåñéöÝñïíôáé óáí áíôßãñáöá ôçò xi, åíþ ïé �ij óáí áíôßãñáöá ôçs xi.
Ìå Üëëá ëüãéá êÜèå ôáßñéáóìá M èá ðñÝðåé íá åðéëÝîåé ìåôáîý ôùí ôñéÜäùí
ôïõ óõíüëïõ T+

i êáé ôïõ T−i Þ áëëéþò íá äþóåé óôçí xi ôçí ôéìÞ áëÞèåéá Þ
øÝìá áíôßóôïé÷á.

Óôçí óõíÝ÷åéá ãéá êÜèå ðñüôáóç Cj åéóÜãïõìå Ýíá £êïñßôóé¤ sj êáé Ýíá
£óðßôé¤ tj êáé ôéò Ýîé ôñéÜäåò:

Πj = {(�ij; sj; tj) üðïõ xi ∈ Cj} ∪ {(�ij; sj; tj) üðïõ xi ∈ Cj}
2¸íáò åíäéáöÝñùí ôñüðïò íá éäùèåß ôï ðñüâëçìá åßíáé ôá óýíïëá A, K êáé Σ íá ðáñé-

óôÜíïõí óýíïëá áãïñéþí, êïñéôóéþí êáé óðéôéþí áíôßóôïé÷á êáé ìßá ôñéÜäá (�; �; �) ∈ E
íá åßíáé ìßá äõíáôüôçôá ôï áãüñé � íá åßíáé åõôõ÷éóìÝíï ìå ôï êïñßôóé � óôï óðßôé �. Ç
åñþôçóç ëïéðüí åßíáé éóïäýíáìç ìå ôï áí ìðïñïýí üëá ôá áãüñéá êáé üëá ôá êïñßôóéá íá
åßíáé åõôõ÷éóìÝíá óå êÜðïéï óðßôé óýìöùíá ìå ôéò ðñïôéìÞóåéò ôïõò!
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¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, ïé sj êáé tj äåí óõììåôÝ÷ïõí áëëïý åíþ êÜèå ìå-
ôáâëçôÞ �ij åßíáé Ýíá áðü ôá £áíôßãñáöá¤ ôçò xi áíÜëïãá ìå ôï ðñüóçìï ôçò
ôåëåõôáßáò. Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé êáô' áñ÷Þ üôé ìüíï ìßá áðü ôéò ôñéÜäåò Πj
ìðïñåß íá óõììåôÝ÷åé óôï ôáßñéáóìá M . Ãéá íá ãßíåé áõôü ç ôñéÜäá ðïõ èá
åðéëåãåß èá ðåñéÝ÷åé ôçí ìåôáâëçôÞ �i ðïõ äåí èá åðéëåãåß áðü ôéò ôñéÜäåò T+

i
Þ T−i . Áõôü óçìáßíåé üôé Ýíá Üôïìï áðü ôá ôñßá ôçò Cj êáèïñßæåôáé óáí áëçèÝò
áðü ôï M Þ áëëéþò üôé ç Cj éêáíïðïéåßôáé.

Ç ôåëåõôáßá êáôçãïñßá ôñéÜäùí Ý÷åé óêïðü íá ôáéñéÜóåé ôéò åðéðëÝïí ìå-
ôáâëçôÝò �ij (ôá £áãüñéá¤) óå ó÷Ýóç ìå ôéò ìåôáâëçôÝò ôùí Üëëùí äýï ôýðùí
ôá ïðïßá åéóÞ÷èçêáí ìå ôéò ðáñáðÜíù ôñéÜäåò. Ãéá ôïí óêïðü áõôü åéóÜãïõìå
ãéá 1 ≤ i ≤ n êáé 1 ≤ j ≤ m ôéò ôñéÜäåò:

Gij = {(�ij; gl; hl); (�ij; gl; hl)|1 ≤ l ≤ ki}:

¸ôóé áí ãéá ðáñÜäåéãìá åðéëåãïýí ïé ìåôáâëçôÝò �ij; 1 ≤ j ≤ ki óôéò ôñéÜäåò
T+
i (ðïõ óçìáßíåé üôé ç xi åßíáé áëçèÞò), ïé ìåôáâëçôÝò �ij ôùí ôñéÜäùí T−i

èá ôáéñéÜóïõí êÜèå ìßá ìå Ýíá æåõãÜñé gl; hl áðü ôï óýíïëï Gij.
Åßíáé åýêïëï íá äïýìå (óýìöùíá ìå üôé ëÝ÷èçêå ãéá ôïí ñüëï êÜèå ôñéÜ-

äáò) üôé õðÜñ÷åé ôñéóäéÜóôáôï ôáßñéáóìá áí êáé ìüíï áí ôï óôéãìéüôõðï ôïõ
3sat åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. 2

Ìéá ãåíßêåõóç ôïõ 3dm ðïõ ðáñÜëëçëá åßíáé êáé ðéï áðëÞ óôç äéáôýðùóç
åßíáé ôï êÜëõììá áðü ôñéìåëÞ óýíïëá (exact cover by 3-sets Þ ðéï
óýíôïìá X3C). Ç áðëïýóôåñç äéáôýðùóç ôïõ ôï êÜíåé íá åßíáé ðïëëÝò öïñÝò
åõêïëüôåñç áöåôçñßá ãéá áðüäåéîç NP-ðëçñüôçôáò áðü üôé ôï 3dm.

Óôéãìéüôõðï: Äßäåôáé óýíïëï X ìå 3m óôïé÷åßá êáé óýíïëï C ôñéìåëþí
õðïóõíüëùí ôïõ X.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé áêñéâÝò êÜëõììá ôïõ X óôï C, äçëáäÞ õðïóýíïëï
C ′ ⊆ C Ýôóé þóôå êÜèå óôïé÷åßï ôïõ X íá âñßóêåôáé óå
áêñéâþò Ýíá óôïé÷åßï ôïõ C ′;

Èåþñçìá 5.9 Ôï êÜëõììá áðü ôñéìåëÞ óýíïëá (exact cover by 3-
sets) åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ôï X3C åßíáé ãåíßêåõóç ôïõ 3dm üðïõ
ôï X = A ∪K ∪ Σ êáé ôï óýíïëï ôùí ôñéìåëþí óõíüëùí C åßíáé ôï óýíïëï
ôùí ôñéÜäùí E óôéò ïðïßåò áãíïïýìå ôçí óåéñÜ. Óõíåðþò ç NP-ðëçñüôçôá
ôïõ êáëýììáôïò áðü ôñéìåëÞ óýíïëá ðñïêýðôåé áìÝóùò áðü ôï ôñéó-
äéÜóôáôï ôáßñéáóìá. 2

Ôåëåéþíïõìå áõôÞ ôçí åíüôçôá ìå Ýíá êåíôñéêü ðñüâëçìá ôçò Èåùñßáò
âåëôéóôïðïßçóçò ðïõ åßíáé ç åýñåóç ôïõ åëá÷ßóôïõ (Þ ìåãßóôïõ) ìéáò ãñáììé-

98



5.3. ¢ËËÁ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ

êÞò óõíÜñôçóçò óå Ýíá n-äéÜóôáôï ÷þñï ðïõ ïñßæåôáé áðü Ýíá áñéèìü ãñáì-
ìéêþí ðåñéïñéóìþí. ÔõðéêÜ æçôÜìå ôï äéÜíõóìá x ∈ Rn Ýôóé þóôå:

min cTx
Ax ≥ b

¼ðïõ ôá c, x êáé b åßíáé äéáíýóìáôá-óôÞëåò ìå äéÜóôáóç n êáé ôï A Ýíáò
ðßíáêáò m × n. Åßíáé ãíùóôü [27] üôé ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá âåëôéóôïðïßç-
óçò åßíáé ðïëõùíõìéêÜ éóïäýíáìï ìå Ýíá ðñüâëçìá ýðáñîçò ìéáò ëýóçò óå
ôõðïðïéçìÝíç ìïñöÞ:

Ax = b
x ≥ 0

Ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé ãíùóôü óáí Ãñáììéêüò Ðñïãñáììáôéóìüò êáé ëýíåôáé
óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï óôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ (ðïõ åßíáé ôï óýíïëï ôùí
øçößùí ôïõ ðßíáêá A êáé ôïõ äéáíýóìáôïò b) ìå ôïí ëåãüìåíï ÅëëåéøïåéäÞ
Áëãüñéèìï ãéá ôïí Ãñáììéêü Ðñïãñáììáôéóìü [27, 24].

¼ôáí üìùò æçôÞóïõìå ìéá áêÝñáéá ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü ôüôå ç
ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò (ðïõ ôþñá ëÝãåôáé áêÝñáéïò ãñáììéêüò
ðñïãñáììáôéóìüò ), áëëÜæåé êáé ãßíåôáé NP-ðëÞñåò.
Èåþñçìá 5.10 Ï áêÝñáéïò ãñáììéêüò ðñïãñáììáôéóìüò (ilp) åßíáé
NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá.
Áðüäåéîç: Ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé ôï ðñþôï ðïõ óõíáíôÜìå (êáé áðü ôá ëßãá
ðïõ õðÜñ÷ïõí) óôï ïðïßï ôï äýóêïëï ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò åßíáé üôé áíÞêåé óôï
NP. ÐñáãìáôéêÜ ç ðñïóöéëÞò ìáò ìÝèïäïò ôïõ £ìÜíôåøå êáé åðáëÞèåõóå¤ åäþ
äåí ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß Üìåóá. Ï ëüãïò åßíáé üôé äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò
ðñïöáíÞò ðåñéïñéóìüò ãéá ôï ìÝãåèïò ìéáò ëýóçò x (ôïí áñéèìü ôùí øçößùí
ôçò). ¸ôóé ìéá ëýóç x äåí åßíáé êáô' áíÜãêç êáé £êáëü ðéóôïðïéçôéêü¤. Ãéá íá
äåé÷èåß ç ýðáñîç êáëïý ðéóôïðïéçôéêïý ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíá èåþñçìá
ãéá ôïí ilp [22] ôï ïðïßï ëÝãåé üôé áí Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ilp Ý÷åé ëýóç, ôüôå
Ý÷åé êáé ëýóç ìå ìÝãåèïò ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíï óôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ.
Ôï èåþñçìá áõôü åîáóöáëßæåé üôé ï áêÝñáéïò ãñáììéêüò ðñïãñáììáôé-
óìüò åßíáé óôï NP.

Ç áðüäåéîç ðëçñüôçôáò åßíáé ðïëý åýêïëç åðåéäÞ ôï ilp åßíáé éäéáßôåñá
åêöñáóôéêü ðñüâëçìá êáé ðåñßðïõ êÜèå NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá áíÜãåôáé ó' áõôü.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï 3sat áíÜãåôáé óôï ilp åéóÜãïíôáò ìéá áêÝñáéç ìåôáâëçôÞ
yi ãéá êÜèå ëïãéêÞ ìåôáâëçôÞ xi ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò 0 ≤ yi ≤ 1. Åßíáé ðñï-
öáíÝò üôé áõôïß åðéâÜëïõí ç yi íá ðáßñíåé ìüíï ôéò ôéìÝò 1 êáé 0. Óôçí óõíÝ÷åéá
êáé ãéá êÜèå ðñüôáóç C åéóÜãïõìå ôçí áíéóüôçôá

∑
xi∈C yi+

∑
¬xi∈C(1−yi) ≥

1. ÁõôÞ åðéâÜëåé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá Üôïìï ôçò C íá åßíáé áëçèÝò êáé Üñá ç C
íá éêáíïðïéåßôáé. 2

99



ÊÅÖÁËÁÉÏ 5. NP-ÐËÇÑÇ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ

5.4 ÁóèåíÞò NP-ðëçñüôçôá
Áò äïýìå ôþñá Ýíá ðñüâëçìá óôï ïðïßï óçìáíôéêü ñüëï óôçí äéáôýðùóç ôïõ
áëëÜ êáé óôçí äõóêïëßá ôïõ öáßíåôáé íá ðáßæïõí ïé áñéèìïß.

Óôéãìéüôõðï: Äßäåôáé óýíïëï S n èåôéêþí áêåñáßùí êáé åðéðëÝïí áêÝñáéïò
B.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé õðïóýíïëï S ′ ⊆ S Ýôóé þóôå ôï Üèñïéóìá ôùí áêå-
ñáßùí óôï S ′ íá åßíáé áêñéâþò B;

Ôï ðñüâëçìá áõôü ëÝãåôáé Üèñïéóìá õðïóõíüëïõ (subset sum) êáé ãéá
áõôü éó÷ýåé:

Èåþñçìá 5.11 Ôï Üèñïéóìá õðïóõíüëïõ) åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé óôï NP. Ìáíôåýïõìå
Ýíá õðïóýíïëï S ′ êáé åðéâåâáéþíïõìå üôé ôï Üèñïéóìá ôùí áêåñáßùí óå áõôü
åßíáé áêñéâþò B.

Ç áðüäåéîç ðëçñüôçôáò ãßíåôáé ìå áíáãùãÞ ôïõ X3C ðïõ ðåñéãñÜøáìå
ðáñáðÜíù. Áò èåùñÞóïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ X3C äçëáäÞ óýíïëï C ìå
|C| = n áðü ôñéìåëÞ õðïóýíïëá åíüò óõíüëïõ X ìå |X| = 3m. Èá êáôá-
óêåõÜóïõìå n áêåñáßïõò êáé Ýíá áêÝñáéï åðéðëÝïí B Ýôóé þóôå íá õðÜñ÷åé
õðïóýíïëï ôùí áêåñáßùí áèñïéæüìåíï óôï B áíí ôï X3C Ý÷åé ëýóç.

¸íáò ÷ñÞóéìïò ôñüðïò íá ðáñáóôÞóïõìå Ýíá áðü ôá ôñéìåëÞ óýíïëá ôïõ
C åßíáé ìå ôçí âïÞèåéá åíüò äéáíýóìáôïò-äåßêôç ìå äéÜóôáóç 3m, üóá åßíáé
ôá óôïé÷åßá ôïõ X. Ôï äéÜíõóìá áõôü Ý÷åé áêñéâþò ôñßá 1 êáé üëá ôá Üëëá
óôïé÷åßá ôïõ 0. Áí ôá 1 åßíáé óôéò èÝóåéò i, j êáé k, åííïïýìå üôé ôá óôïé÷åßá
xi, xj êáé xk ôïõ X áðáñôßæïõí ôï óõãêåêñéìÝíï ôñéìåëÝò óýíïëï. ¸ôóé ôï
óôéãìéüôõðï X3C ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ìå Ýíá óýíïëï 3m-äéÜóôáôùí äéáíõ-
óìÜôùí ìå óõíôåôáãìÝíåò 0-1. Óôï Ó÷Þìá 5.9 öáßíåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá ìå
|X| = 12 êáé |C| = 8. Ôïðïèåôþíôáò ôá äéáíýóìáôá óå Ýíá ðßíáêá Ýôóé þóôå
ïé áíôßóôïé÷åò óõíôåôáãìÝíåò íá âñßóêïíôáé óôçí ßäéá óôÞëç, ç ëýóç ôïõ X3C
åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôùí ãñáììþí óôï ïðïßï óå êÜèå óôÞëç õðÜñ÷åé áêñéâþò
Ýíá 1. Óôï Ó÷Þìá 5.9 ìéá ëýóç öáßíåôáé óçìåéùìÝíç ìå ∗.

ÁõôÞ ç ðáñáôÞñçóç ãåííÜ ôçí áêüëïõèç óêÝøç: Áí èåùñÞóïõìå ôéò ãñáì-
ìÝò óáí áñéèìïýò ìå 3m øçößá, æçôÜìå Üñáãå Ýíá õðïóýíïëï ôùí áñéèìþí
ðïõ íá áèñïßæïíôáé óôïí áñéèìü 11 · · · 1, ìå 3m ìïíÜäåò; ¼÷é áêñéâþò. Áí
ìåí Ý÷ïõìå ìéá ëýóç, ôüôå âÝâáéá ôï Üèñïéóìá ôùí áíôßóôïé÷ùí áñéèìþí åßíáé
ï áñéèìüò 11 · · · 1 ìå 3m ìïíÜäåò. Ôï áíôßóôñïöï üìùò äåí éó÷ýåé. Áí ïé
áñéèìïß ìáò åßíáé ãéá ðáñÜäåéãìá äõáäéêïß, ôüôå óå ìéá óôÞëç åßíáé äõíáôü íá
Ý÷ïõìå ìåñéêü Üèñïéóìá 1 ãéáôß óå áõôÞ õðÜñ÷ïõí ôñßá 1 åîáéôßáò äå ôçò ýðáñ-
îçò êñáôïõìÝíïõ ôï ðëÞñåò Üèñïéóìá ìðïñåß íá ãßíåé 11 · · · 1 ÷ùñßò íá õðÜñ÷åé
ìüíï Ýíá 1 óå êÜèå óôÞëç. Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé äõáäéêïß áñéèìïß 0111, 0110 êáé
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0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 ∗
1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 ∗
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1

Ó÷Þìá 5.9: ÐáñÜóôáóç åíüò óôéãìéïôýðïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò X3C ìÝóù äõá-
äéêþí äéáíõóìÜôùí.

0010 áèñïßæïíôáé óôï 1111. Ðùò ìðïñïýìå ëïéðüí íá áðïöýãïõìå ôçí ýðáñîç
êñáôïõìÝíïõ; Êáô' áñ÷Þ áí äïýìå ôïõò áñéèìïýò ìáò óáí äåêáäéêïýò ôüôå
ìÝ÷ñé åííéÜ áñéèìïß ìðïñåß íá ðñïóôåèïýí ÷ùñßò ôçí äçìéïõñãßá êñáôïõìÝíïõ
åöüóïí óå êÜèå óôÞëç èá õðÜñ÷ïõí ìÝ÷ñé åííéÜ 1. Ãéá íá ìðïñÝóïõìå êáôÜ
óõíÝðåéá íá áèñïßóïõìå ìÝ÷ñé n áñéèìïýò ÷ùñßò íá äçìéïõñãçèåß êñáôïýìåíï,
ðñÝðåé ïé áñéèìïß ìáò íá èåùñçèïýí óáí ãñáììÝíïé óôï óýóôçìá ìå âÜóç n+1.
¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá ç ðñþôç ãñáììÞ ôïõ ðáñáäåßãìáôïò ìáò ðñÝðåé íá ðáñé-
óôÜíåé ôïí áñéèìü (n+1)3+(n+1)5+(n+1)9. Ãåíéêüôåñá áí ôá óýíïëá óôï C
äïèïýí óáí óýíïëá C1; C2; : : : ; Cn, üðïõ êÜèå Ci åßíáé óýíïëï ôñéþí áêåñáßùí
óôï äéÜóôçìá [0; 3m− 1], ôüôå ïé áñéèìïß ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ subset sum
ðïõ êáôáóêåõÜæïõìå åßíáé ïé vi = Σj∈Ci(n+ 1)j; i = 1; 2; : : : n. Ôï æçôïýìåíï
Üèñïéóìá B åßíáé âÝâáéá B = Σ3m−1

j=0 (n+ 1)j äçëáäÞ ï áñéèìüò 11 · · · 1 ìå 3m
ìïíÜäåò óôï óýóôçìá ìå âÜóç n+1. Åßíáé öáíåñü áðü ôá ðáñáðÜíù üôé ôï
óýíïëï ôùí n áñéèìþí ðïõ êáôáóêåõÜóáìå Ý÷åé õðïóýíïëï ðïõ áèñïßæåôáé
óôïí áñéèìü B áíí ôï äïèÝí óôéãìéüôõðï ôïõ X3C Ý÷åé áðÜíôçóç £NAI¤. 2

Ôï åíäéáöÝñïí óôïé÷åßï óôçí ðáñáðÜíù áðüäåéîç åßíáé ïé åêèåôéêÜ ìåãÜ-
ëïé áñéèìïß ðïõ áíáãêáóôÞêáìå íá êáôáóêåõÜóïõìå. Åßíáé Üñáãå áðáñáßôçôïé
ôüóï ìåãÜëïé áñéèìïß Þ ìÞðùò êÜðïéá êáëýôåñç áíáãùãÞ èá ìðïñïýóå íá ãßíåé
óôçí ïðïßá íá êáôáóêåõÜæáìå óôéãìéüôõðï ìå áñéèìïýò ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝ-
íïõò óôï ìÝãåèïò ôïõ óôéãìéïôýðïõ; ÊÜôé ôÝôïéï öáßíåôáé ðïëý áðßèáíï: Èá
äåßîïõìå óôçí óõíÝ÷åéá üôé ôï Üèñïéóìá õðïóõíüëïõ áíÞêåé óå ìßá êáôç-
ãïñßá NP-ðëÞñùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ìÝñïò ôïõëÜ÷éóôïí ôçò äõóêïëßáò ôïõò
ïöåßëåôáé óôïõò ìåãÜëïõò áñéèìïýò. Ãéá íá ôï äåßîïõìå áõôü èá áêïëïõèÞ-
óïõìå ôçí áíôßóôñïöç ïäü: Èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá áëãüñéèìï ãéá ôï subset
sum (ìÜëéóôá, ãéá Ýíá ãåíéêüôåñï ðñüâëçìá) ï ïðïßïò åßíáé ðïëõùíõìéêüò
üôáí ïé áñéèìïß ôïõ óôéãìéïôýðïõ åßíáé ðïëõùíõìéêïß.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ óáêéäßïõ (knapsack problem) åßíáé ôï áêüëïõèï:
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Óôéãìéüôõðï: Äßäåôáé óýíïëï S, n áíôéêåßìåíùí üðïõ ôï i-ïóôï áíôéêåß-
ìåíï Ý÷åé áîßá vi êáé âÜñïò wi, ìå vi; wi ∈ Z+, êáèþò êáé
äýï åðéðëÝïí èåôéêïß áêÝñáéïé Â êáé W .

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé õðïóýíïëï S ′ ⊆ S ôùí áíôéêåéìÝíùí Ýôóé þóôå ôï
óõíïëéêü ôïõò âÜñïò íá åßíáé ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ W , åíþ
ç óõíïëéêÞ ôïõò áîßá ìåãáëýôåñç Þ ßóç ôïõ B;

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðåñéïäåýïíôïò ðùëçôïý, ôï ðñüâëçìá áõôü
ôßèåôáé öõóéêüôåñá óôçí Ýêäïóç âåëôéóôïðïßçóçò: Æçôåßôáé õðïóýíïëï ôùí
áíôéêåéìÝíùí ìå âÜñïò ìéêñüôåñï áðü ôï W (ôçí áíôï÷Þ ôïõ óáêéäßïõ) áëëÜ
ìå ôçí ìåãáëýôåñç äõíáôÞ áîßá.

Èåþñçìá 5.12 Ôï ðñüâëçìá ôïõ óáêéäßïõ åßíáé NP-ðëÞñåò.

Áðüäåéîç: Ôï ðñüâëçìá áðïäåéêíýåôáé åýêïëá óôï NP. Ãéá íá áðïäåßîïõìå
ôçí ðëçñüôçôá áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ óôçí ïðïßá áñéè-
ìçôéêÜ ôï âÜñïò êÜèå áíôéêåéìÝíïõ åßíáé ßóï ìå ôçí áîßá ôïõ, vi = wi; i =
1; 2; : : : n êáé B = W , æçôÜ Ýíá õðïóýíïëï S ′ ôùí áíôéêåéìÝíùí Ýôóé þóôå
Σi∈S′wi ≤ W êáé Σi∈S′vi ≥ B, Þ áëëéþò Σi∈S′vi = B. Ðñüêåéôáé äçëáäÞ ãéá
Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ áèñïßóìáôïò õðïóõíüëïõ ðïõ äåß÷èçêå NP-ðëÞñåò
óôï Èåþñçìá 5.11. 2

ÖõóéêÜ, ìéá êáé ç áðüäåéîç NP-ðëçñüôçôáò ãéá ôï óáêßäéï Ýãéíå ìå áíá-
ãùãÞ ôïõ áèñïßóìáôïò õðïóõíüëïõ, ç ðáñáôÞñçóç ðïõ Ýãéíå ðáñáðÜíù
ãéá ôïõò ìåãÜëïõò áñéèìïýò éó÷ýåé êáé åäþ.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí ðáñïõóßáóç åíüò áëãïñßèìïõ ãéá ôï ðñüâëçìá
ôïõ óáêéäßïõ (êáé ìÜëéóôá óôçí ãåíéêüôåñç Ýêäïóç âåëôéóôïðïßçóçò) ìå åí-
äéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò. Ç âáóéêÞ äïìÞ ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé Ýíáò
äéóäéÜóôáôïò ðßíáêáò W × n, Ýóôù V (âë. Áëãüñéèìï 6).

Áò äïýìå ôþñá ðùò åñãÜæåôáé ï áëãüñéèìïò áõôüò. Ç óçìáóßá ôïõ óôïé-
÷åßïõ V [x; i] åßíáé ç åîÞò: ôï V [x; i] åßíáé ç ìåãáëýôåñç áîßá ðïõ ìðïñïýìå
íá Ý÷ïõìå áðü êÜðïéï õðïóýíïëï ôùí i ðñþôùí áíôéêåéìÝíùí ìå âÜñïò (ôïõ
õðïóõíüëïõ) áêñéâþò x. Ðñïöáíþò V [x; 0] := 0 ãéá êÜèå x êáé áõôü ëÝãåé
ç ðñþôç ãñáììÞ ôïõ áëãïñßèìïõ. Óôçí óõíÝ÷åéá üëïò ï áëãüñéèìïò âáóß-
æåôáé óôçí áêüëïõèç ðáñáôÞñçóç: Ç V [x; i + 1] ìðïñåß íá ïöåßëåôáé óå Ýíá
õðïóýíïëï ôùí i+ 1 ðñþôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ åßôå ðåñéëáìâÜíåé ôï óôïé÷åßï
i + 1 åßôå ü÷é. Áí äåí ôï ðåñéëáìâÜíåé ôüôå âÝâáéá V [x; i + 1] = V [x; i]. Áí
üìùò ôï ðåñéëáìâÜíåé ôüôå óôï âÜñïò ôïõ õðïóõíüëïõ ðåñéëáìâÜíåôáé êáé ôï
âÜñïò ôïõ óôïé÷åßïõ i + 1. Áðü ôá õðüëïéðá i óôïé÷åßá óõíåðþò èÝëïõìå ôï
V [x − wi+1; i] åíþ Ý÷åé äùèåß êáé ç áîßá ôïõ, vi+1. Ç V [x; i + 1] óõíåðþò
åßíáé ç ìåãáëýôåñç áðü ôéò äýï ðáñáðÜíù ðïóüôçôåò êáé áõôü ëÝãåé ç ó÷åôéêÞ
ãñáììÞ ôïõ áëãïñßèìïõ. ¼ôáí üëåò ïé èÝóåéò ôïõ ðßíáêá óõìðëçñùèïýí, ôï
ìüíï ðïõ áðïìÝíåé åßíáé íá âñïýìå áõôÞ ìå ôç ìåãáëýôåñç áîßá.
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Input: n æåõãÜñéá èåôéêþí áêåñáßùí vi êáé wi êáé èåôéêïß áêÝñáéïé B êáé
W .
procedure knapsack
for x := 0 to W do
V [x; 0] := 0;

end for
for i := 0 to n− 1 do

for x := 0 to W do
V [x; i+ 1] = max{V [x; i]; vi+1 + V [x− wi+1; i]};
{Âñåò ôï ìåãáëýôåñï óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá V , Ýóôù K}

end for
end for
return K;

Áëãüñéèìïò 6: Áëãïñßèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ óáêéäßïõ.

Ï áëãüñéèìïò áõôüò áíÞêåé óå ìßá ãåíéêüôåñç ìÝèïäï ðïõ ïíïìÜæåôáé äõ-
íáìéêüò ðñïãñáììáôéóìüò [24] ìå âáóéêü ÷áñáêôçñéóôéêü ôçí åýñåóç ôçò êá-
ëýôåñçò ëýóçò óáí óõíäõáóìü ôùí ëýóåùí ðïëëþí åðéìÝñïõò ðñïâëçìÜôùí.

Ï ÷ñüíïò áõôïý ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé âÝâáéá O(nW ), ìéá ðïëõùíõìéêÞ
óõíÜñôçóç óôá n êáé W êÜôé ðïõ óå óõíäõáóìü ìå ôï Èåþñçìá 5.12 öáßíåôáé
íá ïäçãåß óôï P=NP! ¼ìùò ôï ðñüâëçìá åßíáé üôé ôï W åßíáé ìßá ðïóüôçôá
ðïõ äåí åßíáé öñáãìÝíç ðïëõùíõìéêÜ óôï ìÝãåèïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Áí ç ðá-
ñÜóôáóç ôùí áñéèìþí åßíáé (üðùò óõíÞèùò óõìâáßíåé) óå äõáäéêÞ (Þ äåêáäéêÞ)
ìïñöÞ, ôüôå ôï ìÝãåèïò ôùí áñéèìþí åßíáé åêèåôéêÜ ìåãáëýôåñï ôïõ áñéèìïý
ôùí øçößùí ôïõò êáé Üñá ôïõ ìÞêïõò ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò.
Ðáñüëá áõôÜ ï Áëãüñéèìïò 6 áðïäåéêíýåé ôï:

Èåþñçìá 5.13 Ôï ðñüâëçìá ôïõ óáêéäßïõ åßíáé ðïëõùíõìéêü ãéá ôá óôéã-
ìéüôõðá óôá ïðïßá ïé áñéèìïß åßíáé ìéêñïß, äçëáäÞ ìå ìÝãåèïò ðïëõùíõìéêÜ
öñáãìÝíï ìå ôï ìÝãåèïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Áðüäåéîç: ¢ìåóá áðü ôïí Áëãüñéèìï 6. 2

¸óôù I Ýíá óôéãìéüôõðï ïðïéïõäÞðïôå ðñïâëÞìáôïò. Óõìâïëßæïõìå ìå
max(I) ôïí ìåãáëýôåñï áñéèìü ðïõ åìöáíßæåôáé óôï óôéãìéüôõðï I êáé ìå
`(I) ôï ìÞêïò ôïõ I óôçí ðáñÜóôáóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå.

Ïñéóìüò 5.5 ¸íá ðñüâëçìá ëÝãåôáé áñéèìçôéêü áí äåí õðÜñ÷åé ðïëõþíõìï
p Ýôóé þóôå max(I) ≤ p(`(I)) ãéá üëá ôá óôéãìéüôõðá É ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Ï ïñéóìüò áõôüò ëÝãåé üôé áí ç äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ôÝôïéá ðïõ
íá åìöáíßæïíôáé óå áõôü áõèáßñåôá ìåãÜëïé áñéèìïß ÷ùñßò áíÜëïãç åðéâÜñõíóç
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óôï ìÝãåèïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò ðïõ ôï êùäéêïðïéåß, ôüôå ÷áñáêôçñßæåôáé óáí
£áñéèìçôéêü¤. Ôï óáêßäéï êáé ï ðåñéïäåýùí ðùëçôÞò åßíáé áóöáëþò ôÝôïéá
ðñïâëÞìáôá. Áíôßèåôá ôï sat Þ ôï clique óôçí äéáôýðùóç ôïõò ìðïñåß ìåí
íá Ý÷ïõí áõèáßñåôá ìåãÜëïõò áñéèìïýò (ôïõò äåßêôåò ôùí ìåôáâëçôþí êáé ôùí
êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò áíôßóôïé÷á), üìùò ôï ìÞêïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò ðïõ
êùäéêïðïéåß ôá óôéãìéüôõðá åßíáé áíÜëïãï ôïõ ìåãáëýôåñïõ áñéèìïý (ìéá êáé
êÜèå ìåôáâëçôÞ óôï sat Þ êüìâïò óôï clique åìöáíßæåôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá
öïñÜ)3. ÕðÜñ÷åé üìùò ìéá óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ ìåôáîý ôïõ óáêéäßïõ êáé ôïõ
ðåñéïäåýïíôïò ðùëçôïý. Ç áðüäåéîç NP-ðëçñüôçôáò ôïõ ðåñéïäåýï-
íôïò ðùëçôïý óôï Èåþñçìá 5.7 ÷ñçóéìïðïßçóå ìüíï ìéêñïýò áñéèìïýò (1
êáé 2) óå áíôßèåóç ìå ôï ðñüâëçìá ôïõ óáêéäßïõ. Ï ðáñáêÜôù ïñéóìüò
åðéóçìáßíåé áõôÞ ôç äéáöïñÜ:

Ïñéóìüò 5.6 ¸íá áñéèìçôéêü ðñüâëçìá ëÝãåôáé NP-ðëÞñåò ìå ôçí éó÷õñÞ
Ýííïéá (éó÷õñÜ NP-ðëÞñåò) áí ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò êáé ãéá ôá óôéãìéüôõðá
I üðïõ max(I) ≤ p(`(I)), äçëáäÞ ãéá ôá óôéãìéüôõðá üðïõ ïé åìöáíéæüìåíïé
áñéèìïß åßíáé ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíïé óôï ìÝãåèïò ôïõ óôéãìéïôýðïõ.

Ôï tsp åßíáé ëïéðüí NP-ðëÞñåò ìå ôçí éó÷õñÞ Ýííïéá åíþ ôï knapsack åßíáé
áóèåíþò NP-ðëÞñåò.

Ïñéóìüò 5.7 ¸íáò áëãüñéèìïò åßíáé øåõäïðïëõùíõìéêüò áí ç ðïëõðëïêü-
ôçôá ÷ñüíïõ ôïõ åßíáé O(p(max(I); `(I))) åßíáé äçëáäÞ ðïëõùíõìéêüò ôüóï
óôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ üóï êáé óôï ìÝãåèïò ôïõ ìåãáëýôåñïõ åìöáíéæüìå-
íïõ áñéèìïý.

Ï Áëãüñéèìïò 6 åßíáé Ýíáò øåõäïðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôï knapsack.
Éó÷ýåé ðñïöáíþò:

ÐáñáôÞñçóç 5.1 ¸íá éó÷õñÜ NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá äåí Ý÷åé Ý÷åé øåõäïðï-
ëõùíõìéêü áëãüñéèìï åêôüò áí P=NP.

Ç áðüäåéîç åßíáé åýêïëç ãéáôß áðü ôïí ïñéóìü áí õðÞñ÷å øåõäïðïëõùíõìéêüò
áëãüñéèìïò èá åß÷å ðïëõðëïêüôçôá O(p(max(I); `(I))) ãéá êÜðïéï ðïëõþíõìï
p áêüìá êáé ãéá óôéãìéüôõðá I ãéá ôá ïðïßá max(I) ≤ g(`(I)) üðïõ g Ýíá
Üëëï ðïëõþíõìï. ¼ìùò ç óýíèåóç ðïëõùíýìùí åßíáé åðßóçò ðïëõþíõìï êáé
óõíåðþò Ý÷ïõìå ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ãéá Ýíá NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá.

Ïé øåõäïðïëõùíõìéêïß áëãüñéèìïé åßíáé ðïëëÝò öïñÝò êáé áðïôåëåóìáôéêïß
óôçí ðñÜîç êáé óáí ôÝôïéïé áðïôåëïýí, áí õðÜñ÷ïõí, éäéáßôåñá åðéèõìçôÞ ëýóç
ãéá Ýíá NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá.

3ÕðïèÝôïõìå åäþ ìéá £ëïãéêÞ¤ ðáñÜóôáóç ôùí óôéãìéïôýðùí, üðïõ Ýíáò äåßêôçò ÷ñçóé-
ìïðïéåßôáé áí üëïé ïé ìéêñüôåñïé ôïõ Ý÷ïõí Þäç ÷ñçóéìïðïéçèåß
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5.5 Áðïäåéêíýïíôáò NP-ðëçñüôçôá
Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá óõíïøßóïõìå ôéò ôå÷íéêÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôéò
áðïäåßîåéò NP-ðëçñüôçôáò ðïõ ðáñáèÝóáìå. Ç áíÜðôõîç åßíáé óýìöùíá ìå
ôï [6]. Óðåýäïõìå üìùò íá óçìåéþóïõìå üôé äåí õðÜñ÷ïõí ìÝèïäïé êáé £óõ-
íôáãÝò¤ ãéá ôïí óêïðü áõôü. Ïé áðïäåßîåéò NP-ðëçñüôçôáò åßíáé ìÜëëïí ôÝ-
÷íç êáé ÷ñåéÜæïíôáé äéáßóèçóç êáé äçìéïõñãéêüôçôá þóôå íá ðåñéãñáöåß óôçí
£ãëþóóá¤ åíüò ðñïâëÞìáôïò Ýíá Üëëï ðñüâëçìá ðïõ ìðïñåß íá åßíáé åíôåëþò
äéáöïñåôéêü.

Ìéá åìöáíÞò êáôçãïñéïðïßçóç ôùí áðïäåßîåùí ðÜíôùò, êáôÜ óåéñÜ äõóêï-
ëßáò åßíáé ç áêüëïõèç.

ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç. ÐïëëÝò öïñÝò óõìâáßíåé ôï ðñïò áðüäåéîç ðñüâëçìá
íá åßíáé ìéá ãåíßêåõóç åíüò Þäç ãíùóôïý NP-ðëÞñïõò ðñïâëÞìáôïò (êáé Üñá
ôï ôåëåõôáßï íá åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ðñþôïõ). Óå ôÝôïéá ðåñßðôùóç ôï
ðñüâëçìá ìáò êëçñïíïìåß ôçí äõóêïëßá ôçò åéäéêÞò ôïõ ðåñßðôùóçò êáé åßíáé
ðñïöáíþò NP-äýóêïëï. Ôï ìüíï ðïõ áðïìÝíåé åßíáé ç áðüäåéîç üôé áíÞêåé
óôï NP, êÜôé ðïõ ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò åßíáé åýêïëï. (Ðñïóï÷Þ üìùò óå
ðñïâëÞìáôá üðùò ôï ilp, âë. Èåþñçìá 5.10). ×ñçóéìïðïéÞóáìå áõôÞ ôçí
ôå÷íéêÞ óôéò áðïäåßîåéò ãéá ðáñÜäåéãìá ôïõ maxsat êáé ôïõ knapsack.

ÔïðéêÞ áíôéêáôÜóôáóç. Óôéò áðïäåßîåéò áõôÝò áíôéêáèéóôïýìå óôïé÷åßá
ôïõ ãíùóôïý NP-ðëÞñïõò ðñïâëÞìáôïò ìå áðëÝò êáôáóêåõÝò ðïõ ðåñéãñÜöïõí
ôçí ëåéôïõñãßá ôïõ óôïé÷åßïõ ôïðéêÜ äçëáäÞ áðïêïììÝíá óå êÜðïéï âáèìü áðü
ôï õðüëïéðï ðñüâëçìá. ÁõôÞ Þôáí ç ôå÷íéêÞ ìáò óôçí áðüäåéîç ôïõ 3sat ôïõ
mon3sat êáé ôïõ tsp.

Ó÷åäéáóìüò óôïé÷åßùí. Åßíáé óáöþò ï ãåíéêüôåñïò êáé äõóêïëüôåñïò ôñü-
ðïò áðüäåéîçò. Áðáéôåß ôïí ó÷åäéáóìü ðåñßðëïêùí ðïëëÝò öïñÝò êáôáóêåõþí
ðïõ êÜèå ìßá Ý÷åé åîåéäéêåõìÝíï ñüëï óôçí áðüäåéîç êáé óõíÞèùò óõíäõÜæåôáé
ç ëåéôïõñãßá ôïõò ìå ôñüðï ü÷é ôåôñéììÝíï. Ïé êáôáóêåõÝò óôï hamilton
cycle ôï subset sum êáé ôï 3dm Þôáí âÝâáéá áõôïý ôïõ ôýðïõ.

¸íá Üëëï æÞôçìá ðïõ áíôéìåôùðßæåôáé óôçí ðñÜîç åßíáé ç åðéëïãÞ ôïõ êá-
ôÜëëçëïõ NP-ðëÞñïõò ðñïâëÞìáôïò ãéá áíáãùãÞ. Ôï âéâëßï ôùí M. Garey
êáé D. Johnson [6] ðåñéÝ÷åé åêáôïíôÜäåò ãíùóôÜ NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá ôá
ïðïßá ìðïñåß íá åßíáé êáëÞ áöåôçñßá ãéá áðüäåéîç. Ï êáôÜëïãïò áõôüò áðü
ôçí åìöÜíéóç ôïõ [6], óõìðëçñþíåôáé óå ôáêôÜ ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá óôï [12]
áðü ôï 1981 êáé åöåîÞò. ÐÜíôùò ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò, åßíáé ëÜèïò íá áíá-
æçôåßôáé ôï ðñüâëçìá ðïõ £ìïéÜæåé¤ ðåñéóóüôåñï ìå ôï ðñïò áðüäåéîç. ÐïëëÜ
ðñïâëÞìáôá ðïõ £ìïéÜæïõí¤ Ý÷ïõí áðïäåßîåéò åíôåëþò äéáöïñåôéêÝò. Ãéá áõôü
ç êáëýôåñç åðéëïãÞ åßíáé ç ðñþôç ôïõëÜ÷éóôïí ðñïóðÜèåéá ãéá áðüäåéîç íá
ãßíåé ìå áíáãùãÞ ôïõ 3sat.

Óå êÜèå ðåñßðôùóç üìùò åßíáé óçìáíôéêü íá êáôáíïçèåß ðïõ âñßóêåôáé ç
äõóêïëßá ôïõ ðñïò áðüäåéîç ðñïâëÞìáôïò, ðñïôïý åðé÷åéñçèåß ç áíáãùãÞ. Ç
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ãíþóç ôçò äõóêïëßáò áõôÞò åðéôñÝðåé ôçí åêìåôÜëëåõóç ôçò åêöñáóôéêÞò äý-
íáìçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá ôï åêìåôáëëåõôïýìå êáé íá
ðåñéãñÜøïõìå ôï Þäç ãíùóôü NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí áðü-
äåéîç ôïõ hamilton cycle ôï ãñÜöçìá A ðåñéãñÜöåé ôçí äõáäéêüôçôá ðïõ
Ý÷ïõí ïé ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò. Ìüíï áöïý êáôáíïÞóïõìå üôé ôï hamilton
cycle ìðïñåß íá åêöñÜóåé áõôÞ ôç äõáäéêüôçôá ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå
óôïí ó÷åäéáóìü óôïé÷åßùí óáí ôï ãñÜöçìá A. Ãéá ôçí êáôáíüçóç áõôÞ åß-
íáé ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò áðáñáßôçôï íá ðñïçãçèåß ìéá ðñïóðÜèåéá åýñåóçò
ðïëõùíõìéêïý áëãïñßèìïõ êáé íá êáôáíïçèåß ç áéôßá ôçò áðïôõ÷ßáò ôçò ðñï-
óðÜèåéáò þóôå íá óôñáöïýìå óôçí áðüäåéîç NP-ðëçñüôçôáò. Ôéò ðåñéóóüôåñåò
öïñÝò ìÜëéóôá ãéá ìéá áðüäåéîç áðáéôïýíôáé ðïëëÝò äéáäï÷éêÝò ðñïóðÜèåéåò
åýñåóçò ðïëõùíõìéêïý áëãïñßèìïõ, óôçí óõíÝ÷åéá ðñïóðÜèåéá áíáãùãÞò êáé
ðÜëé ðßóù ìÝ÷ñé íá êáôáíïçèåß ðëÞñùò ç äõóêïëßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ç ôá-
êôéêÞ áõôÞ åßíáé áðáñáßôçôç áí ðñïóðáèïýìå íá âñïýìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá
åíüò êáéíïýñãéïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôï ïðïßï äåí Ý÷ïõìå ãíùñßæïõìå üôé åßíáé
NP-ðëÞñåò.

5.6 ÁóêÞóåéò

1. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá éóïìïñöéóìïò õðïãñáöçìáôïò (sub-
graph isomorphism) åßíáé NP-ðëÞñåò:

Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêÜ ãñÜöçìáôá G = (V1; E1) êáé H =
(V2; E2).

Åñþôçóç: ÐåñéÝ÷åé ôï G õðïãñÜöçìá éóïìïñöéêü ôïõ H;

Èá ëÝìå üôé ôï ãñÜöçìá G ðåñéÝ÷åé õðïãñÜöçìá éóïìïñöéêü ôïõ H åÜí
õðÜñ÷ïõí V ⊆ V1 êáé E ⊆ E1 ôÝôïéá þóôå |V | = |V2| êáé |E| = |E2|, êáé
õðÜñ÷åé ìéá Ýíá-ðñïò-Ýíá áðåéêüíéóç f : V2 → V ôÝôïéá þóôå (u; v) ∈ E2

áí êáé ìüíï áí (f(u); f(v)) ∈ E.

2. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá óðïíäõëùôï äåíäñï ðåñéïñéóìåíïõ
âáèìïõ (degree constrained spanning tree) åßíáé NP-ðëÞñåò:

Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E) êáé èåôéêüò
áêÝñáéïò k ≤ |V |.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé óðïíäõëùôü äÝíäñï (äÝíäñï ôï ïðïßï ðåñéëáì-
âÜíåé üëïõò ôïõò êüìâïõò ôïõ G) ãéá ôï G óôï ïðïßï
êáíÝíáò êüìâïò äåí Ý÷åé âáèìü ìåãáëýôåñï áðü k;

3. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá óýíïëï êñïýóçò (hitting set) åßíáé NP-
ðëÞñåò:
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Óôéãìéüôõðï: Óýíïëï C õðïóõíüëùí åíüò óõíüëïõ S êáé èåôéêüò
áêÝñáéïò k.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé õðïóýíïëï S ′ ⊆ S ìå |S ′| ≤ k ôÝôïéï þóôå
ôï S ′ íá ðåñéÝ÷åé ôï ëéãüôåñï Ýíá óôïé÷åßï áðü êÜèå
õðïóýíïëï óôï C;

4. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá not-all-equal-3sat åßíáé NP-ðëÞñåò:
Óôéãìéüôõðï: Óôéãìéüôõðï ôïõ 3sat.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé áðïôßìçóç óôéò ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò Ýôóé þóôå
êÜèå ðñüôáóç íá Ý÷åé ôï ëéãþôåñï Ýíá áëçèÝò êáé ôï
ëéãþôåñï Ýíá øåõäÝò Üôïìï;

5. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá ìÝãéóôç 2-éêáíïðïéçóéìüôçôá (max-
2sat) åßíáé NP-ðëÞñåò:
Óôéãìéüôõðï: ËïãéêÞ Ýêöñáóç óå CNF üðïõ êÜèå ðñüôáóç Ý÷åé äýï

Üôïìá (üðùò óôï 2sat) êáé áêÝñáéïò k.
Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé áðïôßìçóç óôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ íá éêáíïðïéåß

ôï ëéãþôåñï k ðñïôÜóåéò;
Õðüäåéîç: ÁíÜãåôå ôï 3sat. Óõãêñßíåôå ôï áðïôÝëåóìá áõôü ìå ôï
Èåþñçìá 4.5 êáé ôïí ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ðïõ ðñïêýðôåé ãéá ôï
2sat.

6. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá ôïìÞ óõíüëïõ (set splitting) åßíáé NP-
ðëÞñåò:
Óôéãìéüôõðï: Óýíïëï C ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí åíüò óõíüëïõ

S.
Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé äéáìÝñéóç ôïõ S óå äýï óýíïëá S1 êáé S2

Ýôóé þóôå êáíÝíá áðü ôá óýíïëá ôïõ C íá ìçí áíÞêåé
ðëÞñùò åßôå óôï S1 åßôå óôï S2;

7. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá êõñéáñ÷ï óõíïëï (dominating set) åßíáé
NP-ðëÞñåò:
Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E) êáé èåôéêüò

áêÝñáéïò k ≤ |V |.
Åñþôçóç: ¸÷åé ôï G êõñßáñ÷ï óýíïëï ìåãÝèïõò k Þ ìéêñüôåñï;

Êõñßáñ÷ï óýíïëï åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V;E) åßíáé Ýíá õðïóýíïëï
êüìâùí V ′ ⊆ V ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå u ∈ V \ V ′ õðÜñ÷åé v ∈ V ′ ãéá
ôïí ïðïßï (u; v) ∈ E.

8. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá k-÷ñùìáôéêïôçôá (k-colorability) åß-
íáé NP-ðëÞñåò:
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Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E) êáé èåôéêüò
áêÝñáéïò k ≤ |V |.

Åñþôçóç: Åßíáé ôï G k-÷ñùìáôéêü;

¸íá ãñÜöçìá G = (V;E) åßíáé k-÷ñùìáôéêü áí õðÜñ÷åé áðåéêüíéóç
f : V → {1; 2; : : : ; k} ôÝôïéá þóôå f(u) 6= f(v) ãéá êÜèå (u; v) ∈ E.

9. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá feedback node set åßíáé NP-ðëÞñåò:

Óôéãìéüôõðï: Êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E) êáé èåôéêüò áêÝ-
ñáéïò k ≤ |V |.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé õðïóýíïëï êüìâùí V ′ ⊆ V ìå |V ′| ≤ k ôï
ïðïßï íá ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí êüìâï áðü êÜèå
êáôåõèõíôéêü êýêëï ôïõ G;

10. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá ìïíïðáôé hamilton (hamilton path)
åßíáé NP-ðëÞñåò:

Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E) êáé äýï êüìâïé
u; v ∈ V .

Åñþôçóç: ¸÷åé ôï G ìïíïðÜôé hamilton áðü ôïí u óôïí v;

¸íá ìïíïðÜôé hamilton åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V;E) áðü ôïí u óôïí
v åßíáé Ýíá áðëü ìïíïðÜôé ìå Üêñá ôïõò êüìâïõò u êáé v ðïõ äéÝñ÷åôáé
áðü êÜèå êüìâï ôïõ G.

11. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá ìåãéóôç ôïìç (max cut) åßíáé NP-ðëÞñåò:

Óôéãìéüôõðï: Ìç êáôåõèõíôéêü ãñÜöçìá G = (V;E), âÜñïò (èåôé-
êüò ñçôüò) w(e) ãéá êÜèå e ∈ Å êáé èåôéêüò áêÝñáéïò
k.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé äéáìÝñéóç ôïõ V óå îÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëá
V1 êáé V2 Ýôóé þóôå ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí ôùí áêìþí
ôïõ E ðïõ Ý÷ïõí Ýíá Üêñï ôïõò óôï V1 êáé ôï Üëëï
ôïõò Üêñï óôï V2 íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí k;

12. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá set packing åßíáé NP-ðëÞñåò:

Óôéãìéüôõðï: Óýíïëï C ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí êáé èåôéêüò áêÝ-
ñáéïò k

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷ïõí óôï C ôï ëéãþôåñï k óýíïëá îÝíá áíÜ äýï
ìåôáîý ôïõò.

Õðüäåéîç: ÁíÜãåôå ôï X3C.

13. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá ôçò äéáìåñéóçò (partition) åßíáé NP-
ðëÞñåò:
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Óôéãìéüôõðï: ÐåðåñáóìÝíï óýíïëï A êáé ìÝãåèïò s(a) ∈ Z+.
Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé õðïóýíïëï A′ ⊆ A ôÝôïéï þóôå

∑
a∈A′ s(a) =∑

a∈A\A′ s(a);

14. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá 3-äéáìåñéóìüò (3-partition) åßíáé NP-
ðëÞñåò:
Óôéãìéüôõðï: Óýíïëï A ìå 3m óôïé÷åßá, èåôéêüò áêÝñáéïò B êáé

ìÝãåèïò s(a) ãéá êÜèå a ∈ A Ýôóé þóôå B=4 ≤ s(a) ≤
B=2 êáé

∑
a∈A s(a) = mB.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé äéáìåñéóìüò ôïõ A óå m ôñéìåëÞ óýíïëá Ýôóé
þóôå ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí óå êÜèå óýíïëï íá åßíáé
B;

Õðüäåéîç: ÁíÜãåôå ôï 3dm. Ôï ðñüâëçìá åßíáé éó÷õñÜ NP-ðëÞñåò.

15. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá ðñïãñáììáôéóìüò ðïëëþí åðåîåñãá-
óôþí (multiprocessor scheduling) åßíáé NP-ðëÞñåò:
Óôéãìéüôõðï: Óýíïëï T åñãáóéþí, áñéèìüò m ∈ Z+ åðåîåñãáóôþí,

äéÜñêåéá `(t) ∈ Z+ ãéá êÜèå åñãáóßá êáé ðñïèåóìßá
D ∈ Z+.

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé ðñïãñáììáôéóìüò ôùí m åðåîåñãáóôþí Ýôóé
þóôå üëåò ïé åñãáóßåò íá ôåëåéþóïõí ðñéí ôçí ðñïèå-
óìßá D;

Ðñïãñáììáôéóìüò åñãáóéþí åßíáé ìßá óõíÜñôçóç � : T → Z+
0 , Ýôóé

þóôå ãéá êÜèå u ≥ 0, ï áñéèìüò ôùí åñãáóéþí t ∈ T ãéá ôéò ïðïßåò
�(t) ≤ u ≤ �(t) + `(t) åßíáé ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ôïõ m êáé Ýôóé þóôå ãéá
êÜèå t ∈ T; �(t) + `(t) ≤ D.
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