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,�!�� =>@+ "��! ������� �&� ��������� ������

�! %��$ �:&:) ������� ��� ����()� �
���� 3Y ��
������� ������ �� !� ��!�(����
�
����� � ��� (*

$������0 6��
��� �� �&� ��
������ ��	���� εα, εβ ��� ��
����� ���	����� �� ��&���'
��� � �� � -0
����� A#5#�.# 2�	��� ��� ����� ����	� ��� � $�
� ������ * �
�� ���� ��
��	���� �� ��� ����� ����	� ��� � $�
� ������ � �
�� ���� �� ��	����# ,�����	*���� �&�
��� ��	����� �� � ��� ��
��� ��� � �� * �� �� � ��� ��
��� ��� � �� �# �� �&� ����
��	���� �	�� ��
������ �
�� �	� ����	� ������ ��� �&� ��	���� -0
����� A#>#B.� �
� �� �
���! ���� � �� �	�� ��
������ ��� ������� ��� �&� ��	���� -0
����� A#>#>@.� ��������
�� ���! ������ ��� �&� ��	����# ( � ������� ��� ����	� � �� ����	� 8� ��� � ��
�������
��� * ��� ������� �� ���������# 0�
���� � � ������� �� ��� � �� ����	� Y � �
� � �
����	*��� �� ��� 8Y # ( 8Y �	�� ������! ������
��� ������� �� ���� � �� ���� �#
��&��� ��� �� ��!
�� �� ��&��
� 89Y 9 ������� ��� � �� �� ���� � 89Y 9 �� !��� �������
�� ��� ��
������ ��	���� εα, εβ� ������� �� !��� ��
������� ��� 8Y -0
����� A#<#4.#
1��� �� �	�� ���� �� ������� � �� ��� ��
��� �� 8�89 �� � �� ��� ��
��� �� Y �Y 9 ��
!��� ��� 	�� ��	����� �
���� ������� �#�#�#

( ����	� 8Y � ��� ����$��	*��� ��� ��� �
����&���� �
������ �����*��� ���
� ��7
��%�	 %�
 ������%�
 � �� �#

;'��$�$ �:&: "���� ��� �� ���������� ������ ��� ���
�)� ����)��
 $&� ���������
���� �
���� ��������� ��� �� ���������� 1 ��
 ����)��
 ��� ������ ��� ������ �
��!*
"���� ������ ��� ��� ���� ������ 3 �
� � ��� �
����� ��� ���� ������ � ��
 �����!���
 �
�� � ��� 3� ����� ������� ���� �� � ����(������� ���� �*

�������0 92��� ;8 �� ���! ��� ����������� ������� ��� �������� 1G �� G%# "���
����	� 8 ���!� ��� ����	�� �� ��� |XA| = |XB|� �� ��!��� ��� ���������� ��� 1G ��
|XB| = |XΓ| �� ��!��� ��� ���������� ��� G%# 1�� �� �&� �������� |XA| = |XΓ|�
�
� �� 8 �	�� ��� ���������� ��� G%# ( ;8 �	�� ��&����� ������ ��� 1G �� G%� �
�
-91����� A#<#A. ������ ��� �# 1��� ��	��� �� �
��� ��
�� ��� �������# %� �� ��&��
�
���
��� ����	� , ��� ��
�&���� � �� �� �
	���� 8;,# 1��� �	�� �
������ ��� ; ��
	�� �� �� 8;%� �� ���� ���	����� 	��� �������� �� ����� �
� |XΣ| = |XΓ|#
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;'��$�$ �:&:� "���� ��� � ����������� ����� ��� ������� 9 ��
 �������
� ��� ���
���
��� ������ 31Y ����� �� ������ ' ��
 ���'���� ��� ��� ������� ��� ������ ��� ���
�
���� ε ��� ������ ��� ������ ��� ������ ��� ������ 1*

�������0 1� D ����	� ��� *� , � �
����! ��� ��� � �� 1�G � �
������ ��� ;8� ;Y
���	�����# ���� �� , �	�� ��	 ��� �������� ��� ;8Y �� �� �
������ �
	���� D,1
�� D,G �	�� 	��# 2�	���� ��� �� 6��
��� �
�� ������� A#<#?� ����� �� � D1 �� DG
�	�� ���	����� ������� ��� ;8 �� ;Y � �
� �� D �	�� ����	� ��� ������
��& �����#
1��	��
�$�� �� �� D �	�� ����	� ��� ������ ���� D1 �� DG � 	��� ������� ���	����� ���
;8 �� ;Y # "� ��� �� �
������ �
	���� D,1 �� D,G �	�� 	�� �� ��� �� ���
���
�
�� ������� � ,1 �� ,G �	�� ������� ���	����� ��� ;8 �� ;Y � �
� �� , �	�� ��	
��� �������� ��� 8;Y #

;'��$�$ �:&:" "���� ��� � ����������� ����� ��� ������� 9 ��� �� ����� �� �
����� 19
�������'�
� ���� ������ �� ��� ���
��� ������ 31Y ����� �� ������ ' ��
 ���'���� ��� ���
������� ��� ������ ��� ��� �
���� ��� ������ ��� ������ ��� ε ��� ������ 1*

;'��$�$ �:&:& "���� ��� �� �
���� 19 �������'�� ��� ���� ������ �� ����� ��#��������
�
����� 13% 1Y % 14 ��
 ������
 ε% ���� ����� ������ ��� ε ��� ������ 1*

;'��$�$ �:&:( "���� ��� ������ ε �������� ��� ��� ���)��� ���������������
% ����
�� ���������� ��� �� ε ��� ����� ��� ����� �������
 ����� ����*

;'��$�$ �:&:� 	�� �� ���(���� ��������� ������� �� ������ ε ����������� �� �
����
��
 ε ���� �� ������ �
�� ����������� �� ������ '*
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� ��$��	*��� �	� ��� ����������+ � >�
*� ����*�	 ��� ��������# :	� ��'
��	� 8Y ��� ����� ��	���� � ��� ����	� ; �
	*� ��$�
�� ���	�� ���� ��� ������� ���
��
����� ��� 8Y # 0
������ ���� ����	� 1 ��� ������� � �
	*� �� ��	���� ��� ��
���
��� 8Y �� �� 1# 1��� ����� �� � ���� ����	� ;1 �� ������� �
	*� �	� ���	� 8;1# 1��
���� �� ���	�� ��� �����
��&��� ��� ����� ��� �
��� ���
�� �	� ��� �	�� � �������
�����!# ( ���	� ���! �����*��� ���	� ��� ����	�� 8Y �� ��� ������� �# ��� &��
��
���!� ��� ���	�� ����$��	*� � ������� �
�����#
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Γ

,�!�� =>4+ %��	� ����	�� 8Y �� ������� �

�! %��$ �:(:� 2	��� �
���� ' �����
�� �� ������ ε �� ��� ������ ��� � �������� ����
�
��* 2	��� 3 �
��� ������ ��� �
����� ' ��#������� ��� ��� � 1 ��� ' �� �� ε* ���
���� ������ 314 �������� ��� ' ��)���� ��� ����� 314 ��
 �������'���� ��� ��� ' ���
��� ��� 14 �
��! ��
 ������
 �� �� ε* $�� ���� �
��� ��� ������ � �������� ����� �
31Y % ���
 Y � ���(�� ��
 3 ��� ������ ε*
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$������0 6��
��� ��� �&��� ��� � �� ����
� ; �� ���	�� ;Y # "��� ��	���� ��� ��
�'
�� ��� * ����� �� ��	���� ���� �	� ����	� ;H ��
������ �� ��� ; �� �
	*� �&� ����	�
��	 ��� �&����# 92��� H ��� �� �����# �� �
	���� 8Y H �	�� �
������ �� �����	�����
8H �����&��
� ��� ������� 8Y # ,������ �� �
	���� 8;H �� 8;Y ����� �� ����
��
���� �� �
����	����� ���� ��
�$! ���� ; ���	����� 	��� �� ��� ������� ����
� 8H
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�� 8Y # 1�� �� 0�
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� ��� 8;Y � �#�#�#

.+ ��� "�� ����� ��� �
��� ��� ���	�� ����	�� �� ������� �� �
��� �	� ����	�
��� ������	*� �
�! ���	� �� �� ��	���� �� ����	��� �� �	� ������ ��� ��	����� �� ���
����� ��� ������ ���� 0�
��
�$� A#<# �� �� ���� �����	�� �
��&��� ��� ��� ��
��!'

��� �� ��� � ���	� 8;H �	�� �������� ���� � ��
����
�����! ��� �	�� ������� �����&
���� ��� ����� ��� �
��&����� ��
�$����� ��� ;H ��
	 �� ; ��� ��	���� � -��!�� 614.#
92��� �� �� ������� ���� �	�� �	� �
�!� ���� �� ����	��� �� �� ������ �� ������� ����
� ���	�� 8;H �� �	�� �
���#
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;'��$�$ �:(: "!� ������ � ��� ( ��������� ���� ��� �
���� $&* 	
���� 13 �����
������ ���� $& ��� ������ ��� 1 ��� ���������� ������� ��� !� ������* 2	���  ��
������ ��
 �������� ��� �� 1 ��� ����� ������ ���� $&* "���� ��� ���� ���� ������ �%
��
 �������� ��� 13% ������ �� � ��� ( ���� ����� "1	% ��
 ����� �����!���� ��� ������
/1= ���� ��� ����� ������ �� ������  �� � ��� (*

�������0 "�� �
�!� �� ��	���� �� �� ������ ���� 1G ��� ;� �� ��
��� �� ���� ����	�
������ ���� 1G ��� ;� �
� �� ��� ;8# 2�	���� �� ����� ����	� , ��� ;8� �� � ��
��
��� �� ����	�� ,� �� ,S� ���� � �� S � �
������ ��� , ��� � �� � ������	���#
1�� ��� �
����&���� �
������ � ���	� ,;� �	�� ��
���
� ��� ,;/# �� 	�� �� � ���	�
,;S �	�� ��
���
� ��� ,;2� �
� ��

|TOΨ| = |ΣOT |+ |ΣOΨ| < |ΔOX|+ |XOE| = |ΔOE|.

;'��$�$ �:(:� "���� ��� � �
����� ��
 �)��
 ��
 ��������� ��� !�%  ��������� ����
��� ����� ������  ����������� ��� ��� ������*

�������0 /�	�� �
��� ��� �
����� �� �F4# "����� �
������!�� ���!� ��� ��
	�����
�� ��� ������� ��� ����!� �
������#
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� ��� �����
��� �
�� �
����� �� ���� ��
������*

$������0 92��� �� � ����	�� � �� * ������� �� ��	���� ����� ��� ����	� ���	�����
-1�G�%. �� -/�2�H.# 6� ��	����� �� ��&�

|AB|
|BΓ| =

|ΔE|
|EZ| .

0
�� ��&�� ���
��� ����	� � ��
������ ��� * ��� �� ����	� 1 �� �������� �� ��	���� �
�� � ���	����� ��� ����	� ( �� 6# "��� ��� 0
����� A#�#=

|ΔE| = |AH|, |EZ| = |HΘ| => |ΔE|
|EZ| =

|AH|
|HΘ| .

"��� ��� ��� 6��! �$�
��*����� ��� ��	���� ��� ������ -���. -0
����� 4#?#>. ������

|AB|
|BΓ| =

|AH|
|HΘ| .

��&�� ������*����� �� ��� �
����&���� �����	 ���� �������#

�! %��$ �:�: 	
�!������ �� ���� ���'����� ��� ������� ���� �� ��������� ����
��� ����� �������*

$������0 92��� �� � ����	�� ��* �� �� ��
������� �� ��� ����	�� ; ������� �� ��	����
� �� � ���	����� ��� ����	� -1�%�2. �� -G�/�H.# 6� ��	����� �� ��&�

|AΓ|
|ΓE| =

|BΔ|
|ΔZ| .

"��� �� 0�
��� 4#A#4 �$�
��*����� ��� ��	���� ��� ������ -��*. ������ ��

|AΓ|
|BΔ| =

|OΓ|
|OΔ| .
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$������0 �� ��
��� ��� �� � ����	�� ;1�;G�;%### ��� ������� �� ����	� ; �� ��
��
�$�� ��� ��������� �
	*��� �� ��
������ ��	���� � ��� � ���&���� 19G9%9### ����
��� 1G%#### ( �������� ��� ����	��� ���� �� ���� ��
	����� �&� ��������� ��� �	��
������� -0�
��
�$�� 4#>@.� �� � ����
�� ��� �&� ��������� �	�� ��������

|A′B′|
|AB| =

|B′Γ′|
|BΓ| =

|Γ′Δ′|
|ΓΔ| = ...κ,
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����� -;19G9�;1G.� -;G9%9�;G%.� -;%9/9�;%/.�### ��� ��
��� ��
� ��� �
��&��� ��� ��� �
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�! %��$ �:�:� 1 ����������� ����� ��� ����� , �
�
������� �������� 3Y ��

���
� �� ���� ��
� �� !� ��������� ������ � ��� (% ����� ������ � ��
 �������� ��� �� �
��� (*

$������0 6��
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� !���� -:�: "!� ������� $&� ��� "	4 ����������� �� ������ � ��
 ����� ��� ��� ��
���������� ���
��� ���(�������� �� ������ (% ��������� ��� �% �� !� ������� $C&C�C
��� "C	C4C ��
 ����� ������ ��� ��� �� ���������� ���
���*
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$������0 0
��&��� ��� �� �
����&���� ��
��� �$�& �� ��
�������
���� �#�# G%H2
��� �
	*��� ��� �&� 	��� �� ��
������� ����
�� ��� �
����� ��� � �� �
�������� ��
��
�������
���� GL%LHL2L �
	*����� 	��� �� ��
������� ����
�� GL%L �� 2LHL� �#�#�#

� !���� -:�:� "!� ���!���� $&�"	*** ?9�/*** ����������� �� ������ � ��
 �����
��� ��� �� ���������� ���
��� ���(�������� �� ������ (% ��������� ��� �% �� !� ���!����
$C&C�C"C*** ��� ?C9C�C/C*** ��
 ����� ������ ��� ��� �� ���������� ���
���*

$������0 0
��&��� ��� �� �
����&���� ��
��� ��
����� �� �&� ���&���� �� �
	����
�� �
����������� �#�#�#

;'��$�$ -:�:� "���� ��� � ���(�� ,C ��
 ����
 , �
�
������
 �� ����� $& ��
������ ε ����� �� ����� ��
 �
�
������
 �� ����� $C&C% ���
 $C ��� &C �� ���(���� ���
$ ��� & ��� ������*

;'��$�$ -:�: 	�� $C&C�C ����� � ���(�� ����)��
 $&� ��� ������ ε% ���� ��� �
���(�� ��
 ������
 (���
� ��
 $&� ����� �� ������ (���
� ��
 $C&C�C*

;'��$�$ -:�:� 	�� $C&C�C ����� � ���(�� ����)��
 $&� ��� ������ ε% ���� ��� �
���(�� ��
 ������
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� ��
 $&� ����� �� ������ (���
� ��
 $C&C�C*
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����! ���	��

;'��$�$ -:�:" 2	��� 13 � ��� ��� ����
 ��� � � ����� ��� ��)� ��� � ��� (*
J��� �
���� 1� ��� ������ � ��� ���� 14 � ���(�� ��� ��� ������ (* "���� ��� � �����
η = |XOY | ��� � ���(�� ��� ��� (0 ξ = |XOZ| ���������!� ��� �$(ξ) = �$(η) ���(ω)*

;'��$�$ -:�:& E� (����� � ����������� ����� ��� ������� 3 ��
 �)��
 ��
 �����
�
������ ��������  ��� ��� ���� ���� ����
 ������*
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+�� &��	$�	
 �"��	


�
�� ������	�� ;1� ;G� ;% ��
������� ��� ���� ����	� ; �� �� ��
�������� �� ���
��	���� �
	*���� ��� �&�� ��	���� �� �����
��&� ��� ���
�� ��!�� ��� ��
	*� ��� ��
�
�� �&� ��
�# 1�� �� �&� ���� ��
� �� ��� �	�� ��
�� -�����! �� ���� *�&��� ����	�� 8� Y
��� ��
������ �� ���� �� ��
�� �� ������
� �� ���&�
���� ��!�� 8Y ��
����� ��� 	��
��
��. �� �� ���� �	�� ��'��
��# 2��������� ��� �� ����� ��� ��
��� ���!��� �� ��
���
�
	*��� �� 0!*��!�	 ��
*�# �� ��
�� ��� ��
�� ��� �������� ������ ���%�!�� 
%$	 %!���!��# ; ������	�� ��� �
	*��� ��� �
	��
� ������� '���	 ��� �
��
�� ��
� ���	�� �FG;%� �F%;1� �F1;G ��� ������	*���� �����& ����� ������� ;��!�	 ���
�
��
��# ,���� �����*���� ��
�� �� �� ��	���� ��� ���	� ��
������ ����� � ���	��# ;
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,�!�� =4�+ �
	��
�� ���	�

�	��
�� ���	�� �� ����� �� ����	�� ;1� ;G �� ;%� ������� @*��!�	 %$	 %!���!�� ��

������	*���� ���	����� �� Â, B̂, Γ̂. ,���� �� �� 	�� �
���� ������	*���� �� �� ���
�
��� ���	��# 92�� ��� ��$�
�� �
������ ��
����� �� ��� �� � ���
�	 �� ������	*��� ��

��
�� ! �� �� ���
� ��� ��
�� ��� �
��
��# 1������ �� Â, B̂, Γ̂ ���
�	 �� ������	*���
�� �	��
�� ! �� �� ���
� ������ ��� ���������� ���
����� �� ���	�� ��� ���������� �
�	��
�� ����� �� ��	���� ������ ��� ����� ����# /&� �
	��
�� ;1G% �� ;19G9%9 �������
;6��	 ���� ����� ���	������ ��
�� 	��� �� ���	������ �	��
�� ��	��� 	���#
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������*
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$������0 )������ �� � �F8;H �	�� � �����&��
� ��� �� �
�� ��
�� �FY ;H� �F8;H�
�FH;8# 6� ��	����� �� β < α + γ# 0�
� G �� % ��	 ��� ����� ;Y �� ;H ����	
���#
"����� �������� ��� ��	���� 8;H �� �
	���� /;% ��� ���� �� �	�� 	�� �� �� G;%
�� �
������� ��� /% ���
 �� ����	� ���!� 1 ��� �� ��� �
	�� ���!# 1�� ��� �
��� ���
�
	������ �� �
	���� 1G; �� 1/; ����� ��� 1; ���! �� �� G; �� /; 	���# 2�	���
��� ��� �
����! �������� ������

|AΓ| = |AΔ|+ |ΔΓ| < |AB|+ |BΓ|.
9;��� |ΔΓ| = |BΓ| ⇒ |AΔ| < |AB|# 1�� �� 0�
��� >#>@#>@ � ���	�

ω = |AOΔ| < |AOB| ⇔ |AOΓ| − |BOΓ| < |AOB|,
�#�#�#

�! %��$ -:: �� ���� ������ 1$&� �� �������� ��� ��)� ��� ����� ��������� ��

H�*

$������0 6��
��� ������� ����	� 1� G �� % ��	 ��� ����� ���	����� ;8� ;Y �� ;H
��� �
��
�� -��!�� 633.# ,�����	*���� ����� �
�� �
��
� �� ��
�$�� ��� ����	� 1� G
�� %# 2$�
��*����� ��� �
����&���� �
����� ��� �
�� ����� �
��
��� ������

α+ β + γ = (π − OBΓ− OΓB) + (π − OAΓ− OΓA) + (π − OAB −OBA)

= 3π − (OBΓ +OBA)− (OΓB +OΓA)− (OAΓ +OAB)

< 3π − (ABΓ +BΓA+ ΓAB)

= 3π − π = 2π,

�#�#�#

Α

Β Γ

Ο

Π

Ρ

,�!�� =45+ 1�������� �
��
��

0�	
������ 	�� ���&�
���� ��!���� |OA| = |OB| = |OΓ| = δ ��	 ��� ����� ���	���'
�� OX,OY,OZ ������	*���� ��� �
	���� 1G%� �� ���	� ��*	 �� �� �!��� �� ��
�
�$�
��!
�� ��� �
	��
� �� ������ �� ��� ��!��� ���� ������� ��!����� ��� ������ '7

��%���� %!���!�� # �� ��!�� ���� �
��&��� �������� ��� �
	��
� ���� �!��� ���



!��� ��������� ��	���� 4BB

����� ��� �� ��
��
�$����� �� ������! �
	���� ��
	 �� ����� ����� ��� �	�� � ����'

�� ��� �
����� 1G%� ��� ���� �� ��	���� ��� �������� ��������� �� ���� ��� 1G%#
�� ��!�� -634. ��� �
��&��� ���
�	 �� �
���������	 �� �� ��� ��������! �
��
��
��� ��
�	# 1
��	 �� ��
��
������� ���	��
�$� �
�� ��� �
����&���� $�
�� �� ������!
�
	���� ��
	 �� ����� ����� ��� ���� � �
�	� ��
�$�� ���� ��������� ��� 	�� ����	�
��� ��
�� ;� ��� �
	*� ���� ��� ��
�$! ��� �
��
��# ; �������� �&� �
������ ��	'
����� �� � ��������� ��� �&� �
���������� �
������� �	�� �� ����� ����!��� ���
����$��	*��� �� �� ����� ������	� �����	 ������� �� �
	��
�#

?���� -::� "������� ���)� �������)� ����)��� �� ��� �����% ��� ������ �� ���
�
#�� ���(�������� ��� !� ���
� �������� ����)� �����!���� ��� ������% �����!�� ��
�������
���
�� �������% ��
 �����
 �� ���
��� �� �
�����
� �� ��� (����� ��� �������)�*

$������0 92��� �� �� �
	� �
	���� �� 	�� ����� �	�� �� ;G%� 0%1 �� D19G9# ������'
��&�� �&� �� ����� �#�# �� �&� �
��� ��� ���� � ���	�� ��� ��
�$�� ���� �� �	����
�$��!�# 1�� ��� �
����! �������� ������ ��

Ο=ΠΡ

Β Γ

Α
Α

Β'

'

,�!�� =4<+ �
��
�! ��������

|BΓ|+ |ΓA| > |BA|.

�� �
	���� D1G �� ;19G9 �	�� ������! �� �� 	�� �!��� ������� �� �� ���������
������ �� � ���	�� ���� �������&� ���

|A′PB′| < |BOΠ|.

1�� ��� 0
����� >#>@#< �������� ��

|A′B′| < |AB| < |BΓ|+ |ΓA|,

������� �������	�� � �
����! �������� �� ���������*��� �
	���� �� ����
�� ��
����� ��� �������� -0
����� �#4.� �#�#�#

�! %��$ -::� ��� ���� ����� ����)� �% ( ��� � �� α+ β + γ < 2π ��� ������ )��� �
�����!���� �� �
�)� �� ����� ��������� ��
 ����������� ��� !� �����% 
������ �������
�� ���� ��� ����� �
��� ������*

$������0 "������&��� ������! �
	���� �� ���	� ���� ��
�$! ���	����� �� � �� �
�� �� ����� ���� ��� 	�� �� ����	
��� ����� �
��� �# ; �������� �� �� ���	��
������������ ���� �� �
����&���� �!���� �� � ����� ����� ��� �������� �������&�
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,�!�� =4=+ "�������! �
��
��

����
�� �
����� G%1# 6��
��� ��� ��
���
������ �&��� ����& ��� �
����� �� $�
�
��� ������ ��� ����
� ��� "# 2�	 ��� ������� �� ��
� ���&�
���� ��!�� "; �!����

κ = |KO| =
√
δ2 − ρ2,

���� 
 � ���	�� ��� ��
���
������� �&����# 1�� �� ������
�� ���
��� �������� ��
� |OA| = |OB| = |OΓ| = δ �� �� ������! �
	���� G;%� %;1� 1;G ����� �� 	�� �!��
������ �� �� ����� ���	����� 	��� �� ����� ��� �
���� �������� �
������ �
� �	��
	�� �� ���� �� ��� ; ������	*��� �
	��
�� �� �� ����	��� ���	��# �� �� �� ����	� ;
�	�� ����� ��� ������� � ��� �
����� 1G% ����$��	*� � ������� α + β + γ < 2π�
��� ��� ���	� �
��&��� �� δ > ρ# 0
����� �� �� ; �������� �� �� "� �����! !���
�F
� ���� �� �	���� �N�N� F |AKB| + |BKΓ| + |ΓKA| = 2π ���	���� �� ��� �������#
2�	��� �� !��� δ < ρ� ���� � ���	� 1;G �� !��� ��� ��	���� � ��� �
����� 1G% ��
��
���
� ��� 1"G� ��� �� �������� 1;G �� !��� ����� ��� �������&� 1"G -0
�����
>#>@#�.# �� ������� �� 	���� �� �� �� ����� ���	�� G;% �� %;1# ,������ �� ��
����
�N�N�F|BOΓ|+ |ΓOB|+ |AOΓ| < |BKΓ|+ |ΓKA|+ |AKB| = 2π� ��� ���	���� �� ���
�������� �#�#�#
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,�!�� =4A+ "��� ��
�$!� �
	��
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.+ ��� ( �������	� �
����� ���������� �� �	� �
	��
�� ���	� ����
	*��� ��!
�� ���
�� ��
�� ���# /�� �� �
���
!�� ��� �������
��� ��� �������� ���!� ��� �������# 6�
������� ������ �� � ������ �
��
��� ���� ��� �
	����� ��� �	�� ��� ��
� ���������
�� ��� ���������� ����������� ��� ��� �
��
�� ���� ���� ����� ���� �� ���������# 2��
�	���� �� �������	�� ���� ����� � �
	��
�� �	�� 	���# ( ������ ��� ���� ��
�������



!��� ��������� ��	���� 5@>

�� ���� �	� ��
	����� ��� ��� �	�� �����! � ��&���# 1��! �	�� � ��
	����� ��� ����
���
# � �
��
��# 2�� -��!��'637. � �&� �
	��
�� ;1G% �� ;1LGL%L ����� ���	������
��
�� 	��� �� ���	������ �	��
�� ��	��� 	���# 3����� ��� �	�� ������� �� ����������&�
� �	� ���� ���� ���� ���� �� ���������# ��&�� ��� ��$�
��� � �
�����������	 ����#
; �&� �
	��
�� �
��&����� ��� �
	� ������! ���� ��� �
����&����� �
������ ����
������������ ��� ���� �� ����� �
	���� �� ����� ��$�
���� �
�����������#
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β
γ

α

β
γ

,�!�� =4?+ 1��	����� �
������������ �
��
��

�! %��$ -::" ��� ���� ������% �� ���� ������ ��
 ��������� ��� ��� ��� ��� �����
������ ���� �������� ��� ��� � ��� ��������� ���� �
����*
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,�!�� =4B+ 9)�� �
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$������0 -[Gla20, σ. 69]. 6��
��� ��� ��	���� ������ �� �	� ���! ��� �
��
��� �#�# ���
;1� ��� ����� ��� �
	��
� ���� �� �
	���� 1G%# 6��
��� �� �� &�� 1/� G2 �� %H ���
�
����� 1G%# �� &�� ���� �������� ��� �
������
� ( ��� �
����� �� � ����	� ;(
����	��� �� ��� ���$�
����� ���! ��� �
�� �������# 0
������ � G2 �	�� ������ ����
1% �� ��&����� ������ ���� ;1� �
� �� ������ ��� ��	���� ���� ��� �	�� � ��
� ;1%
-0
����� A#<#A.# 91
� �� ��	���� ;G2 �	�� �� ��
������ ��� ��� ���! ;G �� ������
���� ������� ��
� ;1%# 0�
���� �� ��	���� ;%H �	�� �� ��
������ ��� ��� ���! ;%
�� ������ ���� ������� ��
� ;1G# ������ � G% �	�� ������ ���� 1/ �� ��&�����
������ ���� ;1� �
� �	�� ������ ��� ��	���� ���� ;1( �� ������� �� ��	���� G%; ���
��
���� ��� ��� G% �	�� �� ���� ������ ��� ;1( -0
����� ?#>#�.� �#�#�#

;'��$�$ -::� "���� ��� �� ���� �������!��� ������ ��� ����� ���� ������
 �������
��� ���� �
���� ε% �� ������ ��� ������ �������
� ��� ��� ���� ��� ������
*
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;'��$�$ -:: "����� ���������)��� ������� 13Y 4 -��� �� ����� ���� ��� �����. ���
������ $%&%� ���� ����� ��� 13% 1Y ��� 14 ����������% ���� ��� ��� �� ��(�� ���
����)��� ���!��

ε(OAΓ)2 + ε(OBA)2 + ε(OΓB)2 = ε(ABΓ)2.
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,�!�� =5@+ 2	��� 0�����
�	�� ���
!����� �� ������

�������0 -[Fou05, σ. 102]� P:<�� ���# B=AQ. :� ���� ���������&� ��� ��!����� 640+

4ε(ABΓ)2 = a2 · υ2A
= a2 · (x2 + |OΔ|2)
= a2 · |OΔ|2 + (y2 + z2) · x2
= 4ε(OBΓ)2 + (y2 · x2) + (z2 · x2)
= 4ε(OBΓ) + 4ε(OAB)2 + 4ε(OAΓ)2.

( ��&��
� ������ �
��&��� ��� �� �� �� � ;/ �	�� ������� ���� G% -&��� ��� �
�����
;G%.� ��� � G% �	�� ������� ��� &��� 1/ ��� �
����� 1G% �� ��&����� �������
���� ;1� �
� -��&�����. ������� �� �� ���� ����	� ��� ������� ;1/� �#�#�#

;'��$�$ -::� � ��� ����� ������
 ������� ������ ����� ��� ��� �� ������������
���� ����� ������ �����
 � ��� (* E� 
���������� � ����� ��� ��� ������
*
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/������� ��������� 1G%/### ��
�������� �� ��	���� � �� ����	�� ; ����� ��� �������
����&� �����*���� ��!��*�� �� ���
�� ��!�� ��� �����
��	�� ��������� �� ����	� ;
�� �� ��
�$�� ��� ���������# ; ����
�� ��� ��������� ����� �� �� ���&�
����
��!���� ;1� ;G� ### ������� '���	 %$	 ��!��*��	# ; ����� ;1� ;G� ### �������
����� �� ��!�����!�	 ����	 ��� ��
��	���# �� ���&����� ������ 1��$ %$	
��!��*��	# 9;��� �� ���&���� �	�� ��
�� � ��
��	�� ������ ��!%� ��!��*��#
,���� �� ��� �
� (��� �
������ �����&�� �� �� ��	���� � ��� ��
��� �� ���&����# ,��

Ο

Α

Β Γ

Δ
Ε

ε

,�!�� =5>+ 0�
��	��

������� �� ��������&�� ���������� �� ��
��� ��
��	���# �� ����	� ; ������ ��!�2�
%$	 ��!��*��	� � ���	�� 1;G� G;%� %;/� ### ������� ��!�����!�	 ��!�	 ���
��
��	��� �� � �
	��
�� ���	�� ��� ������	*���� ��� ��
�$�� ��� ��������� �������
0!*��!�	 %$	 ��!��*��	#

,�� ����	� ; -��
�$! ��� ��
��	���. �
	*��� ��� ������� ��� �
��
��� ��� �����'
*��� ������!��� ��
*� ! .%�!�� ��
*�# ; ���	�� 1;G� G;%� ### -�� �� ��	����
��� �� ��
�����. ������� ;��!�	 %$	 ������!���	 ��
*�	 �� � ������	�� ���
�� �
	*��� ������� '���	 %$	 ������!���	 ��
*�	# ( ������
�! ���	� ����'
�� ��!%� ���� �� ���	����� ���&���� ��� �
��&��� ��� ��	���� ��� ����� ���� ��
����� ��� �	�� ��
��# /&� ������
��� ;1G%###� ;L1LGL%L### ���	�� ������� ;6��	�
���	������ ��
�� ���� �	�� 	��� �� ���	������ �	��
�� �	�� ��	��� 	���# ; ��
��	���
�����
��&��� ��� �	� ������
�! ���	� �� ��� ��	���� � ��� ����� ���� �� ����� ���#
"
������� �����
! ��� ������
�! ���	� �� ������������� �� ��	���� � �����
��&��
���
�� ��
��	��� ��� ����� ��� 	�� ������
�! ���	� �� � ����� ���� �	�� �� ���&����
��� �
	*���� �� ����� ��� ������
�!� ���	�� �� ��� ������� �# /&� ��
��	��� ;1G%###
�� ;L1LGL%L### ������� ;6��	 ���� � ���	������ ��
�� ���� �	�� 	��� �� � ���	������
�	��
�� ���� �	�� ��	��� 	���#

�! %��$ -:�:� ��� ���� �
�� ���
���� ����� �� �������� ��� ������ ��� ��)�
��� ����� ��������� ��
 H�*

$������0 ( ������� �	�� ���� ���	� � 	�� �� ���!� ��� 0
������ ?#�#�# 92��� �� �
��
�! ������
�! ���	� ��� � ��
��# 6��
�&�� ��� ��	���� ������ ��� ������
�! ��
�
	*�� �	� ��
��	�� ;1G%/### #�� ���	�� ���� ��
�$! ; ��� ��
��	��� -��
��. �
�$����
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�!�� ��� ����� �����+

|AOB| = π − |BAO| − |ABO|,
|BOΓ| = π − |ΓBO| − |BΓO|,
|ΓOΔ| = π − |ΔΓO| − |ΓΔO|,

... ... ⇒
|AOB|+ |BOΓ|+ |ΓOΔ|+ ... = (π − |BAO| − |ABO|) + (π − |ΓBO| − |BΓO|) + ...,

= (π − |ABO| − |ΓBO|) + (π − |BΓO| − |ΔΓO) + ...

< (π − |ABΓ|) + (π − |BΓΔ|) + ...

= ν · π − (|ABΓ|+ |BΓΔ|+ |ΓΔE|+ ...)

= 2π.

( �������� �
��&��� �$�
��*����� ��� 0
����� ?#�#> ��� �
��
��� ��� ��
��	���# (
�������	� ������ �
��&��� ��� �� �� �� ��
���� ��� ���
�� ��� ����� ��
��& ��'
������� �� � ����
�� �	�� (ν − 2)π -0
����� �#>>#>.� �#�#�#�� ��!�� ��� �
��&��� ���
�� ������
�! ���	� �� ��� ��	���� ��� ����� ���� �� ����� ��� ����� �� ��� ����
��
������ �
�� �� �
����&���� ��	���� ������ � ���!$ ��!��*��#
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Β

Γ Δ

Ε
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Γ Δ

ΕΑ
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,�!�� =5�+ "����
� ��
��	��

�! %��$ -:�: �� ���� ����
�� �
����� �� ���!���� ��
 ���'����� ��� ��� ����������
���� ��� ����� �����*

$������0 ( ������� �	�� ����� ������� ��� �
������ ��� 6��! ��� ��
� -0�
���
A#A#>.� �#�#�#
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Δ

,�!�� =54+ ���
���
�

�� ��
��	��� �� �
������ ����� �����*���� 0�%!���!�# �� ���
���
� ���� ��
�
�	�� �� ������� ��� �
����� ��� ��	����# "��� ���
��� ����	�� ��'��
�������� �� ���
��	���� �
	*� ��� ���
���
� ��� ��� �� ����	� ���� �� ��
�$��#

�! %��$ -:":� 2	��� ������� $&� ��� ������ $C%&C%�C ��� ������ ��
 ε% ���� )���
�� ���!�
� �� �������

|A∗B| = |BΓ∗|, |Γ∗A| = |AB∗|, |B∗Γ| = |ΓA∗|.

/��� �� ������� ��� �� $C%&C%�C ���������� ���� ���
��� &�%�$%$& �
������
� �� ������
1* 	����� �� �� ������� $C&�% $&C�% $&�C ��������#�!� ����������� ���� ��� &�%�$%$&
��� ���
 �� ���
#�� ��
� $C%&C%�C (����!� ���� ������ � ��
 ε ��� ������ 1% ���� ��
$C%&C%�C �� �
�����
� �� ������ " ��� ' ��� �� ����������� ��������*
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$������0 ,�� ��!�� 644 �� ��	���� � �	�� ���� ��� ��
��& �� � * �	�� � ������ ��� �
��� ����	� ;# 9;� � ����	�� ��� ���$�
���� ��
����� ��� ���� ����	� ; �	�� �������
��� 91������ 4#5#B# :� ���� ������� �
��&��� ��	��� ��� �� ������� �� � �
�	� �����
������� ����	�� ����	����� �� ���� 
*��&� ������ ��� �&���� κA, κB, κΓ �� ����
� ���
��
�$�� ��� �
����� �� ���	��� �� ����
�� ��� ����� �
����� ��� ��
����� ��� �����#
�� ; �	�� �� 
*�� ����
� ����� ��� �&���� -6��
��� 5#4#>.# ( ������ ��� 
*��&
����
��� �� ��� 	��� ������� �� �
�� ���� �
�� �&������ �
����&� ���� �
����
���
��� / ��	 ��� ����	�� *# 1� ������	����� �� ρA, ρB, ρΓ �� ���	��� ����� ��� �&����#
���� � ������ ��� 
*��& ����
�� ���������� ��

ρ2A − |OA|2 = ρ2B − |OB|2 = ρ2Γ − |OΓ|2.
��&�� ����	�� �� �� �
������ �
	���� �� �����	����� �� �	� ������ ���	����� ��
(ρA, |OA|), (ρB, |OB|), (ρΓ, |OΓ|), ����� �� ����� ������� 	���� �
� ���� ��� ��
�$! ���
�����
��� �
����� ��
	 �� ����
�� ��� 1G% � ��
�$�� �� ��������� �� ����	� / ���
*� �#�#�#

.+ ���7� �� ���
���
� 1G%/ ��� ������	*��� ���� ��� �
����&���� �
����� �� ���
�� ; �� �
����! ��� ��
�$!� ��� / ��	 ��� ������� � ��� ��
�� 1G%� �������� �� |OΔ|
�� �	�� �� &��� ��� ���
����&
�� ��� �� / �� ���� �� ��$
�*��� �� ��� �&���� ��� ;
�� �
�� ����� ������!����� ��� ���� �
�� �&����� (|OΔ|2 = |ρ2A − |OA|2).

.+ ���7 J��&� �� �� ���	��
�$� ��� 0
������ ?#5#># 2�� ����	 ���
���
� 1G%/
�� �
��������� ��� ��
�$! / ��� ��	���� � ��� 1G%� � �
����! ; �� ��� �� �������
��� ���$�
���� ���� �
�����# 92�� � ������� ��� �� ; �
�� �� ����
�� ��� 1G% ��
��
����� �� ��
�$�� 1L�GL�%L� ��� �� �
��&���� ���� ������� �� ��
�����
�� ��
��
���� �!��� ��� ����� /1�/G�/% �� �� ����������� ��� ��	���� � ��
��
�$����� ��
���	����� ��
	 �� ����
�� ��� 1G%# 6� �����
����	 ���� ��	���� ��!�� ��
���� ���
644#
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,�!�� =5<+ 2�������� �� ���� ������� �����

;'��$�$ -:":� "���� ��� �� ���� �
�!������ �� ���� ��
 ��)��
� �� ���� ��� ��������
���)� ���� ��������
 ��������� ��� ����� ������ , ��
 �� ��������*
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;����*���� ��
�
��� �	� ��
��	�� ��� ���	�� -�+. � ���� �	�� ��� ������� ���&����
�� -�+. � ����	� "; ��� ����� �� ����
� " ��� �������& ��������� �� ��� ��
�$! ���
��
��	��� �	�� ������ ��� ��	���� � ��� �����#

ε

Δ

Β

Α
Ε

Γ

Ο

Κ

,�!�� =5=+ "�����! ��
��	��

�! %��$ -:&:� �� ���� ������� �
����� �� �������
��� ���� ����� ���� ��� �� �����
���
��� ����� ����� ����* +�� ��������#�% �� �� �������
��� ���� ����� ���� �����! ��
�
��� �� �������
��� ����� ����� ������ ���� �����! ��
�% ���� � �
����� ����� ������� *

$������0 "�� �
�!� �� �
������ �
	���� ��� ������	*���� ��� ��� ������ ;" ���
��	���� � ��� ����� �� �� ���	��� "1� "G� "%� ### �
�� �� ��
�$�� ��� �������& ��'
������� -��!�� 646. �	�� 	��� �� ������ ���! ��� ������ ;" �� �� ���	��� "1� "G�
"%� ### 	���# 1�� ���� ����� �� �� �� �
	���� ;1G� ;G%� ;%/� ### �	�� ������! ��
	�� �����& ����� �� ������ ���	������ ����
�� 	��� -000'�
�!
�.# 1�� ��� ������ ���
�
����� �
��&��� � ������ ��� ��
�� ��� ;# %� ��� ������ ��� ��
�����
�� ���
��
�
��*������ �� ���	�� ��� ������	*���� ��� ��	���� ������ ��� ��
�����
�� �����#
92�� ����� ��	���� �#�# ������ ���� ���! ;% �
��&��� $�
������ �� &�� ��� �
�����
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Β Γ

Α
Ε

ε

Δ
Z

,�!�� =5A+ 0�
�����
� �	��
�� ������!� ��
��	���

G;% �� %;/ ��� �� G �� / ���	�����# C��� ��� ������� ����� ��� �
����� ��
&�� ��
����� ��� �� 	�� ����	� H ��� ;% �� �
	*��� ��	���� ������ ���� ���! ;%
-0�
��
�$�� A#<.# 1�� ��� �
��� ��������!� ���� ���� ��� �� �
	���� ���� �� GH/
��� ���������*���� �� ������� �
��� �� �� �� ����� ����� ;/�;2� ### �	�� 	�� �����&
����� �
� �� � ���	�� ��� ��������&� ���� GH/ �	�� 	��� �����& ����# ; ���	�� �����
���� �	�� ��
��� � ���	�� ��� ���
��� � ���	�� �������� �� �	�� 	��� �����& ����# %�
�� ���	��
�$� ���
��� �� 	�� ��!��# 1�� ��� ������ ��� ��
�� �������� � &��
�� ���
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,�!�� =5?+ 8�
����
���� ������!� ��
��	���

�������&� �
����� G/H# 1�� ��� ������ ��� ���
�� �������� � ������ ��� �����'
��� �
����� ���� �� G/H ��� ���������*���� ������� ��� ����� ��
�����
�� �����#
1�� ���!� ��� ������ �
��&��� � ������ ��� �
����� %H6 -6 �� ����� ��� G/. ��
��� �������� ��� ��� ����� �����# 1�� ��� �������	� ������ �
��&��� � ������ ���
�
����� %;" -%" � ������� ��� �. �� ��� �������� ��� ��� ����� ����� �� ��� ���!�
��� ������ �
��&��� �� �� �� 1G%### �	�� ������� �� �� " �� ����
� ��� ����������
�#�#�#

0�����
��� ���	�� �������� ��
��	��� �����*���� ��
�
���	 ������!���	 ��7

*�	# ( 0
����� ?#4#> ��*� ������� ��
�
���&� ��� ���� ������� ���
�	 �� �	��
� ���	�� -��
��. ���� ��
�$! ��� ������!� ������
�!� ���	�� �� � �� ��!��� ��
��#
( ������� �
����� �	�� ���� �� ��
������ ��� � ��
�����
�� ��
�� �	�� 	��� �� ���
������� ���&���� �� � ����
��#

�! %��$ -:&: 	�� ��� ������� ���
���� ����� ���� � ����% ���� �� ��� ����� ����
��������! ���)��
% ���� �� ����� 
����� ����� ��� �� � ��� � ������� ��� ��� �������
������0

� : O M
� : : :

O
M

$������0 "�� �
�!� � ���	�� ���� �������& �'����� �	�� ���� 	��� �� -0
����� �#>>#>.

αν =
ν − 2

ν
π.

1� ���� ��
�$! ��� ������
�!� ���	�� ������ � �� ��!��� ������ 	��� ���	��� ���� ����
��� 0
����� ?#4#> �� �
��� �� ��&�

κ · ν − 2

ν
π < 2π ⇔ ν <

2κ

κ− 2
.

2� ��������� �� � �� � �	�� ���
�� �����&��
� ! 	�� ��� 4# 2&���� �������� �� �
�������	� βκ =

2κ
κ−2

�	�� $�	����� �� � �
���� �	��� ���� ��� �	����� ��� ��� �	����+

� 4 5 < =
2κ
κ−2

= 5 4�444### 4
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; ���� �� �FA�?�### �#�#�#� ���� ��� $�	������ ��� �������	��� �� �	�� ��
���
�� ���
4 �� ����! �
��� ������
��� ν ≥ 3 �� ν < 2κ

κ−2
�� ����� �� ��
������ ��� �� ���
��

� ��� �� �� �������	# �� � ����� ���
�	 �� ��� ���� �� ���� 4� 5 �� < �� �� ����
�	� ��� ����� �� ��
������ �� ���
������� ν < 2κ

κ−2
�	�� �� ����
�$����� ���� ��!��

���� ��� ��� ���	����� ��! ��� �� �#�#�#

.+ ��� ( ���! ���! �
����� �	�� � ��	� ��� �
������& ��
�
���& ��� ��������
�������)� ���
���� ��� �����*���� ���� ������� ��
��
�$�# ( �
����� ��� �� ��
���� ����	� �� $���� ������
�! ���	� ��� ���	�� � ��
�� �� �	�� ������� ���&�����
���� ���
���� < �� ����� �����������+

># �
��
��� ���	�� -�F4.+ )��
���� �
�� �� ���� ����������� �������� �
��
'
��� �����# 1���� ��� ����� �� �
�� ��
�� ���� ������
� �
	���� -�F4.� �����
��� ����� �� �
�� ��
�� ���� ���
����� -�F5. �� ����� ��� ����� �� �
�� ��
��
���� ������� ��������� -�F<.#

�# ���
���
��� ���	�� -�F5.+ )��
�� �	� �� ���� ������! ���
���
�! ���	�� ���
��� ��
�� ������
� �
	���� -�F4.#

4# 0������
��� ���	�� -�F<.+ )��
�� �	� �� ���� ������! �������
�! ���	�� ���
��� ��
�� ������
� �
	���� -�F4.#

;'��$�$ -:&:� 3���������)���� �� ������� &"4 ��
 �� ����� 648 ��#���� �� �
���
������ ��� ������ ��� ����
 �
���� ��� ��� ������ ��� ���� ��
�% ��� ���� ��� ��� ���
M 
����� ��������� ���
������ ������*

,�!�� =5B+ "���
����� ���
���
��

;'��$�$ -:&: "���� ��� �� ���� �������� �� �
����� ��
 ��)��
� ��� ���
#�� ��
 �� ��
������ (���
� ��� �������� �
�)� ��)� ��������� ��� ����� ������*

�������0 2$�
���� ��� 91����� <#>5#4#
; ����	�� ��� �
����&����� ������� ������� @������� ��� ���
���
��# �� ����	�
���!� ���� ������ ��
%!�����	 ��� ���
���
��#

;'��$�$ -:&:� "���� ��� �� �
����� ��
 ��)��
� �� ���� �������� ���)� ��
 �������

��������� ��� �� ���������� ��
*
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+�% 1,�	$��� 1,��"���* ������

Α

Β

Ε

Δ
Γ

Φ

Ζ

Η

Θ

ΙΚ

Λ

Μ

Ν

,�!�� =<@+ 0��&��
�

;����*���� ������!� ��� ���
�� �� ���	� ��
���	��� ��� ��	����# �� ��	���� ���
��
�
	*��� ��� ��
� ��� ����������� �� ���
�� ������� ;��!�	 %�� ������!��# ;
����	�� ��� �
	*���� �� ����� �&� ��
�� ��� ������
�� ������� '���	 %�� �����7
�!��# ,���� �����*���� ���� �� �� ���!���� ��� ������	*���� ��	 ��� ��
�� ����
��� ������'����� ��� �� �� �����# ; �	��
�� ���	�� ��� ������	*���� ��� ����� ���
������
�� ������� @*��!�	 %�� ������!��# ; ������
��� ���	�� ��� ������	*��'
�� ��� �
�� ! ��
�����
�� ��
�� ��� ��
����� ��� ���� ����	� ������� ������!���	
��
*�	 %�� ������!��# ; ��
�$�� ��� ������
��� ����� ������� ��!�2�	 %��
������!��# 92�� ���&��
� ������ ��!% ���� ���� ��
� ��� �$!�� �� ���&��
� ���
��� �� ��
� ��� ����# /&� ���&��
� 1G%### �� 1LGL%L### ������� ;6�� ���� �����
���	������ ��
�� 	��� �� ���	������ �	��
�� ��	��� 	���#

"�
�� ���&��
� �	�� �� ������� ���� ��
� ��� ��
��� ��������� ��� �������# :�
�������! ��$�
� ��� �� ���&���� �	�� �� ����� �	�� ����� ��� ��������� ���� ��
�+
�	��
��� �
	��
�� �� �������
� ������
��� ���	��# ( ��
��	�� �� � �����
� ��
��	��
��� ������!���� !�� ���� �
����&���� ��
��
�$� �	�� ��� �� ����&���
� �	�� ��
���
������
��# 91��� �	�� ������
�� �	�� �� ������+ �
	������ ��
�������	����� ���
���
��
�&��� ���# ��� �� ���������� ��
�����#

,�!�� =<>+ "������ ���
���
�� �&��� �� ������� ������
�

:� ��	��
� ������
	� ������
�� �	�� �� ��
�
��� ������!�� �� ���	����� ����
��
� ��� �������� ��������� ��� �������# 1��� �
	*���� �� �� ���&��
� ��� �����
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���� �� ��
�� ���� 	��� �� ��� ������� ���&���� �� ���� �� �	��
�� ���	�� ���� 	���
�����& ����# 2�� ��� ��	���� ���
���� ���
� ������� ���&����� ��� ��
�� �� ���	'
����� ����� ��� �	�� �� ������� ���&��
�� ���
���� ���� �����# 1��� �	�� �� �����
���%�
��� �,��%�+ �� ������� ���
���
�� � �&���� �� �� ������� ������
�� ��'
������
� �� �������
�# �� ������� ��!���� �	���� ������ �� ��� ��������! �����

,�!�� =<�+ "������ ��������
� �� �������
�

��� ������
�� ��� ��
�	# 1$�& ��������&� �� ��!���� ��� �������� ������� �
��� ��
������&� ���� �!��� ��� ����� ��� �	�� ����� �� �&� ��� �� ���&����# ; ����� ���
�	�� ����� ���� �
��� �� ���������&� ���� �	� �� �	� ���	����� ��� ��� ��� ��������
���	 ��� �� ���$��	 �� �����# %� ���������� �����*���� �� �� �������� ���� ���
�
��� �� ���$��&� �� �����#

,�!�� =<4+ :������ �������& ���
���
��� �&��� �� ������
��

; ��
�
���� �� < ��� �������� ������
�� �$�	���� ���� ���	����� ��
�
��� ��
�������� ������
��� ���	�� -0
����� ?#<#�.# �� �� ���
���� ���� �� ����� ��������
������ �	�� ������ �&���� �� �����	# �� ������� ���
���
�� � �&��� �� �� �����'
�� ������
� ���������*���� �&����� �� ��� ����� �� �� ����	 ��� �
����� �!��� ��
���������*��� �� ���	����� ���
�� ��� ���	�� ���� � ����� �� ����� �!��� �# %� ��
��������
� �� �� �������
� � ���	����� ��������! �	�� �� �&������ ���
�	 ������ ��
���
���	 ��� �
��������� �������#
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,�!�� =<5+ :������ �������& ��������
��

( ������� ��� �� ��� ���
���� ���� ��� �� < �	�� �� ���! ���! �� ���
�	 �� ���
���	
���� �
����$�
��	�� 0
����� ?#<#�# ( ������� �� ���
�&� �� ����
�$���	 �� ��!�#
,��� �
�! ���������*���� �� ����� ������ �� �!��� ���!� �# 1� ���������� �� ���
��
�� ����� ���� ,9 �� �!��� ���!� �� ���� �	� ������
�! ���	� G ��� ,9 �� �
��� ��
����	��� �� �	� ��� �� < ����������� ��� �
����$�
�!��� �
������# 92��� �� ����	���
�� ��� �������! ���	� 1 ���� ��� �� < ������
���� ������� ��� ��� ,# ���� �
���
��'

,�!�� =<<+ :������ �������& �������
��

*���� �� ,9 ���� ��� ,� ��� ���� � ������
�! ���	� G �� ������� �� ��� 1# "�����
�� ��������� �� � ��'��
�����
�� �	��
� ��� 1 �� G ���� ��� ������� ��� ���
��
����� -91����� ?#<#>.# 0
���
��� ������ �������� �� �
�� �� ��!��� ��� ��
�� ���
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, �� �� ���	�� ������ �����	�� ��� �&������ �� ���	������ ��� ,9� ���
 �� ��	�����
��� �&������ ���� ��� ��
�� ��� , �� ���	������ ��� ,9#

1� �� � ����
�$��� ��� �
����&����� �������� ���
�	 �� ������
���	 �� ��!
�
�������� �� ��&��� ��� �
	�� ������� ��� ���	�� ����& ��� ���	��� �� �����&�� ���
��$�
�� �������
��� ��� �����&��� �� �$�
�&� ���� ������ ������
��� ����� ��
��� �������� ������
��#

,�!�� =<=+ ;�����
� ��� �� ���� ���
���
��

;'��$�$ -:(:� "���� ��� �� ���� ��� ���)� ��������! ��������
 ���'�
� ��� ���
#��
���� ��������! �������
*

;'��$�$ -:(: "���� ��� �� ����� � ��� ����
 ������ ���� ��������! ��������
 ����
������� ��� ������� ���(ω) = 1

3
.

;'��$�$ -:(:� "���� ��� �� ����� � ��� ����
 ������ ���� ��������! �������
 ����

������� ��� ������� ��(ω) = 2
√
2

3
.

;'��$�$ -:(:" "���� ��� �� ����� � ��� ����
 ������ ���� ���������! �)����� ���
����� �� ���� ���
# �
������
� q ����� ��� ���� ��� ����� �������� p�����% ����������
��� �!��

��
(ω
2

)
=

��
(
π
q

)
���

(
π
p

) .
�������0 0�
�����! ��� 91������ ?#<#>#

;'��$�$ -:(:& ��� ���� ��� ��� �� ?�������� �)���� �� (����� �� �� ��� ��� ��#����
���)� ���������% ��� ������ �� ���
#�� �
������
� �� ���
#�� ��
 �)�����*

;'��$�$ -:(:( "���� ��� ��� �������� ��� ������ �� �������� ����� ����� ��!�(���
�������% �� !@�% ��� �� �
����� ��� ��� ���
# ��
 ����� ������� ���� �������� ���%
��������� ���� ��� ����� ������*

�������0 8
������	��� ��� 0
����� ?#�#5#

;'��$�$ -:(:� "���� ��� �� �� �������� !� '�!�� �������� ���)� �������!���� ���
��!�(��� �������% ���� �� ��� �
�(����� ��� �� �� ����� '�!��� �������� ���)�*
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,�!�� =<A+ 0
	���

( ���������� ��� ���
� ��$����� �������&���� ��� �� ��
	��� �����& ��� ��
���!���
������ -119�GG9.� -GG9�%%9.� ### ������ �!����%��� ���2�
���# ; �	��
�� ���	��
��� ������	*���� �����& �&� �������� ��
	��� �����*���� @*��!�	 ��� �
�����!�
��$�����# �� ���
�� ��� �
��&��� ��������� �	� �
�����! ��$���� �� �&� ��
������
��	���� ������ �!*���# ( �������� ����� ��� ������� ������ ;AB�	 %�� �!*���7
%�	# �� ���&���� ��� 1G%/### �� 19G9%9/9### ��� �
	*���� ��� ��� ���! ��� �
�����!�
��$����� �� �� ��
������ ��	���� �	�� 	�� -0�
��� A#4#�. �� ������� 1����	 %��
�!*���%�	# �� �
	��� ������ ��!% ���� �� ���	����� ���&���� ��� ����� 1G%/###
�	�� ��
��# �� ���&�
���� ��!���� 119� GG9� %%9� ### ������� ��!�����!�	 ����	
��� �
	������# "��� ��
	�� ��� �
�����!� ��$����� ������� ��� �� ��
������ ��	��'
�� ��� ������ ���� ��
�������
���� ��� �����*��� ;��!� ��� �
������# �� �
	���
������ �!� ���� � ��
�����
�� ����� �	�� ������� ��� ����� ���# �� �
	��� ����'
�� ��
�
�� ���� �	�� �
�� �� �� ���&���� 1G%/### �	�� �������# /&� �
	�����
������� ;6�� ���� ����� ���	������ ��
�� 	��� �� ���	������ �	��
�� ��	��� 	���#

92�� ��� �� �� ���� �
	����� �	�� �� ��!���$���*���� ��� ���	� � ����� �	��
��
�������
����# /&� ��
�$�� ��� ��� ����� ����� ����� ������� '��
�
%� ��
�'
$�� ��� ��
������������# �� ���&�
���� ��!���� ��� ������� �&� ������� ��
�$��
������� @���,
��� ��� ��
������������#

,�!�� =<?+ 0�
�������	���� �� �
������ ��
�������	����

;'��$�$ -:�:� "���� ��� �� �������� ���)���� ��
 ��������������
 ��������� ��� �� ���
������ ��
 ��� ��������* "���� ������ ��� �� ���)���� ��
 ���������
 ���������������

����� ���� �����! ��
�*

;'��$�$ -:�: "���� ���% ��� �� ������ �� ������������ (����� �� �������� ���)����
��������� ��� �� ��� ������% ���� �������!���� ��� �
�� ��� �� ������ ����� ��� ��������
�������*
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92�� �
�� ��
�������	���� ��� ���	� ������� � ����� �	�� �
������ ��
�������
����
������ �!���,
�� ��!���$���*����# ; ����	 �	�� ��� �
������ ��
�������	'
���� ��� ���	�� ���� � ��
�� �	�� ���
�����#

,�!�� =<B+ "&���

;'��$�$ -:�:� "���� ��� �� ��������� ��
 �������!� ��� ���� ��
 �!(�
 ����� ��� �����!
��
�*

;'��$�$ -:�:" "���� ��� �� �������� ����� ��������
 -��� ����� ��
 �� ���
�
������ ���
#��. ���'�
� !� ��!�(���� �
�����* "���� ������ ��� � ��� ��������
 ��
������ ��������� ���� !� �������� ����� ��
 ����� ���������������*

α

β

,�!�� ==@+ "����� �
	���

�� ���
�� ��� �
��&��� ��������� �� �
�����! ��$���� �� ��'��
������ ��	���� ��'
���� ����� �!*���#

Α

Β
Γ

Δ

Ε

Ζ

,�!�� ==>+ 2������! ���! �&���
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;'��$�$ -:�:& "���� ��� 
������ ��� ��
 �!(�
 �� ������ ��
 ���'�� ��� ��
 ���������
������
 ��� �������� �������*

�������0 ; ��
�$�� ��� �������� �	�� ���� ����� ��� �&���# 1��� ����$��	*� ��
���� � ����
�� ��� �������� �	�� 	��� �� �� ��� ��� �����	�� ��� ���
������ ��
��
��� �&���# %� �� �� �� ��!�� �	�� ��	���� �� ��� �� 	��� ���	�� �
��	 �� �����	 ��
�����
� ������� ����	� �	�� ��� 	�� ��	���� �� ������	*��� �
���*� -���� �#�# ��
1G%/ ��� ��!��'661.#

;'��$�$ -:�:( E� ������ ��������� ����� 1$&�" �� ������ ���� ���������������
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�������0 ( ���! ��� ������� ;G/ �� ;1% �	�� ����	� ��� ��
���� ��� �� ���'
�
� ������
	�� 6 ��� ��
�������
�����# ( ����&����� ��� �����	�� 1L%L �� GL/L
�
����
	*��� ��� ��� 91����� 4#>�#?#
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/������� �&���� � ��� ��	���� �� � ���������� ��� ���
� ��$���� ��� ��
����� ���
����	� 8Y ������ ��� � �� ��
������ ��� �� ����	� 8 ��� �&���� ������ ����
�!���
���2�
���# ; ��
������� ����	�� 8Y ��� ��
����� ��� ��$���� ������� >�
�%��!�	
%$	 ���2�
�*�	 �� � ��
������ ����� ��� �� ����
� " ��� �&���� ������ ;'5�
�	
%$	 ����
�!���	 ���2�
���	# %� �� �� ���
	����� ��� ����� ��$����� ��� ��
�'
����� �� ��
���� �
��� ����� �
�������&�� ��� ��
�����
� �
� �!�� �������
����
�!��� ���2�
���# ( ���! ��� ������ ��$���	�� �� �&� ��	���� � �� * ������
���� ������
� �
	*� ��� ���
�� ��� �����*��� ����
�!�	# ; �&� 	�� �&��� ���
���������� �� ��	���� � �� * ��� ��� �����
�! ��$���� ������� 1����	 %�� ��7
�*
�!��# 2�	��� �����*���� ����� �� �� 	�� �� ��	���� � �� *# ( �������� ����� ���
������� ������ ;AB�	 %�� ���*
�!��# 1�� ��� �
��� �������� �� � �&���
�� �	��
�� ���
�� ��� �
��&��� ��
��
�$����� �� �
������ ��
�������
���� "8Y C �&
� ���
��� ����
� ��� "C# 1�� ��� �
��� �
��&��� ��	��� ������ �� � ����� ��� ���	��
�� ��
��	���� ��
������ �
�� �� ����� ��� �	�� �&��� 	�� �
�� ��� �# ( ���	�� 
 ��� �&����
� ������ '�%*
� %�� ���*
�!��# /&� �&���
� ������� ;6��� ���� ����� ��� 	��
���	�� �� �� 	�� &���#

; �&���
� ���������*���� �&���� ��� �
������ ��
�������
���� 8Y Y 989 ���
��������� �� �����! ��
$! �� ����	*���� -�������. �� ������� ����
�� ���� 8Y ��
89Y 9# 1������&��� �� ��� ��!��� ��� ��#���� � ���������� -���
��� ��
�(�
�����'
M
����
� [Ber02, σ. 77]� ��� �� ��
������� ��
��
�$�� ?#B. �� � ������	� ���! ����
�	
�� ��������� ����	�� ����$�
����� ��� ���&�
���� �������� ���� ��� ��	���� �������'
�� ��� �!��� ����� ��� ������ ���� ���� �&���
�# ( ���	��
�$� ������	� ���� ���
���	� ������� ���� �&���
� ���� �!��� ��� ������
�� ��� 8Y �� ��� �����	����� ��
��� ��	���� �
������ 8Y Y 989 ������ '
��%���� %�� ���*
�!��# �� �!��� ���
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� ���	�� ��� ���	��
�� ���� |XX ′| = 2πρ. ( ���	��
�$� ������	� �	�� �
�$��!�# "���
�
������ ��
�������
���� 889Y 9Y ���
�	 �� ���$��	 �� �� ���������� ��� ����
��
��� 8Y �� 89Y 9 �� ���� ��� ��
�����
� ��$���� ���� ���	��
��# ( ������	� ���!
�
�������	�� ���� �������	� �� ��� ��
����! ���!���#
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;'��$�$ -:-:� "���� ��� ���� ���� ��������� ������ �����#���� �� �!�����% �� ���
������ ��� 
������ ����� �
������ �!������ ��
 �������� ��� ����� ��
 ��������� �� �����
������*

�������0 92��� 1G% �� �
	���� ��� ����� ��� �
	������ �� � � ��
���
������� �&����
���# ; �&���
�� �� ���� ��� � �� ����� ��� ������ ;8 ���� ���� ��� ��� ����
� ;
��� � �	�� � *���&�����# ��&�� ��� � ����� 11L� GGL�%%L ��
������ ���� �&���
�#

;'��$�$ -:-: "���� ��� ���� ���� �������� ������ �����#���� �� �!�����*

�������0 1������ ��� �
����&����� �������#

.+ ��� :� ��
�� ������� ���� ������� � �&� �
����&����� ���!��� ����������
�� �� ����� �
	����� ��� ���	�� � ����� �	�� ���
���� �� �&��� ���&����# "�
� ���� �������&��� �� ���
�� ������	 ������ 	 ����
�!�	 ��� �� ��
������
�����! �&���
�� ��� ��
����� ��� ��
������� �����& ���� ����	�� ��� ������� ����	�
�&� 	��� �&���� ��� ��
	������ �� ��
������ ��	����#
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/������� �&���� � ��� ��	���� � �� ����	�� ; ��	 ��� ����	�� ��� ������� ��� ��	����
� ��� ��
���� ��� �� ����
� " ��� �&���� -; ��$�
���� ��� ".� �����*���� �,
�
�� ���
�� ��� �
��&��� ��� �� ����	�� ��� ������� �� ����	� ; �� ��� �� ����	� 8 ���
�&����# �� ����	� ; ������ ��!�2� %�� �,
��� � ����	�� ;8 ������� >�
�%��!�	
%�� �,
�� �� � �&���� � ������ 1��$ %�� �,
��# ,����� �� �� ���
	����� ����
�� �	��� ��� ����� ��� ���� �� ������ ��� �����*���� �!� ������ �,
�# (
����	� ;" ������ ;'5�
�	 %�� �,
��# �� �!��� ��� ������ ;AB�	 %�� �,
��#
/&� ���� ������� ;6��� ���� ����� 	��� ����� �� 	�� &��#

1�� ��� �
��� �������� �� ��� �� �
	���� ;"8� �� ����	� 8 ��	 ��� �&���� �� �	��
�
������ ��� " �
	���� 	�� �����& ����# 92�� ���
�&�� �� ���
!����� �� � ����� �	��
�� ���
�� ��� ��
�
	*��� ��� �� ��	���� � �� ��� ��$���� ��� ���
�$� � �����	���'
�� ;8 ��� �
�����	�� �
����� ;"8 ����� ��
��
�$���� �� �
	���� ��
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�����	�� ;"8 -�� �� ���� �� ��!�� ��� ;8.#
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�! %��$ -:):� /� �����)��� ������� 1+3 ��
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# ��
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$������0 0
�$����� ��� ����� ���! ��� ;" �� 	��� �� ����� ������� ����
�� ����
�� ���	��� ��� 	��� �&����� �#�#�#
��� ������ ��� ���	�� �F";8� ��� �	�� �����
! �� ���� ������
� �� ���� ����	�
��� 8� �����*���� ;'
����� ! >�
*� %�� �,
��#

�! %��$ -:): � ��� �)��� � ���#������ �� ������ ��
 ����� ������ ���� ����� ���
��� �� �������� ��� ��� ���
# ��� ����� �!���� �� ������ ���� ����� ���*

$������0 92��� � ��	���� ������ ������ ��� ����� ��� ����	� "# 92��� �� 8 ����	�
���!� ��� ������
�� �� �� �# �� �
	���� ;"8 �	�� �
������ ��� " �� ����� �����
�
�� �����
���� ��� 8 �� |OK| �� ��� ���	� α = |XOK|� �
� �	�� 	�� �����& ���� ��
�������� �� � ρ = |XK| �	�� �����
�# 91
� �� ����	� 8 ��
������ �� �&��� ����
�� "
�� ���	��� 
# 1��	��
�$� ���� ����	� ����& ��� �&���� �
	*� �
������ �
	���� 8;"�
�� ��� 	�� ���	� α = |XOK|� �
� ��
����� ���� ����� �#�#�#

�! %��$ -:):� � ��� ����� � ���#������ �� ������ ε ��
 �������� ��� ��� ���
# 
��� ����� ��� '�!��� ��� ����������  ��� ����()� ���������  ��� ��� ���� ������ ��

�
������� �� ��� ���
# ���*
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$������0 92��� ��	���� * ������ ���� ����� ��� ����!� ��$������ ���� ���� ���
�
����&���� �
������ ����� ��� ����� ���� �&��� �# 2�� �� ��	���� � ��
��� �� ����
����	� 8 ������
�� -����� ��� ;.� ���� �� ��
��� ��� ��� ������
� �� ������� ��
����� ��� �&��� �� �$�& ����� ����� ���� ������
� �� ��� ��
��� ����	�# G�������
����� �� � ������
�� ��� ��
������ ��� � ��������&� ��
��� ��� ����	� ���!� ���
�&���� � �� ��� ����	�� � ��� �	�� � ���! ��� ������� � �� *# ( �
����� �
��&��� ���
�� ������� �� � ����	� � �� � �&���� � ���
�	 �� ����� �&�� ��� ! ������ ���� ����	��
�#�#�#

� !���� -:):� 2	�� ������ ��
 �������� ��� ����� ��
 �)��
 ������ �
��� ���� !�
���������� �
�������� �������� �� ���� ��� �����*

$������0 1�� ��� ������� ����� �� � ����	� � ���! ��� ������� � �� * ��� -��������
���. �
����&����� �
������ ��
���� ���� ��� �� ����
� ��� �&���� � �� ��� ����� ����
�&� ��������
�� ����	� 8 �� H� �� �& �� �� �����
����� �#�#�#
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;����*���� �2��% ��
� ��*���� ��� ����� ��� ��	���� ��� ��� ���! �� ��� ����
�	� ��
��� ������
�#

�! %��$ -:):" 2	�� ������ ε ����� �#�������� ��
 �)��
 ���� ����()� ���� ��������
��� ��������� � ��
 �)��
 ��� ����� ������ ��� ������ � ��
 ��������� ��� ��� ���������
� ��� ��� ����� 1+ ��
 �)��
*

ζ
K

Χ

Ο

Ζ
κ

ξ

,�!�� ==B+ 2�	���� �$�������� �����

$������0 2� �
���& �� �$�������� ��	���� � ����� ��
��� �	� ��
��� ������
� ��� �#
7�
���� ��	���� * ������ ���� ����� ��� ����� ��� ��� ����� ���� �&��� �# 92��� �� �
� ����	� ���! ��� � �� ��� *# ; ������
�� ��� ����� ��� ��
������ ��� � ��������&�
��
��� ��� ����	� ���!� ��� ����	�� � �� ��� �&��� �# 1� ����� ���
�� ��� ���� ����	�
���!� 8� ���� � � �� �	�� �$�������� ���� � ��� 8 �� � � �� �	�� ������ ���� ���	�� "8
��� �&���� � �� -��&�����. ������ ���� ����� ��� ������ �
� � � �� �	�� ������ ��
��� ��	���� ��� �F;8 �� ��� �����# �� �� �� ��
���� ��� �� �� �	�� ������� �� ����
������ ��� ��	���� ��� � �� ;"# ; ���������� �����
�$��� �� ��	��� ��� ��!���
��� �
������� �#�#�#

�! %��$ -:):& "������� ����� � ���#������ �% ���� ������ ε ��
 �)��
 ������ ��� �
��� ������� ������  -�. ���� ��� ���������� ���  -(. ���� ����� !�  -�. ���� ����� ����*

$������0 7�
� ��� ��� ��
�$! ; ��� ����!� ��$����� ��	���� �9 ��
������ ��� �#
)��
���� �
�� ��
������ -0
����� ?#B#4.+ -�. �� �9 ��� ���� �� ��� , ���� �� ;�
-�. �� �9 ����� ��� , ���� �&� ������
��� -�. �� �9 ����� ��� , ���� �	� ������
�#
,��� �
��� ��
	������ �$�& �� �9 ����� ���� �� ������
��� ��
	� �� ��
��� ���	� �����
�� 	�� �� ���� �� �� ��
������ ��	���� �# ,��� ��&��
� ��
	����� �� �9 �� �����
���� �� ������
�� ��
	� �� �� ��
���� ����� ��� �&� ������
������ ��� ��
���#
91
� �� ��
������ ��	���� � �� ����� �� ���� ���� �� ������
�� ����� ��� �&� ���
��
������ ��� �9# ,��� �
	�� ��
	������ �� �9 �� ��
��� �	� ��
��� ������
� -�
� ��
�	�� �$�������� ��� ,. �� �� ��
������ ��� �� ����� ���� �� ����� ����� ���!� �
��
��� ���	� �� �	�� ��
������� �#�#�#
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γ

,�!�� =A@+ ���! ����!� ��$����� �� ��	���� �� ��� ������
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.+ ��� ,���� �	�� �
!��� �� �
�������&�� ��� ������	� ��� ���
�� �����& ���
����!� ��$����� , �� ��� ��	����� ��!����� ��� �
��&��� ��������� ��� , �� ��	����
� ��� ��
���� ��� ��� ����� ���# �� ��!�� ���� -��!��'670 ��� ���	� �� � ����	*��� ��
�� ��	���� ��� ��
��&. �������	�� ��� �&� ������
�� ��� ���	�� �	� ��� �� ���������
��� ���	�� ��� ������	*��� �	�� � ������ ��� ,# 92�� �#�# ���� �������	� �
�����
��������	 �� ��	���� ��!�� �� �� ����	�� �� � �� � �� ��
�
�$��� �� ������� ��� �
��
��
������� -�.� -�. �� -�.� ���� �� ���	�� �� ������ ��� , ��	���� � ������� -�. ����
-�. ���� ����� �&� �� -�. ���� ����� �	�� ������
�� ��� ,#

� !���� -:): "������� ����� � ���#������ �% �� �� ������ ε �� �������� ��� ���
���
# ��� 1 ���� ������ ���� ��� ����������  ���� ����� ����% ���� � ��� ��� � ��� ��

� ���������� ��� ��� ��� �� !� ����� ��� �* 2$� �� � ������ ���� ����� ��� !� ����������
��� �% ���� ������ ��� �� !� ����� ��� �*

$������0 1�� ��� ������� ��� 0
������ ?#B#< �	���� �� �� ��
������ ��	���� �9 ��� �
��� ��
���� ��� �� ; ��� ��
������ -�. �� -�. ��� ��
��� ���	� ������
�� ���	�����
�	�� �$�������� ��� ������
�� �# ,������ �� ��
������ ��� � ���� �
��� ��
	�����
�� ����� ��� ��� �� �&� ����# ,��� ��&��
� ��
	����� �� � �� �	�� ��
������ �
�� ��
�$�������� ��	���� �9 �� ���	� ��
��� �� ���� ���	 �� ��$�
���! ����
� ���# 91
� �� �
�� ����� �� ��� ���� ���	# ����� ���� ��
	����� ��� �� �9 ��
��� �&� ������
�� � ��
�� ����� ��
	*��� ���� �� ����� ��� ��
������ ��� 	�� ���	 �� �&� ������ �� �� � ��
����� �� ������
�� ��� ��� ������ ��� ��� ���	 �� �� ������
�� ��� ����� ������ ���
���� ���	# ( ������� ����� ��	��� �� ������� ��	���� ��!�� ��� �
��&���� �&�$���
�� �� �
����&���� �����# �� �������� ��
	� ��������	 ��� ���	 ��� ����� �� ��	����
�� �#�#�#

ε

ε '

ε '

ε ε

ε '

(α) (β) (γ)

,�!�� =A>+ ���! ����!� ��$����� �� ��	���� �

:	� ������
�! ���	� ;8Y H### ������ �����!����
$ �� �,
� ! �� ���!�2�%��
�� ��
��� ���2�
��� ���� ���
�� ����! ��$���� ��� ���	�� � ��
�$! ����	��� ��
�� ; �� ������
��� � ����� ��� ������
�!� ���	�� �	�� ������
�� �!� ����!� ��$�'
����#

�! %��$ -:):( +��� ������� 13Y 4 �����#���� �� ��� �
���� ����� ���#�����*

$������0 92��� � �
	��
�� ;8Y H# 0�
� ����	� 1�G�% ��	 ��� ����� ��� ��������� ���
��� ��
�$! ��� |AO| = |BO| = |ΓO| = δ# 6��
��� ������ �� ���������� ��	���� ���
�����
����� �������� 1G� G% �� %1# �� ��	���� ���� ��
����� �� �� �
	� ��� ���
����	� ;" ��� �	�� � ������ ��� ��	���� 1G% ��� �� ;# 1��� �
��&��� ��� �� �� ��
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����	� ��� ����������� ������� �#�# ��� 1G ��
����
	*���� ��� �� �� �������� ���
�� 1 �� G# 92��� �� ��������!�� �� ; ��!�� �� ��� �
	� ���������� ��	����# %� ���
	�� ���� �� �� ����
� " ��� ��
���
������� �&���� � ��� �
����� 1G% ��!�� �� ���
�
	� ���������� ��	����# ,������ �� � ;" ��
����� �� ��� �
	� ���������� ��	����#
( ;" �� -��&�����. ������ �� �&� ����	�� ��� ������� 1G% -�#�# ��� 1G �� 1%. �	��
������ �� ���� -91����� A#<#A.# 0
��&��� �� � ����� ;8� ;Y �� ;H ��� �
	��
��
���	�� �	�� ������
�� ��� ����!� ��$����� ��� �
	*��� ��� ��� �&��� � �� �� ����	�
;� ��� ����	�� ��
��� �� � �
	��
�� �	�� �����
������ ���� ����! ��$����� �#�#�#

( ����! ��$����� ��� &��
�� ��� ���	�� ����$��	*� � �
����&���� �
������ ������
��!����!����
$ ��
��� ���2�
��� ��� �
��
��# 1��	����� �
	*��� �� � ����7
�!����
$ ��
��� ���2�
��� ��� �
��
��� �� � �
�! �����! ����! ��$���� ���
�$������ �� ��� �
�� ��
�� ��� �
��
��# ,��� ������� �� ��&�� -91����� ?#>>#A. ��
���� �
	��
�� ��� ����� �� �����
������ ����! ��$����#

;'��$�$ -:):� "���� ��� ���� ������� �
����� �����#���� �� ���� �
����� �)��*
"��� % 
������ �)��� �� ���
# ��� ���
# ��� �
������ ��
 �������� ��� ����� ���
�
������ �� ����������*
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/������� �&���� � ��� ��	���� � �� ����	�� ; ��	 ��� ����	�� ��� ������� ��� ��	���� �
��� ��
���� ��� �� ����
� " ��� �&���� -; ��$�
���� ��� ".� ;����*���� � ���!�
�,
� �� ���
�� ��� ���������� ��� ���� �� ��	���� * ��
������ �
�� ��� ���� ��� �
�� �� ��
������ ��� ��� ��
�$! ��� ;# ( ���! ��� ������� * �� ��� ���	����� ����!

κ

λ

ε

ζ

,�!�� =A4+ "����
�� �����

��$���� ��� ����� �	�� �&���� � ��
�������� ��� ��	���� * �� ����
� ��	 ��� ������
��� ����� -91����� ?#B#�.# ; �&� �&��� � �� � -����� �� �� ��	���� � �� *. ���
�
	*��� ��� �����
� ���� ������� 1����	 %�� � ���!�� �,
��# ( �������� ���
������� � �� * ������ ;AB�	 %�� � ���!�� �,
��# /&� �����
� ���� �������
;6��� ���� ����� 	��� ���	������ ����� �� 	�� &��# ; �&���� � ��� �
��&��� �� ���!
��� ����� �� �� ��	���� � ��� �	�� ��
������ �
�� ��� ���� �� ��
���� ��� �� �����
��� &���� ��� "C ������ 4���*� %��� ��� �����
�� �����#
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Λ λ

Κ

μ
η

,�!�� =A5+ :���	� ���! �����
�� �����

"��� �� �����
� ���� �
�������&��� �� ������ ������� �$�
�����# "��������'
*���� �&���� ��� ������&� ����	� -0�
��
�$�� =#=. ������������ ��� �
��! �� ����!
���	�� �����# 0
������ �������&��� �� ��� ��!��� ��� ��#���� � ���������� -6��'

��� ��� Minding->?@='>??<. [dC76, σ. 289]� Theorema Eggregium ��� Gauss� [MP77,
σ. 161]�[ST76, σ. 206].� �� �� ������� ��� ���� ���� �!��� ��� ������
�� ��� ;8 ���'
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��� ���	�� �� ����
� ��������	 ���� ��
�$! ; ��� ����� �� �� ���� ��� ������& ��'
��� ��������	 ���� ���� ��� ����� �� ��� �� �!��� ��� ��� � �&���� ��� ����� ���
�����# ; ������ ����� ������ '
��%���� %�� �,
��# 9;��� �������&��� ���! �
������	� ����
�	 �� ��������� �� �� ������� �� ��� ����� �� �&� ����	� ��� �����
�
	*��� ���� ���� ���� ��� ���������
� �
��� ��� �� ������ �� ���� �� ���������
� �
���� ����� ��������	 �� ��� ���&�
���� ��!��# 2�	��� �
	*��� ������� ��������
���� ���� ���� �� ���� �� ��������� �� ��!���� ���� ��������&� �� ��	���� ��!����
�� �� 	�� �������#

�� �����	� ��� �����&������ ������	*���� �&���� ��� ���� ��� �����# 92�� � ���	��
��� ����� �	�� ρ = |OX|# �� �!��� ��� ����� ��� ����� ����	*��� �� �� �!��� ���
������
�� |OX| ��� ����� �� �� ������ ���# 91� ������	����� �� ω = |XOY | �� ���
�
��� ��	����
�� ���	�� ��� ����� �� ���	��� ���� �� �!��� ��� ����� �	�� σ = |XY | = ρ·ω#
1�� ��� ���� ��
� �� 	�� �!��� σ ��� �� � �&���� � ��� ����� ��� ������ ��� ���	��
� ���	�� ��&�� ��

r = ρ ��(
α

2
),

���� � �	�� �� ������ ��� �����# 92�� �� ������ �������

σ = |XY | = ρ · ω = 2πr = 2πρ ��(
α

2
).

1���������� ��� ����� �������� �� � ���	� � ��� �����&������ ���
���� ����������
�� ����� ��� �� ������ � ��� ����� -���� � ���
!��� �� ���	��.

ω = 2π ��(
α

2
).

,��� ���	��
�$� ������	�� ��� ��������!� ��� ����� ��� ��� ������ ����� 8;Y �
���	����� ��� ����� ����	*����� -���������. �� ���	��� ��� ;8 �� ;Y # ; �
����
����
��� ���	������ � ��� ����� ��� ��� ���	� � ��� ����� �����	 ���� �&�� ��� �������	��
��	����� �� �
�� �� ��� �	���� ���� ��� ��������� ��������#�� �
�������� ��
 �������
�
��� ���� ��� �����*��� ���� $���������� I������# ( 	�� ������	� �����	 �� ���
��������� ��� �����
�� �����# ; ����� ������ ��� ���� �!��� ��� ������
�� 8Y

λ

κ

Ο

Κ

Λ

Χ

Υ

Y

X

Y'

X'
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ω

,�!�� =A=+ 1�������� ��� �����
�� �����

�� �����	���� ��� ��	���� ������	*����� ��� ����� ������& ������	��# ; ���������	
��� ������� �����& ��� �����
�� ����� �� ��� ���	������ ������� ��!����� �	��
������� ��� �
����������# 0�
���� �	�� �� � ���	��
�$� ������	� ��� ��
����!�
��� �����
�� ����� ��� �� ��	���� ��!��#
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/������� ����	�� ; ���� ��
� �� �!���� 
� �����*���� .2�*!� ��
%!�� � ���
��%*
�	 ! ��� ������
�� ���� ��� ����	�� 8 ��� ��
�� �� �� ���	� ��&�

|OX| = ρ.

�� ����	� ��� ��
�� �� �� ���	� |XO| < ρ �������&� �� ���%�!�� %$	 �2�*!�	#
�� ����	� �� �� ���	� |OX| > ρ �������&� �� �5�%�!�� %$	 �2�*!�	# :�
���
��� �� ������ ��� ��������� ���� �&��� �����&���� �� ���� �$�	
�# 92�� ������
��� 3�!�� �2�*!�	� ��� �	�� ��� ���&�
���� ��!�� ��� ���	�� �� ��
� �	�� ����	�
��� �$�	
��� ��� @����%!� �2�*!�	 ��� �	�� �	� ��
�! ��
������ ��� �� ����
� ���
�$�	
��# /&� �$�	
�� ������� ;6��	 ���� ����� ��� 	�� ���	��#

�! %��$ -:��:� /� ����� ������ �#����� σ ��� ������
 ε% ��
 ��� ������% �����  ����
�!���� ��
 ε  ��� ������ ��
 ε*

O

X

ε

σ

Κ

δ
ρ

,�!�� =A?+ ���! �$�	
�� �� �������

$������0 �� ����	 ��� ������� �	�� � �������� δ = |OK| ��� ����
�� ; ��� �� ��	����#
1��! �
	*��� $�
������ ��� ������ ��� �� ; ��� ��	���� �� �
	*����� �� ���!� ��
���&�
���� ��!�� ;"� ���� " � �
����! ��� ; ��	 ��� �# )��
���� � ��!� �����������
������ �� �� �!��� � �� ��� ���	�� 
+ ->. �F@� -�. δ �= 0 �� δ < ρ� -4. �F
� -5. δ > ρ#

->. ,��� ��
	����� ���! -�F@. �� ��	���� ��
���� ��� �� ����
� ; ��� �$�	
��
-"F;. �� �� ���� ����	� ����	*���� �� �� ����	� ��� �&���� ����
�� ; �� ���	���
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 ��� �������# 92��� ������ �&���� ������ 4����%�	 �����	 ��� �$�	
��# "���
��	���� ��
������ �� ��� ����
�� ��� �$�	
�� �
	*� ���� ��� ���!� ��� �� ���!� ����
����� �&���#

-�. ,��� ��
	����� ���! -δ < ρ. ���
���� ����	� ��� ������� 8 �� ��������
|XK| = √

ρ2 − δ2� �� �� ���	�� ��� �� 0�����
�� ���
��� �
��&��� �� |XO| = ρ�
��� ����	�� �� �	�� �� ��	 ��� �$�	
��# :� �� 	�� ����	
��� �������� �&���� �� �
�&���� ��� � �� ����
� " �� ���	�� r =

√
ρ2 − δ2 ����	*��� �� ��� ���! ��� �������

�� ��� �$�	
��# ����� �&��� ������� 4��!�* ������ ! ������
�	 ������ !
��!���$��� ������ ��� �$�	
��# �� ��
����
���� ���� �	�� �� �
��&����� ���
��	���� ��� ������� ��� �$�	
�� ���� ��� ��
����� ��� �� ����
� ���# �� �� r < ρ
��������	 ��� ������	� ����� ����� �� ��� ������	� ��� �&���� ��� ��
	������ ->.#

-4. ,��� ��
	����� ���! -�F
. � �������� ��� �� ��	���� ��&�� �� ��� ���	�� �� ��
" �	�� ����	� ��� �$�	
��# %� ���� ���� ����	� 8 ��� ������� �� �
	���� 8"; �� �	��
�
������ ��� " �� � �������! ��� ��� �� ; �	�� |XO| = √|XK|2 + ρ2 > ρ� �
� ��
����	� ��� ��
����� ���� �$�	
�# 92�� ����� ��	���� ������ �2��% ��
� ��*����
%$	 �2�*!�	# �� ������� ���� ����	� " ��� ������� ����& �� ��� �$�	
� ������
.$��*� ���2�	 ��� �$��������� ������� �� ��� �$�	
�#

-5. ,��� ��
	����� ���! -δ > ρ. � �$�	
� �� �� ��	���� ��� ����� ���� ����	�� �$�&
�� ���� ���� ����	� 8 ��� ������� �� ��&� |XO| > |XK| > ρ� �#�#�#

� !���� -:��:� +��� �#�������� ������ ��� �#����� ����� ������ ���� ������ ��� ����
�� ������ ���# � ��
 �� ��� �#����* $�������#�% ���� ������ ������ ��� ���� �������
��� �#����� ����� �#�������� ��� �#�����*

$������0 /�	���� ���� �
����&���� �
����� �� ���� |OK| = ρ� �����! � �������� ���
����
�� ��� �� ��	���� ��&�� �� ��� ���	�� ��� �$�	
��� ���� �� ��	���� �$������ ���
�$�	
�� �� ��� ���� �� ���!� ���� �� "# 1��	��
�$�� �� �� ��	���� � �	�� ������ ���
��
� " ��� ���	��� ;" ��� �$�	
��� ����� ���� �� 0�����
�� ���
���� ��� �� ����
����	� 8 ��� ������� �� ����� |OX| > |OK| = ρ� �
� �� " �� �	�� �� ������� ����
����	� ��� � �� ��� �$�	
�� �#�#�#
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2	�� �&���� �� ��&�� �� � �$�	
� ��
����� ��� ��� ���&��� 18G �� ���	� ��
��
�'
$���� ��
	 ��� �����
� ��� 1G# �� ����� 8 ��� ����� 1G ���
�$� ���� ��� ��
��
�$!
��� ������ �&��� ��� �$�	
��# "��� ���� ����	� 89 ��� ������ ��$�
���� ��� 1 �� G�
���
�$� ��� ��
������ �&���# �� ����	� 1 �� G �
	*��� ��� ����� ��
��
�$!� �� ��'

������� �����
� �
	*����� ��	��� �	� �����
� ��� ��
�������� �$�	
��# ; �&��� ���
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���
�$��� �� ����	� 89 ��� ����� 18G ��
������ ��� �� ��
������ ��	���� �� ���	�
�	�� ������ ���� �����
� 1G# �� ����	� 1 �� G �	�� � ���� ���� ����� ��� �&����#
%���� �� ���� �&��� ��
������� �� �� �$�	
� �����*���� � ���	 %�� ������ ��
��
� ��� �����
�� ��� �$�	
�� ��� �	�� ������ ��� ��	���� ��� �&����# /&� ����	� ���
�$�	
�� ��� �	�� ��
� ��� �����
�� ��� �� �����*���� '
%������%!���#

.+ ���7� 1������&��� �� �� ���� ��� "��#���� � ����������-[dC76, σ. 246]. �� ����
���� ��$���� ��� �$�	
�� � ���������
�� �
���� �����& �&� ����	�� ��� 1 �� G �	��
���� �!��� ���� �� ��� ����� 1G ��� �
	*���� ��	 ��� ���	���� �&���� ��� ��
����
��� �� 1 �� G# 9;��� �� 1 �� G ��� �	�� ��������
��� ���� �� ����	� 1� G �� ;� ����
; �� ����
� ��� �$�	
��� ��� �	�� ����
�����# ;
	*��� ������� ���� �� �
	� ����	� ���
��
��� ��	���� 1;G ��� �� ��
��� �� ��� ��
��� ������ �&��� ��� ��
��� �� 1 ��
G# 2�� ���
����� �� ���&���� �� ����� ��� ��$���	�� ��� �$�	
��� ���� � ���������
��

O

A B

,�!�� =?@+ :������ �&���� �
*������ ��� �� 1�G

�
���� �����& ��� 1 �� G �	�� �� ���&�
���� ��!�� 1G# 1� ���� ��� ���
����� � ������
��� ��� ��$���� ��� �$�	
��� ���� � �������� ���
�&���� ��	 ��� ��$���	��� ����	*����
���� ���$�
� �� �� �!��� ���� �� ��� ����� ��� ���	���� �&���� ��� �
	*��� ��� �� 1
�� G# 1��� �����	�� �#�# ��	 �!�� ��� �	�� ���� �
������� �$�	
�# ; ���������
��
���&��� �����& �&� ����	�� 1 �� G ��� ������& �	�� ���� �!��� ���	���� �&���� ���
�
	*��� ��� �� 1� G �� �� ����
� ; ��� ���# 9;��� �� 1 �� G �	�� ��������
��� ����
��� �� ��	���� ��� ��
����� �� 1 �� G ��
����� ��� �� ����
� ��� �$�	
��# "��� ���
����� ��	���� �
	*� �� ��� ������ �&��� �� � ���������
�� �
���� �����& ��� 1 �� G�
�� ���!� ��� ��
	������ ��� �	�� ��������# ;����!���� ���&��� ���� ���	���� �&����
�� ��� 1�G �	�� ��� ���������
� ���
��! �����& ��� 1 �� G#

1� ���
������ ���!� ��� ��
	����� ��� ��������
��� ����	��� ���
�� �� ����'
���� �����& ��� ���	���� �&���� ��� �$�	
�� �� ��� ������ ��� �������# 9;��� ��
��� ��	����� ��� �� ���� �$�	
�� �� ���� *�&��� -�� ��������
���. ����	�� 1 �� G
���
�� ���� ��
��� ������� �&���� ��� ��
���� ��� ����# �� ���&�
���� ��!����
��� ������� ��������&� �� ���� ���	���� �&����� �� ���	� ������&� �� ���������
��
�������� �����& ����	�� ��� �$�	
��#

;'��$�$ -:��:� "���� ��� �� ���������� ������ ��� � $& ��� �#����� �������� ���
�� ������ ���*

�������0 0
�$����� �$�& �� ���������� ��	����� �	�� � ������
��� ����� ��� ����	��
��� �������� ��� �� ��
� 1�G ��� ��
�!� �� �� ����
� ; ��� �$�	
�� ��� ���!� ���
������#
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;'��$�$ -:��: "���� ��� �� ���� ������ ��� ���)� ��� �#����� ����������� �� ����
��� ��
 �������� ��� �� ������ ��� �#�����*

�������0 6��
��� �	� ��� �� ��
������� ��
���� ��� 1G �� �� ���������� ��	���� ���
�# 1���� ���� ��� �
����&���� ������ �� ��
�� ��� �� ����
� ; ��� �$�	
��# :� ����
��
������ ��� 1G ��
�! %/ �� �	�� ��	��� ������ ��� � -0
����� A#<#4.# 2�������� ��
: �� ����	� ���!� ��� %/ �� �� �� � ;: ��� ��
����� ��� � �� �	�� ������ ���� %/�
�
� �� : �� �	�� �� ����� ���� �$�& �� ;%/ �	�� ��������#

;'��$�$ -:��:� "���� ��� ��� ���� ������ $%& ��� � ��� �#����� � �
���� � ������ ���
������ ��
 ����)��
 $&� ��� ������ ��
 ��������������
 �!���
 ��
 �������� ��� ��
������ ��� �#����� ��� � ��������������� �!���� ��
 ����)��
 ���������� ���� �#����*

;'��$�$ -:��:" "���� ��� ��������� ������ ��
 �����
� ��� �#���� σ ���'�
� �!���
�
��� ������ �� ������ ����� �� �
���� ������ ��� ��������� �
�� ������*

:� ����	� ��� ��� ��� ��
��� ���� ����	� �� ��� �$�	
� ������ �2��% ��
$ %$	
�2�*!�	# �� ���� ����	� ��� �$��������� �� ��� �$�	
� ������ .$��*� ���2�	 ���
�$��������� �� ��� �$�	
�#

�! %��$ -:��: ,�� �
���� ε ����� �#�������� ��� �#����� � ���� ��� �����% ���� �����
������ ��� ���� ���� ������� ��� �#�����*

Ο

Ρ
ε

κ

,�!�� =?>+ 2���	� �$�������� ���� �$�	
�

$������0 ( ����	� � �� �� ����
� ; ��� �$�	
�� �
	*��� ��	���� � ��� ����� ��� �$�	
�
���� ������ �&��� �# 1� � �$�	
� �� � ����	� ����� ��� ���� ����	�� ���� �� � �&����
� �� � ����	� ����� ��� ���� ����	�� �
� �$������� �� � ����	� �	�� ������ ��� ��
�
���	��� ��� �&����� ��� �	�� �� ���	�� ��� �$�	
�� -0
����� �#�#�.# 1��	��
�$�� �� �
����	� � �	�� ������ ��� ��
� ���	��� ��� �$�	
��� �� �	�� ������ �� ��� ��
� ���	���
��� �� ������� �� ��� ��� ���� ����	� �� ������ �
� �� �� ��� �$�	
�� �#�#�#

� !���� -:��: ,�� �
���� ε ����� �#�������� ��� �#����� σ ��� ������ 9 ���� ���
�����% ���� �������� ��� �� 9 ��� ���������� ��� �#�������� ������ ��� �#����� ��� 9*

�! %��$ -:��:� ��� ���� ������ $ ����� �#����� 1-�.% �� �#��������� ��� �� $ ����
��� �#���� ����� ���� �����! ��
� ��� �������'�
� �)�� ��
 ���� ����� �� ��� �#���� ���
����� �!��� �
� �% �� ������ ��
 �����
 ����� ������ ���� ����� ��
 �)��
* /� ������
�
��! ��
 �!���
 �
������
� �� �� ������ ���# � ��� �#��������� �� ��� �#����*
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Α
Ο Β

Γ

,�!�� =?�+ 2$��������� ����� �$�	
�� ��� ����	� ����� ���!�

$������0 6��
��� �� ��	���� � ��� �
	*��� ��� ��� ����	� ;1 �� �	� �$�������� 1%
��� �� 1# �� ��	���� ���� ����� ��� �$�	
� ���� ������ �&��� �� ��� ���	� � 1% ���
��� ���� ����	�� �
� �	�� �$�������� ����&# �� �
	���� ;%1 �	�� ������� �
�������
�����
���� ��� ���!� ����� ��� �� �$�& ��� ������� ��� 	�� �����	����� ;1 �� ������
;% �� �� 	�� �!��� |OΓ| = ρ# ,������� �� � �������� δ = |ΓB| ��� % ��� ��� ������
��� ��&�� �� �� &��� ����& ��� �
�����	�� �
������ �	�� �����
� �� �����
���� ���
������� �# ,������ �� ����	� ���$!�� ���� �� %� ��
������ ���� ��
� �&��� �� ����
�
G �� ���	�� �# ( ���	�� � ��� ��
�& �&���� ������	*��� �&���� ��� �� ���� �
	����
;G% �� ;%1+

δ

ρ
=

|BΓ|
|OΓ| =

|AΓ|
|OA| =

√
x2 − ρ2

x
⇒ δ =

ρ
√
x2 − ρ2

x
,

���� x = |OA|� �#�#�#

; ����� ��� ����$��	*� � �
����&���� �
����� ������ �2��% ��
�	 �,
�	 ���
�$�	
�� ��� �� ����	� 1# 9;��� �� ����	� 1 ������
&���� ��� ���
�� � �$��������� ���
���� ��	���� �� �	���� ��
������� �� ��� �
� �
	*��� �� -���
� ����������. ����'
�
�! ��$���� ��� �$������ ��� �����# ��� &��
�� ���!� ��� ��$����� ����$��	*� �
������� �
�����#

ε
ζ

Ο

Χ

,�!�� =?4+ 2$��������� �&���
�� �$�	
��
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�! %��$ -:��:" "������� �#����� 1-�. ��� �
����� ' 
������ �!������ �#���������
��� �#����� �� ���������� ���������� ��� '* /� ������ ���# � ��
 �
�����
 ��� ���
�#����� �
������
� �� ������� �!���% �� ������ ε ��
 �����
 ����� ������ ���� '*

$������0 6��
��� �� ��	���� � �� ������ ���� * �� ��
������ ��� �� ����
� ; ���
�$�	
��# �� ��	���� ���� ����� ��� �$�	
� ���� ������ �&��� �# ; ����	�� � ��
�������
��� ��
������� ��� ����	� Y ��� � �	�� �$��������� ��� �$�	
��# ��&�� ��� �	��
������� ��� ��
� ��� ���	��� ;Y ��� �$�	
��# 0�
����� ������� ����� � ����	�� -���
�
����������. �����
�! ��$���� �$�������� ��� �$�	
�� ���� �!��� ��� �&���� �� �#�#�#

Α

Β Γ

Ο

Δ

υ

ω

,�!�� =?5+ ,$�	
� �����
������ �� ����

;'��$�$ -:��:& &��� ��� ������ ��� �#����� ��
 �����#���� �� �)�� !@�
� 
 ��� ������
�*

�������0 ( *���&���� ���	�� ������	*��� ��� �� ��	���� ��!�� ��� �������� ��	����
��
������ ��� ��� ����� ��� �����# 1��� ����� ��� ���� ���� ��� �������� 1G% ��
��� �$�	
� ���� ������ �&��� ��� �	�� ������
��� � �����
������� �&���� ��� �
�����#
( ���	�� ��� �����
������� �&���� ��� �
����� ������	*��� -0
����� <#=#�.+

ρ =
υ ��

(
ω
2

)
1 + ��

(
ω
2

) .
;'��$�$ -:��:( "���� ��� ���� �������� ���� ������������ �#����% ��� �#���� ��

�#������� ��� ��� �������� ��)� ��
* "���� ��� � ���� ��
 ������
 ���# � ��� �#�����
�
� � �� ��� ��� $&�% ������'���� ��� ��� ����� ��
 ��� ��
� ��� ����� � $&�*

�������0 6��
��� �� �
	� �������&��� ��	���� ��� ���
�� -��� �����. 1G� G% �� %1#
�� �
	� ���� ��	���� �������� �� ��� ����	� ;� �� ���	� ��� 	��� ��������� ��� ���
���� 1G% ����� �� ���� �� ����� ��
�� ��� ���
��
��# 91
� � �$�	
� �� ����
� ; ��
���	�� |OZ| ���� H � �
����! ��� ; ��� 1G%� �$������ ���� ��� ��
�� ��� ���
���
��#
1��� �������&� ��� &��
�� ��� �$�	
��# %� ��� ����
��� ��� H ��
��!
��� ��� ���
2 � �
����! ��� ; ���� ��
� /1G� ���� �� ��	���� � ��� ��
��� �� ;� H �� 2 �����
��� ���! 1G ������ �� �
	*� ��� ���	� 2(H� ��� ���	�� �� ���
� �	�� �� �� ���
� ���
���
�� 1G ��� ���
���
��# 1��� ��� �� ��	���� � ��
��� �&� -��&�����. ������� �
��
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Δ

Α

Β

Γ

Ο
Ε

Ζ

Θ
Η

Ι

,�!�� =?<+ 2����
������ �$�	
� ���
���
��

��� 1G+ �� ;2 �� ;H# ,������� �� � γ = |EHZ| �	�� �� ���
� ��� ���
�� 1G# 2�	����
�� 
 ������	*� ��� ���	�� ��� �$�	
��� ����

�$
(γ
2

)
=

r

|HZ| ⇒ |HZ| = r · �$
(γ
2

)
.

,������� �� � ��������� ��� ����	�� ���$!� H ��� �����
������� �$�	
�� �� ��� ��
�
1G%� ��� �� ����
�� ��� �
����� 1G%� �������&� ��

|ZH| = r · �$
(γ
2

)
, |ZΘ| = r · �$

(α
2

)
, |ZI| = r · �$

(
β

2

)
,

���� �� �� � �� ���
� ��� ���
�� G%� %1 �� 1G ������	���#

;'��$�$ -:��:� "���� ��� ��� ���� ������ ����� 
������ ����� �
������ �)��� ��

�#������� ��� ��)� ���*

Ο

Σ

Χ

Υ

ΖΤ
κ

σ

Α

Β

Γ

,�!�� =?=+ "�������! �����
������� ����� �
��
��

�������0 "������&��� �$�	
� �-,�
. �����
������ ���� ����! ��$����� �����! �$�'
������� �� ��� �
�� ��
�� ���# �� ����	� ���$!� 8�Y �H ��� �$�	
�� �� �� ��
�� ���
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�
��
�� �
	*��� ��� ��	���� � ��� ����� ��� �$�	
� ���� �&��� �# �� ���&�
���� ��!'
���� ,8�,Y �,H �	�� ���	��� ��� �$�	
�� �
� 	�� �����& ����# �� �
	���� ,8;� ,Y ;�
,H;� ���� ; � ��
�$! ��� �
��
��� �	�� 	�� �
������ ��� ����� ��� 	�� �����	�����
,; �� 	��� �� ������� ����
�� ,8�,Y �,H# 2������� �� &�� ����� ��� �
����� ��� ��
8�Y �H �
�� ��� ���! �����	����� ,; �� �
	*��� �� 	�� 	���� � ��	 ��� ,;# 2�������
�� ��	���� � ��� 8�Y �H �� �	�� ������ ���� ,; �� ����� ��� �$�	
� ���� ��� �&��� �
�� ���	�� |TX| = |TY | = |TZ| �� ��� �
	��
� ���� �
	���� 1G%� ��� ���	�� � �&���� �
�	�� � �����
�������# ( ����! ��$���� ��� ��
����� ��� ��� �&��� � �� ��� ��
�$!
; ��� �
��
�� �	�� � *���&����#

;'��$�$ -:��:- &���� ��
 ������
����
 �� ����� -686. ���� ��� -60. �� 13%1Y %14
����� ���������� ������� ���� &�%�$%$&% -H0. �� ������ 13�%1Y 3%14� ����� ����������
������ ���� &�%�$%$& ��� -:0. ��� � ������ Y �4% 4�3% 3�Y ����� ���������� ��������
��������� ��� ����
 1$%1&%1�*

.+ ���7 ( �
����&���� ������ ��	��� ��� �
��� �� ��� ���	� ���������*���� �
�
	��
�� ���	�� ��� ����� �����
������ ���� �� ����� ������ �# �� ������ ��� �����
�
����
	*��� ��� ��� ���� � ��� ���	��� 
 ��� ����� �
�� �� &��� �

�$(
ω

2
) = λ =

ρ

υ
.

1
��	 ����� �� ��
���� ��� �&��� �-��
. �� ����	
��� ���	�� �� �
	� ����	� 8�Y �H �� 

Τ

Α

Β

Γ
κ

Χ

ΥΖ

Ο1

Ο2Ο3

ρ

υ

,�!�� =?A+ "�������! �
��
��

����&# ,�� ����	� ���� $�
����� ���	����� �� �$��������� G%�%1�1G �� ������	*����
�� �
	���� 1G%# "����� �
�����	����� �� �8��Y ��H ���� �F�
 �� �
	*���� ���	�����
�� ����	� O1, O2, O3# ( �
	��
�� �
��&��� ��
��
�$����� �� �
	���� G%O1�%1O2�1GO3

���	����� ��
	 �� G%�%1�1G ��� ���� �� O1, O2, O3 ��������� �� ����	� ; ��� �������
��� ��	���� 1G% ��� ����	� �#

;'��$�$ -:��:) "���� ��� � ��� !� ��#������)� ���������� �#���)� �����  �!����
 ��� ������* E� ���� ��� �������� ��� ���� �
�� �� ��� � !� �#���)� 1-�. ��� 12-�2.
�
���� ��� ��� ������� � ��� �2 ��� ��� ��������� ��� ������� ��
� |OO′|*
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Ο

Α

Β

Γ

Δ

Με

σ

Κ

,�!�� =??+ 0�
���
������ �$�	
� ���
���
��

�! %��$ -:�:� /������ �� �
������� ������ ���'�
� ����� ����� ��� �#���� ��

�� ��������*

$������0 �� �����
� ����	� �
	*��� ��� ���
���
� 1G%/# 6��
��� �� ����
� " ���
��
���
������� �&���� ��� ��
�� 1G% ��� ���
���
��# �� ����	� ��� ����	�� "; ���
�	�� ������ ��� ��	���� ��� 1G% �� ��
���� ��� �� " �������� ��� �� 1�G �� %# 1��
��� ���� ��
� �� ���������� ��	���� � �� �	� ��� �� ����� ��� ��
����� ��� �� / �#�#
��� /1 ����� ��� ";# ��&�� ���� ��� �������� �� �� 5 ����	� 1�G�% �� / ��� �	��
�����	����# 1� �� � ��� ������ ��� ";� ���� �� !��� ��
������ �
�� ���!� �
� �� ����
������ ��� ��	���� ��� 1G%� ������� �� � 1/ �� !��� ����	� ��� ������� ��� 1G%�
���	���� �� ��� �������# �� ����	� ���!� -;. ��� � �� ��� "; ��� ��� ������

|OΔ| = |OA| = |OB| = |OΓ| = ρ,

�
� �	�� ���� �$�	
� ����
�� ; �� ���	��� 
� �#�#�#

� !���� -:�:� 1� ���
#�� ��������
 ����������� �� �#����*

( �$�	
� ��� ����$��	*� �� �
����&���� ��
��� ������ ��!����!����
$ �2�*!�
%�� %�%!���!��# 0��&��
� �� ��
�����
�� ��� 5 ��
�� ��� ����� �� ���� ��
���
��'
���� �$�	
�# 1� ������ ���� �� �����*���� .2��!��� ������!� �� ��� �$�	
� ���
��
�� ��� ���� �� ��
�$�� ���� �����*���� ��!����!����
$ �2�*!�# ,���� ����
���� �� �� ���&��
� �	�� ���!�B��� �� �2�*!�#

;'��$�$ -:�:� "���� ��� ��� �������������� �����#���� �� �#���� ���� ��� �����%
���� ����� �����)���*

;'��$�$ -:�: "���� ��� ��� �
����� �����#���� �� �#���� ���� ��� �����% ���� �
(��� ��� ����� ���!���� �����@��� �� �!���*

;'��$�$ -:�:� "���� ��� ��� ���� ������ �����#���� �� �#���� ���� ��� �����% ���� �
(��� ��
 ����� ���!���� �����@��� �� �!���*
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;'��$�$ -:�:" "���� ��� ��� ����(� ������ �����#���� �� �#���� ���� ��� �����% ����
�� (����� ��
 ����� ���!���� �����@��� �� �!��� ��� �� �������!� ������ ε ��� (���)�
��
 ����� ������ ���� �������
��� ����� ��
*

α

β

ε

,�!�� =?B+ "����� �
	��� �����
������ �� �$�	
�

;'��$�$ -:�:& E� �������
����� �#���� ������� ������� � ����� �� �������� ��� ����
������ ������* E� ��������� ���� �� ���(���� ���� �!��*

;'��$�$ -:�:( E� �������
����� �#���� ������� ������� � ����� �� �������� ��� !�
������ ������ ��� �� �#������� ������� ������
* E� ��������� ���� �� ���(���� ����
�!��*

;'��$�$ -:�:� E� �������
����� �#���� ������� ������� � ����� �� �������� ��� ���
���� ������ ��� �� �#������� !� ������� �������* E� ��������� ���� �� ���(���� ����
�!��*

;'��$�$ -:�:- "����� ������ ε% �
���� �% �� ����������� �� �
�� ��� ������ $ �����
��� ε ��� �* E� (����� ������ & ��� ��� � �� ����� �� �������� ��� �� $ ��� �� ������ ε*

�������0 6��
��� �� ��	���� * �� ������ ���� � �� ��
������ ��� �� 1# 92��� " ��
����	� ���!� ��� * �� ��� �# 6��
��� �� �� ��	���� �� �� ��
���� ��� ����	� � �� ������
��� ε# 92��� � � ����	�'���! ��� � �� ε -� � �	�� � �
����! ��� � ��� ε.# ; �&����
�-"�|KA|. �� �� ��	���� � �������� �� �&� ����	� % �� /# �� �
������ ������� ���
�
������ ��� ������� �+ M� �
���	 ����	� G ��	 ��� � ������� ��� �� % -! /. �� ���
����	� � -91����� 5#A#4.#

;'��$�$ -:�:) "������ ���� �� �
��
������ ������ $%&%� ��� ������ ε �� ��������
�
��* E� (����� �#���� ��������� ��� �� ���� ������ ��� �#�������� ��
 ������
 ε*

�������0 �� �
������ ������� ��� �
����&����� ���
����� ��� �&��� � ��� ��
����
��� �� �
	� ����	� �� ��� ����	� � ��� ������ ��� ��	���� 1G% ��� ����
� ��� �#
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A

B

O

α β

κ λ

μ

ε

ζ

η

ω

σ

Χ Υ

,�!�� =B@+ ,$�	
� �� �	��
��

/&� ��	���� � �� � ��
������ ��� �� ����
� ; �$�	
�� σ �������� ���� �	� �����
� ��'
�!� 1G# �� ��	���� ���� ���������� ��� ��� �$�	
� �� �&� �������� �&����� ���	�����
� �� �# �� ��	���� ���� �
	*��� ��	��� �����
� �	��
�� ���	�� �� ���! ��� 1G# ( ���	�
��� �� ��� ���
�� �
	*��� ��� ��� ��	���� ���	� ��� ������	*��� ��	 ������� * ���
��
���� ��� �� ; �� �	�� ������ ���� �����
� 1G# �� ��	���� ���� �	�� ��
������
��� �$��������� ������� ��� 1 �� G -0�
��� ?#>>#>.# 1��� ���������� �� � ���	�
��� ���
�� ω = XOY �	�� 	�� �� ��� ���	����� ���	� ��� ������	*��� � �$���������
��� �&���� � �� � ��� ����	� 1 �� G# %����� �&� ������ �&��� � �� � �
	*����
���	����� ��� ��	���� ��� ��
����� ��� �� ����
� ��� �$�	
�� �������� �������� ����
�����
� ���!� 1G# ��� ���	� ��� ������	*��� � �$��������� ����� ��� �&���� ��� 1
�� G �����*���� >�
*� %�
 ���*�%�
 �����
#
;'%!��%� ;����*���� �� ��!�� ��� �$�	
�� ��� ��
��������� �����& ��� ��
�� ���
���
�� ���	��� ��� ���	�� � ���! �	�� �����
�� ��� �$�	
��# ( ���	� ��� ���
�� ������
>�
*� %$	 �%!��%��# /&� ��
���� ������� ;6��	 ���� � ���	��� ��� �$�
�� ���
�� ��
����� �	�� 	��� �� � ���	�� ���� �	�� ��	��� 	���#

�! %��$ -:��:� � ����� ���� ����
 ��
 �������'���� ��� �� ������ � ��� ( ���!���
�� ��� ����� ��� �#����� � �������
 ��
 �
� ��������� ��� �#���� ��
 ���� �� ������ ���
��� ��� ��� � $& ��� ����
* 	������� � ����� �
� ���!��� �� ��� ����� ��� ��������
�!���� ��
 ���'����� ��� �� !� ������*

;'��$�$ -:��:� ?���� �#������� �������
� ���'�
� ���� ������ ��� !� �� ��
��'�����
��� ��������� ��� �� ������ ��� �#�����;

;'��$�$ -:��: $�� ������ �
���� ��
 �� ������ ��� �#���� #��� ������ �#��������
�
� �*

�������0 6��
��� �� ��	���� � ��� ��
���� ��� �� ����
� ��� �$�	
�� �� �	�� ������
���� ����	�� ����	�# 92��� � � ������� �&���� ���� ��� ���	�� �� � ����� ��� �$�	
�
�� D �� ����	� ���!� ��� � �� ��� ����	�� ����	�# 6��
��� �� �$��������� η1, η2 ��� ��
D �
�� ��� � �� �� �&� ��	���� ��� ������ ���� ��
��� ��� ����	�� ����	� �� �	� ���
�� η1, η2#
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Α

Β

Γ

α∗

β∗

γ∗
φ

χ

ψ

σ

αβ
γ

Χ

Υ

Ζ

,�!�� =B>+ ,$�	
� �� �
	��
��

������������ ��� ��
�$! ��� �
��
�� ��� ����
� ; ��� �$�	
�� ��	
����� ��	 ���
�$�	
�� ��� ��!�� ��� ���	*� �� �
	���� ��� ������� �� ������ .2��!�� %!*��
�#
�� ��!�� �������	�� ��� ���� ���	���� �&���� ��� ���������� ��	 ��� �$�	
�� � ��
��
��� �
��
��# �� �!��� ����� ��� ����� �������� �� �� ���
� ��� ��
�� ��� �
��
��#
1� � ��
�� ��� �
��
�� ����� ���
� ���	����� ��� �� � -�� ���	��.� ���� �� �!�� ���
����� ����� �	�� ���	�����

α∗ = αρ, β∗ = βρ, γ∗ = γρ,

���� 
 � ���	�� ��� �$�	
��# �� ���� ���� �����*���� ����!�	 %�� �2��!���� %!�7
�,
��# �� �!�� ���� ������� 4��$ %�
 ����!,
 %�� �2��!���� %!��,
��#
�� ��
� ���� 1�G �� % �	�� �� ���� ����	� ��� �$�	
�� �� ��� ����� ��� �
��
��
�� ������� ��!�2�	 %�� �2��!���� %!��,
��# 1�� ��� �
����&���� ��
��
�$�
��
���� �� � �	��
�� ���	�� ��� �
��
�� $�� �� � ������	*���� ���	����� ��� ��
�'
$�� 1� G �� % ��� �� �$��������� ���	 ��� ���	���� �&���� ��� �
	*��� � ��
�� ���
�
��
��# ; ���	�� ����� �����*���� >�
*�	 %�� �2��!���� %!��,
��# /&� �$�'

�� �
	���� 1G% �� 1LGL%L ������� ;6�� ���� ����� 	��� ���	������ ����
�� �� 	���
���	��# ( ������	� �
�� �� �
	���� ��� ������� �	�� �
�$��!�# 0����� �
������ ���
���������
	�� ��� �$�
�&� �� ������� �
����� ����$�
���� �� ��� �$�
�� �
	����#
)��
���� ������ �� ��$�
��� ������ ��� �� ���	�� �� ��&�� ��� �������� ��
��
�'
$���# ( �
����&���� ������	��� �����& �
��
�� �� �$�
��� �
����� ��	��� ��
���� ������ ��� �
��
�� ����$
�*��� �� ������ ��� �$�
��� �
����� �� ��&���'
��� ���� ������ ��� �$�
��� �
����� ����$
�*��� �� �� ������ ��� �
��
��# 92��
��	��� ����& ��� ���������& �	�� � ������� �
�����#

�! %��$ -:�":� +��� �#������ ������� �#����� σ �����#���� �� �!��� �����������
���� σ*

$������0 92��� �� �$�
�� �
	���� ;1G% �� �� ������	*���� �� �� 	�� �
������ ���
���	����� �
	��
� ���	�# ,��� 0
����� ?#B#= ���������*��� � ��
���
������� �����
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Α
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,�!�� =B�+ 0�
���
������� �&���� �$�
��& �
�����

��� �
��
�� ���	�� ;1G% �� ���� ��� ��
���
������ �&��� � ��� �
����� 1G%# ��
����	� ����& ��� �&���� ������� ��� �� ; �!� 	�� �������� ��� ������� �� �� 1�G ��
%� �
� �	�� ��	 ��� �$�	
�� σ� �#�#�#

;'��$�$ -:�":� "���� ��� � ��� �#����� ��� ����! �
�����! �)��
 �� ���
# ���
������ ��� �#����� ����� ���������� �!���� ��� �#�����*

.+ ���7� 9;��� � �
	��
�� ��� �� � ������
��� ���	��� -0�
��
�$�� ?#4. ���������'
��� ��� ��
�$! ���� ��� ����
� ; ��� �$�	
��� �
	*���� ���� ��� ����� ��� ��
�� ����
�� ��� �$�	
�� ��� .2��!�� ������
�� �����! ��� ��!�� ���� �$�	
� ��� ��
�
	*�'
�� ��� ������� ���� ���	���� �&����# 1��� �	�� �� ������� ��� ��������� ���� ����
��$���� ��� �$�	
��# 9;��� �� ��� �
	��
�� ��� �� ��� ������
��� ���	�� ���
�&��
�� �
������!����� ���!� ��� ��������	� �� �� �����!����� ������� ��� �$�
���
��������� ��������� ��� �� ���	������ ������� ��� ������
��� �����# 0�
�����
�
�� �� ����$�
���� ���� ��!���� ��� �$�	
�� �� ��&�� ���� 0�
��
�$� B#4# ( �������
�
����� ��	��� ��� ���
����� � �	��
�� ���	�� ��� �
��
�� ��� �� ��
�� ���# ,���
������� ��
��
�$� �� ��&�� -0
����� ?#><#4. �� �� ���	��
�$� � ��
�� �
����
	*����
��!
�� ��� �� �	��
�� ��� �
��
��#

�! %��$ -:�": 2	��� ������� ����� 1$&� �� ���� �G&1�% (G�1$% �G$1& ���
����� ������ #-1$.% �-1&.% @-1�. -����� ���������� � ����������� ��� .* /��� ���!��

���(α) = ���(β) ���(γ) + ��(β) ��(γ) ���(φ).

$������0 %� ��� ������� ��������&�� ��� �
	��
� �� ��� ��
�$! ��� ; ��� ����
�
�$�	
�� σ ���	��� 
 �� ��	
����� �� 1�G�% �� �	�� �� ����	� ���!� ��� ����� ��� �� ���
�$�	
�# 2�	��� ���
�&�� �� �$������� ��	���� � ��� �$�	
�� ��� ����	� 1# 92��� �� �
;G �� ;% ������� �� � ���	����� ��� / �� 2 -��� ����&���
� ��
	����� ��� ���� ���
�����	�� �� ���������� ��
�����.# 2$�
��*���� ��� �
	���� ;/2 �� 1/2 ��� �&��
��� ����������
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Α

ΒΓ

α

β
γ

Ο

φ

χψ

ΔΕ

ε

,�!�� =B4+ ,$�
�� ���
��� ����������

|EΔ|2 = |OE|2 + |OΔ|2 − 2|OE||OΔ| ���(α)

|OE| =
ρ

���(β)
, |OΔ| = ρ

���(γ)
, ⇒

|EΔ|2 = ρ2(
1

���(β)2
+

1

���(γ)2
− 2

���(α)

���(β) ���(γ)
)

= ρ2((1 + �$(β)2) + (1 + �$(γ)2)− 2
���(α)

���(β) ���(γ)
).

92����� ��	��� ��

|EΔ|2 = |AE|2 + |AΔ|2 − 2|AE||AΔ| ���(φ)

|AE| = ρ �$(β), |AΔ| = ρ �$(γ), ⇒
|EΔ|2 = ρ2(�$(β)2 + �$(γ)2 − 2 �$(β) �$(γ) ���(φ)).

2��������� �� �&� ��$
���� �� �� |EΔ|2 �� ����������� �
	������

1− ���(α)

���(β) ���(γ)
= − �$(β) �$(γ) ���(φ) ⇒

���(β) ���(γ)− ���(α) = − ��(β) ��(γ) ���(φ),

��� �	�� ���&���� �� ��� *���&���� �����# ,��� ��
	����� ��� ��� �� ��� �&� ����	��
/ �� 2 ��� ���
�� �#�# �� /� ���� ����	�� �� � ���	����� ���! ;G �	�� ��
������
�
�� �� ��	���� �� ������� � ���	� � �	�� �
�!# ���� ���(γ) = 0, ��(γ) = 1 �� � �&���
�	����

���(α) = ��(β) ���(φ) ⇔ |OE| ���(α) = |AE| ���(φ),

��� �����&� ���� ��� ��
�����	�� ��� 1/ �� ;G# 9;��� �� �� �&� ����	� ��� ���
'
����� ���� � ;% �� ;G �	�� ���	����� ��
������� �
�� �� 12 �� 1/ �� � ���	��
� �� � �	�� �
���# 1��� ���������� �� � ���	�� � �� $ �	�� 	��� �� � ����� �	����
���(α) = ���(φ)# ,� ���� ������� �� ��
������ ��&� � ���$�
������ �&���� �#�#�#
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Α

Β

Γ

α∗

β∗

γ∗
Ο

φ

χ

ψ

,�!�� =B5+ ,$�
�� �
	����

.+ ���7 ( �
����� ���! ���
�	 �� ��������	 �� ��� �
����� �� �$�
�� �
	��'
�� �� �
!�� ��� ����� ��� ����
�� α∗, β∗, γ∗ ��� �
	������ ���� �
�! ��� ��
��
�$��
-��!��'694.# 1��� �
�������&�� ��� ����������� �&�� ���� ���������&�� �� ��

α =
α∗

ρ
, β =

β∗

ρ
, γ =

γ∗

ρ
.

; �&��� ��� �
��&��� ������ �!,%�	 �2��!�� 	 %���	 ��
$��% 
�� #

�! %��$ -:�":� ��� ���� �#������ ������� �� ���
��� � ��
� α∗, β∗, γ∗ ��� �����������
�������� ������ #%� ��� @ ���!��0

���(
α∗

ρ
) = ���(

β∗

ρ
) ���(

γ∗

ρ
) + ��(

β∗

ρ
) ��(

γ∗

ρ
) ���(φ).

;'��$�$ -:�": ��� ���� �����)��� �#������ ������� �� ���
��� � ��
� α∗, β∗, γ∗ ���
����������� �������� ������ φ = 90◦%� ��� @ ���!��0

���(
α∗

ρ
) = ���(

β∗

ρ
) ���(

γ∗

ρ
).

;'��$�$ -:�":� "���� ��� �� ��� �#���� 
�����
� ������ ������
�� �������% ��� ������
�� � �� α∗ ��� ���
�)� ��� �� ������ # ���������!� ��� �������0

���

(
α∗

2ρ

)
· ��

(
φ

2

)
=

1

2
.

;'��$�$ -:�":" /��������� ��� ���
# $ ��������
 $&�" �� � ��� ��� � α∗ ���
������ ���� �#����� ������� α∗ ��� ������������� ��� ������!���� ������ ��� �� ������
��� �� �
�������� ��� ����
 ������ ��
 �������'�
� !� ���� ��
 ��������
 ���!��� ��
1
3
. -"�� ��� ��� 2$����� 7*;*H.

;'��$�$ -:�":& "���� ��� �� ����� ���� ������ ��� �#�����)� ������!��� ����)��� �����
�����!����� ��� ;8 ����)�* -"�� ��� ��� 2$����� F*:*6.
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X

Y

Z

X'

Y'

Z'

O

,�!�� =B<+ 0�
����
�����! �
	��
��

/���	��� �
��
�� ;8Y H� � ������� ��� ��
�� ��� �
	*��� �	� ��� �
	��
� ;89Y 9H9 ���
������ ��!���$!���%��� %!*��!�	 ��� ;8Y H# 1�
�����
� � �
���� ���!� ���
�
��
�� ;89Y 9H9 �	���� �� ��!�# ( ������	� ;89 �	�� � ������ ��� ��	���� ;Y H ��
�
�� �� ��
�� ��� ;8� � ������	� ;Y 9 �	�� � ������ ��� ;H8 �� �
�� �� ��
�� ���
;Y �� � ������	� ;H9 �	�� � ������ ��� ;8Y �� �
�� �� ��
�� ��� ;H# ; �
�� �����
������	�� �
	*��� �� ����� �� �������� ��� �
	��
� ;89Y 9H9#

�! %��$ -:�&:� 1� ���� ��� �������������� � 132Y 242 ��� ������
 13Y 4 ����� ��
���������������� ����������� ����� ����)� ��� 13Y 40

|X ′OY ′|+ |Ẑ| = |Y ′OZ ′|+ |X̂| = |Z ′OX ′|+ |Ŷ | = π.

O

B

A

Z

ε

X'

Y'

φω

,�!�� =B=+ 0�
����
�����! �
	��
��

$������0 ,�� ��	���� � �� ������ ���� ;H ��� ����	� ; ��
������ �$���� � ���	�

1;G ��� ���
� ��� �	��
� Ẑ �� �$ ���
�� -�� �
���&. � ;89 �� ;Y 9# ( ���	� Ẑ
��&�� �� ��� $F1;G� ���� � ����	� ;1 �	�� � ���! ��� � �� �� ��	���� H;8 �� ;G �
���! ��� � �� �� ��	���� H;Y # 1�� ��� �
��� ����� �
��&��� �� � ���	�� �F89;Y 9
�� $F1;G ����� �� ����
�� ���� ������� �� ���

����� �
� �	�� ��
����
�������#
1������ ��	������ ��� ����� �� �� �� ����� ���	��� �#�#�#
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�! %��$ -:�&: � �������������� OX ′′Y ′′Z ′′ ��� �������������� � OX ′Y ′Z ′ ���
������
 OXY Z �
������� �� ��� ����� ������ OXY Z*

$������0 ,&�$��� �� ��� �
���� � ���! OZ ′′ ��� ��
����
�����!� ��� OX ′Y ′Z ′ ��
�	�� ������ ��� OX ′, OY ′ �� ��� ��� 	�� ��
� �� ��� OZ ′# 1��! ���� ��� ������ ���
��� �� � OZ� �#�#�#

� !���� -:�&:� 	�� � ������� ����� OXY Z ���� ���� �GY OZ% (GZOX% �GXOY
��� ����� ������ #-OX.% �-OY .% @-OZ. -����� ���������� � ����������� ��� .* /��� �
�������������� ��� OX ′Y ′Z ′ ���� ���������� ����

α′ = π − φ, β ′ = π − χ, γ′ = π − ψ

��� �����
φ′ = π − α, χ′ = π − β, ψ′ = π − γ.

$������0 ; �
���� �
�� ������� �����	������ ���� 0
����� ?#><#># ; �������� �
��
�
��&����� �$�
��*����� ��� 	�� �
����� ���� ��
����
�����! ��� ��
����
�����!�
��� �	�� -0
����� ?#><#�. � �
��! �
	��
��� �#�#�#

( &��
�� ��� ��
����
�����!� �
��
�� �� � ���������� ��
�� �� ���
�� ���
�
��&��� ��� �� �
����&����� �
������ ��	��� �� � ��
�� �� � �	��
�� ��� �
��
��
�	�� ���� ����� �
��� ���&���� �����	�# ; ��� �
����
	*��� �� ��# ,� ���� ���
��K��� �$�	���� �� �� ��&��
� ���
��� ��� ���������� ��� �
��&��� ��� �� �
���
�$�
��*����� �� ���� ��
����
�����! �
	��
�#

�! %��$ -:�&:� 2	��� ������� ����� 1$&� �� ���� �G&1�% (G�1$% �G$1& ���
����� ������ #-1$.% �-1&.% @-1�. -����� ���������� � ����������� ��� .* /��� ���!��

���(φ) = −���(χ) ���(ψ) + ��(χ) ��(ψ) ���(α).

$������0 2$�
��*���� ��� �&�� ��� ���������� -0
����� ?#>5#�. ���� ��
����
�����!
�	��
� ����������� ����� �� ������ ��� 0�
	������ ?#><#>+

���(α′) = ���(β ′) ���(γ′) + ��(β ′) ��(γ′) ���(φ′) ⇔
���(π − φ) = ���(π − χ) ���(π − ψ) + ��(π − φ) ��(π − ψ) ���(π − α) ⇔
−���(φ) = ���(χ) ���(ψ)− ��(χ) ��(ψ) ���(α),

�#�#�#
"� ���! � �
����� ���
�	 �� ��������	 ���� �� � 0
���� �$�
��� �&��� �����'

����� -0
����� ?#>5#4. �� ����� �����& �����	�� ��� �$�
��& �
����� ��� ��������
� �
	��
�� �� �� �$�	
�# 1����������� ���� ���������&� ��� 0�
��
�$�� ?#>5 ����'
$
�*���� ��� �
����&���� �
����� ���� �������� @��%�!� �2��!�� %��� ��
$7
��% 
�� #

�! %��$ -:�&:" ��� ���� �#������ ������� �� ���
��� � ��
� α∗, β∗, γ∗ ��� �����������
�������� ������ #%� ��� @ ���!��0

���(φ) = −���(χ) ���(ψ) + ��(χ) ��(ψ) ���(
α∗

ρ
),

���
 ρ � ������ ��� �#�����*
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Α

Β

Γ

α∗

β∗

γ∗
Ο

φ

χ

ψ

,�!�� =BA+ ,$�
�� �
	����

.+ ��� ; �&��� ������ �����& ������ ���	*� �� �� ������� �� �� �$�
�� �
	����
�
����
	*���� ��!
�� ��� �� ���	�� ���� $�� �� �# 0
������ �� ����&� � ���	��
����� ���� �&������ ��� �
����&���� ��	���� �� �
�� �L ��
	������ �� �!��� ��� ����
��
��� �
����� �� ��� ���� ���	������� �&���� �� �� ����� ����
�� �
	������ �������
���� �� ����
�� ��� �
�����# 92����� ��� �� �������! ��$�
� ��� �� ����������
�
	���� ��� �������# 2��	 � ����� ��� ����� ��� �
��	 �� ��� ��!
� �
����
��� ���
�
�����# 2��	 ��� �� ���	�� �����
�	����� �� ��!�� ��� �
����� ���� �� �� �������#
)��
���� ����� �
	���� �� �� 	��� ���	�� ��� �	�� �����& ���� ����# 1��	���� ����
�$�	
� ��� ���
���� ��$�
���� �
	���� �� �� 	��� ���	��# 2�� ��� ���
�� ��������#

( ������	� ������ ��� �$�
��� �� �� �����	��� ��	���� �
	���� �$	����� �� ������
��
������� ���� �#�# �� ��� ������� ������� ��� �&��� ��� ������� ��� ���$�
���
�� .2��!�� 	 %���	 %�� $��% 
��#

�! %��$ -:�&:& 2	��� ������� ����� 1$&� �� ���� �G&1�% (G�1$% �G$1& ���
����� ������ #-1$.% �-1&.% @-1�. -����� ���������� � ����������� ��� .* /��� ���!��

��(φ)

��(α)
=

��(χ)

��(β)
=

��(ψ)

��(γ)
.

$������0 :� ���! ������� �
��&��� ���
����	*����� ��� �&�� ��� ���������� -0
�'
���� ?#>5#�.+

���(α) = ���(β) ���(γ) + ��(β) ��(γ) ���(φ) ⇒
(���(α) − ���(β) ���(γ))2 = (��(β) ��(γ) ���(φ))2 ⇒
���(α)2 + ���(β)2 ���(γ)2 − 2 ���(α) ���(β) ���(γ) = ��(β)2 ��(γ)2 ���(φ)2

= ��(β)2 ��(γ)2(1− ��(φ)2)

= 1− ���(β)2 − ���(γ)2 + ���(β)2 ���(γ)2 − ��(β)2 ��(γ)2 ��(φ)2 ⇒
���(α)2 − 2 ���(α) ���(β) ���(γ) = 1− ���(β)2 − ���(γ)2 − ��(β)2 ��(γ)2 ��(φ)2.
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( �������	� ��	���� �
�$���

��(β)2 ��(γ)2 ��(φ)2 = 1− ���(α)2 − ���(β)2 − ���(γ)2 + 2 ���(α) ���(β) ���(γ) ⇔
��(φ)2 =

1− ���(α)2 − ���(β)2 − ���(γ)2 + 2 ���(α) ���(β) ���(γ)

��(β)2 ��(γ)2
⇔

��(φ)2

��(α)2
=

1− ���(α)2 − ���(β)2 − ���(γ)2 + 2 ���(α) ���(β) ���(γ)

��(α)2 ��(β)2 ��(γ)2
.

; �������	�� �&��� �	�� ������
��� �� �
�� �� ��� �� �� ������� �� �	�� � 	��� �� ��

�� ���� ���	�� ��(χ)2

��(β)2
, ��(ψ)

2

��(γ)2
� �#�#�#

( ����$
��� ��� �
����&����� �&��� �� �$�
�� �
	���� �	���� ��� ��� �������
�
�����#

�! %��$ -:�&:( ��� ���� �#������ ������� �� ���
��� � ��
� α∗, β∗, γ∗ ��� �����������
�������� ������ #%� ��� @ ���!��0

��(φ)

��(α
∗
ρ
)
=

��(χ)

��(β
∗
ρ
)
=

��(ψ)

��(γ
∗
ρ
)
,

���
 ρ � ������ ��� �#�����*

( ������� ����� ��	��� ��� ��
����
�����! �
	��
� ;89Y 9H9 ��� �
��
�� ;8Y H ���
� ��
�$! ��� ��� ����������	 ��� ����
� ��� �$�	
��# "��� ��
� ��� �
��
�� ;8Y H
�
	*� ��� ��	���� �� ��� ; �� ���� ����� ��� �$�	
� ���� ��� ������ �&���# 92��
�� ��	���� 8;Y ����� ���� �$�	
� ��� ������ �&��� * �� �� H9 �	�� � ����� ��� *
��� ��� ��
� ��� �	�� �� �� H# 1������ �� �� ���� ����	� 89 �� Y 9 �	�� � ���� ���
���	���� �&���� ��� �
	*��� � ��
�� ��� �
��
�� ����������� ��� ��� ��
� ��� ��
��
��� ��
	����� �� ������
� � �
��! �
	��
��#

Ο

X

Y

Z

ζ

χ

ψ

Z'

Y'

X'

,�!�� =B?+ ( ��
����
�����! �
	��
��

;'��$�$ -:�&:� "���� ��� �� �#������ ������
�� �������% ��
 �����
 ��� �� ����� ������
����� �����% ����� ��� �� �� ��������������� ��
*
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 ��� ������ ������

-�� ��6�$* �� )��

�� ������� ������
��� ��$����� ���
	*��� ����� �
���&� �� �� ������� ��� ������&
������� ��������# 92�� �� ������� ��� ��$����� ��� �
�����	�� ��
�������
����� ��
����
�� �!���� �� � �� � �	�� �-��N��N��.� �� ������� ��� ��$���	�� ��� �&��� ����'

�� � �	�� 6δ2 �� ������� ������	*���� �� ������ ���� ��� ������
�� �
���������� ��
������ ��� ��
�� ��� �� �������&�# �� ������� ��� ������
�� ����� ��� ��
����*�
������	�� �� �������� ���
���� ����$�
�� -��� ������ �� ���!��� ��
�����.# 2��	
��� ��
����*���� ������	�� �	�� ��� ������ ����&��� ��$������ ���� � �&���
���
� ������ � �$�	
�� ����� �� �������� ����� ��� ��$�����# ; �
���� ��� ������&
����� ��� ��$����� !I�� �������� ���� �� ���� ����� �
���� ��
���� �� ��� �
���
�!���� ������ �������� �	�� �����	���� ��� "��#���� � ���������� -��(��� ������
���#������ [dC76, σ. 114]� �������� ����
 
���������������P,�	B5� ���# >4@Q. �� ����
��
�� ���	�� ����& ��� ���!�����# 1������&��� ������ �� �� ������� ��� ������ ���
���	��
�� �� ��� �$�	
�� ���
�	 �� �
���	 �� �
� ������� ������
�� �����
������� ��
����� �� ��$�����# ( ������	� �	��� ���� ���	�� � 	�� �� ���!� ��� �
������!����
�� ��� �
��� ��� �!���� �� ��� ������& ��� �&���� -0�
��
�$�� =#<.# �� ����7
� 
 �,
�� �
	*��� �� �� �
� ��� ������� �������� ��
��	��� �����
������� ����
����# 0�
���� �� ����� 
 %�� ���*
�!�� �
	*��� �� �
� �������� �
������
�����
������� ���� �&���
�# ,� ���� �� �&� ��!���� �� ������� ��� ������ �	�� ����
��� �&����� �������� �� ����$�
�� ����*��� ���� ��������� ��� ������& ��� �����
���
��� ���#������# 3� ��!�����!� ����� 
 ��� ���	��
�� ���
�&�� �� �
� ���

Α

Β Γ

Δ
ΕΖ

υ

ε

,�!�� =BB+ 2������ ��
�����
�� ��$����� ���	��
��

��
�����
�� ������� ��� �������� �
������ ��� �����
������� ���� �&���
� �����
��������� ��� �
��� ��� ����
�� ����# 1� ������	*���� ��� �� Π1,Π2,Π3, ... �� ����'
��� ���&���� ��� �
������!���� �� ���� 0�
��
�$� =#�# 1
�	*��� ��� �� ���
�����
-Π1. �����
������ ���� �&��� � �� ������ ��� �� ������� �	�� ��	��� �����
������
���� � �� ��� ������ ��!��� ����
�� ��� �� �
����&����# 2�� pν ������	*� ���
��
	���
� ��� Πν ���� �� ������� ��� ��
�����
�� ��$����� ��� �������& �
	������ ��
���� �� Πν �	��

υ · pν ,
���� � �� &��� ��� �
	������# 1�� �� C!��� =#�#� �
��&��� �� � �������	�

υ · p1, υ · p2, υ · p3, ...

�	�� �&�����# "� ��� �� C!��� =#�#4 �
��&��� �� � �������	� �	�� �� $
������� �
�
���� �� 1�	��� =#>#> � �������	� �� �����	��# �� �
� ��
��� ���!� ��� �������	�� ���'



"��� ���
��
 ��� ����� 55A

��*���� ��
�����
� ����� 
 %�� ���*
�!��# 0
��&��� ����� ��� �� �
����&����
-0�
��� =#4#>. � ������� �
�����#

�! %��$ ):�:� /� ��(��� ��� �������
��� ���#������ �
�����
 ����� ��� ��

ε = 2π · ρ · υ,

���
 � � ������ ��� (���� ��
 �
�����
 ��� 
 �� !@�� ��
*

; ���������� ��� ��
�����
�� ������& ��� ����� �	���� �� ������� �
���# 3� ��!�7

Ο

ΧΑ

Β Γ

Δ

Ε

,�!�� A@@+ 2������ ��
�����
�� ��$����� �����

����!� ����� 
 ��� ����� ���
�&�� �� �
� ��� ��
�����
�� ������� ��� ��������
��
��	��� ��� �����
������� ���� ���� ����� ��������� ��� �
��� ��� ����
�� ����#
:� ���� �
����&������ ���������&� �� ������� ��� ��
�����
�� ��$����� ��� �����'
��& ����� �� ���� �� Πν �	��

1

2
· υν · pν ,

���� υν �� &��� ��� �
����!� ��
�� ��� �
	������ -�� �� &��� ��� ������ �&�� � ����'
��
�� ���� �� �!��� ��� ��!����� ���� �� ;2 ��� ��!��'700.# "� ��� �����������
�&���� �� � �������	�

1

2
· υ1 · p1, 1

2
· υ2 · p2, 1

2
· υ3 · p3, ...

�	�� �&����� �� $
������ ��� ��� �
���

1

2
· υ · (2πρ),

���� υ = |OX| �� �!��� ��� ������
�� ��� ����� �� 
 � ���	�� ��� �&���� ��� �����
���# "� ��� ���� �� 1�	��� =#>#> � �������	� �� �����	��# �� �
� ��
��� ���!� ���
�������	�� �����*���� ��
�����
� ����� 
 %�� �,
��#

�! %��$ ):�: /� ��(��� ��� �������
��� ���#������ �)��
 ����� ��� ��

ε = π · υ · ρ,

���
 � � ������ ��� (���� ��
 �)��
 ��� 
 �� � ��� ��� ���������� ��
*
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

$������0 ,���
�$� ��� ������� ���	 ��� ���� �� ��� ��� �������
��� �� �� �
�#
/�	������ ����� �
��� �� � �������	�

υ1, υ2, υ3, ...

�	�� �&����� �� $
������ �
� �����	�� �� ������ �
�� �� υ = |OX|# %� �� ��
'
���
��� pν ���
	*���� !�� �� �����	���� ��� 2πρ# %� ��� �����!
��� ��� ��������
�
��*��� �� � ������� �� �� �
�� �&�$��� �� ��� ���	� �� ���� ��
 ��������
 �����
�
��)� ��
 �
������
� ����� �� �������� ��� �����# "�� ����� ����� ��� ������ �� �
�
��� �������	�� (υν)(pν) �� �	�� �� υ · (2πρ) �� ���� �
��&��� �� � �&��� ��� ������&�
�#�#�#

κ

Λ λ

Κ

μ
η

Ο

Χ

,�!�� A@>+ 2������ ��
�����
�� ��$����� �����
�� �����

; ���������� ��� ������& ��� ��
�����
�� ��$����� �����
�� ����� ������� ����
���	����� ��������� �� ������# ( ��
�����
� ��$���� ��� �����
�� ����� ���
�	
�� ���
���	 �� � ��$�
� ��� ��
�����
�� ��� ����� �� �
�� ��� ������ ���� -�&����
� ��� ��!��'701. ��	�� ��� ��
�����
� ��� ����� �� �
�� ��� ��
! ���� -�&���� � ���
��!��'701.# 2$�
��*����� ��� �&�� ������ ������� �� �� ������� �	���� ��� ��� �&��

ε = π(υ2ρ2 − υ1ρ1),

���� ρ1, ρ2, υ1, υ2 �	�� �� �!�� ������
�� �� ���	��� ����� ��� �&� ����� ��� ���	�� �
��$�
� �	�� � �����
�� �����#

υ1 υ2

ρ1

ρ2

υ

δ

,�!�� A@�+ ���! �����
�� �����
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6������� υ = υ2 − υ1, δ = ρ2 − ρ1 �� ������������� ���� �&�� ������ ��

υ2ρ2 − υ1ρ1 = (υ1 + υ)(ρ1 + δ)− υ1ρ1

= υρ1 + υ1δ + υδ

= υρ1 + (υ
ρ1
δ
)δ + υδ

= υ(ρ1 + ρ1 + δ)

= υ(ρ1 + ρ2).

( ������������ ���� ����	� ������ �
��&��� ��� ��� �������� ��� ������	��� �
'
�����	�� �
�����# �� ����
���� ρ = 1

2
(ρ1 + ρ2) �	�� � ���	�� ��� ����	�� ���!� ���

�����
�� ����� �� ��� ������ ��� ������� �
�����#

�! %��$ ):�:� /� ��(��� ��� �������
��� ���#������ ��
 ����
��
 �)��
 ����� ���
��� �!��

ε = 2π · ρ · υ,
���
 � � ������ ��� ������� ��� � ��
 ��� 
 �� � ��� ��� ���������� ��
*

� !���� ):�:� /� ��(��� ��� �������
��� ���#������ �
�����
% �)��
 ���)� ���
����
��
 �)��
 ����� ��� ��� �!��

ε = 2πρυ,

���
 
 �� � ��� ��� ���������� ��� � � ������ ��� ������� ��� � ��
 ������!*

υ

ρ

υ

ρ

υ

ρ

,�!�� A@4+ 2������ ��
�����
�� ��$������ ����	�� �&���

$������0 �� ��
��� ���� ������	 �� ����
��� ������������ ��� �
�� �
����������
�
������� ���� ��� ��
��!
���� �� �� ��� ���� � ����	� ���! �	�� � �&���� �� ���	��
�� ��� ��� ���	��� ��� ������ ��� ���� �&���
� � ����	� ���! �	�� �&���� 	��� �� �����
��� ������ �#�#�#

.+ ���7� ; �������	�� �&��� ��	��� �� �� ���&�
���� ��!�� 1G ��
��
�$����� ��
	
�� ����� ��� : ��
��� ��
�����
� ��$���� �����
�� ����� �� �� 	�� �������� ���'
��
���� ��� ��	��� ��� �
�� �� ��	���� ��� �&���� ��
��
�$!� � -��!��'704.# 9;��� ��
1G �	�� ������ ��� ��	���� ��� � ���� � ��
�����
� ��$���� �	�� ���! ���� ���	��
��#
9;��� �� 1G �	�� ��� ��	���� ��� � �� ��
���
� ��� ��� ���	�� ��� �� ���� ��
�����
���� ��	����� ������� ����&��� -��!��'705.#
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Μ

Α

Β

κ

ρ
Ο

,�!�� A@5+ 2������ ��
�����
�� �����
���� ��� ��	��� ��� 1G

O
ρκ Α

Β

ε

Μ

,�!�� A@<+ /���&��� ���� �� 1G ��
����� ��� �

� !���� ):�: /� ��(��� ��� �������
��� ���#������ �
�����
% �)��
 ���)� ���
����
��
 �)��
 ����� ��� ��� �!��

ε = 2πση,

���
 σ � �������� ��
 ����
 ��� ���������� ��� ��� ����� ��� η �� !@�� ��
 ������!*

σ

η

η

σ σ

η

,�!�� A@=+ 2������ ��
�����
�� ��$������ ����	�� �&��� JJ

$������0 1������ �� ��� ��!�����# ,��� ��
	����� ��� ���	��
�� �� ��
��� ����	*���
�� �� �
����&����# ,�� ��
������ ��� ����� �� ��� �����
�� ������ ��� ��� ��������
��� �
�����	�� �
����� �� ����
�� -
�σ. �� -���. ���	����� �
��&���

ρ

σ
=
η

υ
⇒ ρυ = ση.

1������������ �� 
� ���� �&�� ��� �
����&����� ��
	������ �������&���� �� *���&'
����� �#�#�#

.+ ���7 1� �
������!����� �� ��
	 �����&������ ��� ���$�
����� ��� ��
��
�'
$��� ?#B� ?#? �� ���� �� �� � ������	� ��� �����&������ ����
�	 �� �!�� �� ��
������� � �&��� ��� �����	������ ��� �� ��� �
!�� �
	��� �������� �� ���!� ��� ���'
�� �� ����&� ���������&� ������� �������# �� ������� ��!�� ��	��� �� �����&�����
������ ���	��
�� �� �����
�� ����� �� �� ������ ����# "� ��� �
�� ��
������ ��
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υ

ρ

η

σ

υ

ρ

η

σ

,�!�� A@A+ 2������ ��
�����
�� ��$������ ����	�� ����������� �&���

υ

2πρ=|ΑΧΒ|

υ

2πρ=|ΑΒ| 2πρ=|ΑΧΒ|

υ

A B
X

X
A B

A B

,�!�� A@?+ 2������ ���� �����&������

� �	�� �� �!��� ��� ������
�� �� �� 
 �	�� � ���	�� ��� ����� ���!� �� ��
	����� ���
��� ���	����� ������ ��� ����
�$���# ,� ���!� �� ���	 ����� �	��� ��� ��
������ ���
����� �� ��� �����
�� ������ �� �!��� ����� 18G �� ���� ��
	����� ��� ���	��
��
�� �!��� ��� �����
����� ��!����� 1G#

;'��$�$ ):�:� "���� ��� ��� �� �������������� ��
 �����#����� �� ������ �!�����
� �!(�� ���� ��� ������� 
��� �������
�� ���#�����*

�������0 8
������	��� ��� 91����� �#>4#=#

ω

α

β

Β

Α

Γ

Α∗

Δ

,�!�� A@B+ 0
����! �
����� �� ���� ��	����
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;'��$�$ ):�: "���� ��� ������� !� ������� � ��� ( ��� ����)��
 $&� ��
 ������

�% ���� )��� � ���
�� ��
 &� �� ����� ��� ��� ��� � ��� � ��� (% �� ��(��� ��� ���(�� �
$C&� ��
 $&� ��� ( �����

ε(A∗BΓ) = ���(ω)ε(ABΓ),

���
 � � ����� ��� ������� � ��� (*

;'��$�$ ):�:� "���� ��� � ������!����� �!��� ���!�� ��� ���� �� ������� $&� ���� ���
���
�� ��
 &� ��������� ���� ��� ��� ��� � ��� (*

�������0 2$�
���� �� 0�
��� ?#>#� �� ����$�
� �� 1G% ��� ��	���� � ��
������ �����
��� ���� � ���! ��� G% �� ������� �� ��� ���! ��� ���#

;'��$�$ ):�:" "���� ��� � ������!����� �!��� ���!�� ��� ���� ������� $&� ��
 ������

� ��� ��� ���(�� ��
 $C&C�C �� ������ (* "��� 

ε(A∗B∗Γ∗) = ���(ω)ε(ABΓ),

���
 � � ����� ��� ������� � ��� (*

α

β

Α

Β

Γ

Δ

Α∗

Β∗

Γ∗

Δ∗

,�!�� A>@+ 0
����! �
����� �� ���� ��	����

�������0 1�� �	� ��
�$! ��� 1G% �#�# ��� 1 $�
� ��
������ 1/ �
�� ��� ���! ��� �
�� �# 2$�
���� ��� �
����&���� ������ ��� �&� �
	���� 1G/ �� 1%/ �� �
������ !
�$�	
���� ������� �� �� �� �� / �	�� ���� ! ��� ��� �� G%#

;'��$�$ ):�:& "���� ��� ��� ���� �
��� ���!���� $&�"*** ��
 ������
 � ��� ���
���(�� ��
 $C&C�C"C*** ��� ������ ( ���!�� � ����� �����! ��� ��(�)� ��
�0

ε(A∗B∗Γ∗Δ∗...) = ���(ω)ε(ABΓΔ...),

���
 � � ����� ��� ������� � ��� (*

�������0 7�
� ��� �	� ��
�$! ��� 1G%/### �� ������� �� ��	
��� �� �� �
	����#
"����� �$�
���� ��� �
����&���� ������ �� �
������#
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�� ������� ��� �$�	
�� ������	*��� ���� ��� ������� ���
��� ��� �
��&����� ���
�����
������ ������� ���&����# 6��
�&�� �� � �$�	
� ��
����� ��� ��� ��
��
�$!
���� �&���� � ��
	 �����
� 12 ����&# :� �
������� ��� �$�	
�� ��
����� ��� ��'

��
�$! �������& ��������� �����
������� ���� �&��� �# 1� ������	*���� ��� ��
Π1,Π2,Π3, ... �� ������� ���&���� ��� �
������!���� �� ���� 0�
��
�$� =#�# 1
�	'
*��� ��� �� ���
����� -Π1. �����
������ ���� �&��� � �� ������ ��� �� ������� �	��
��	��� �����
������ ���� � �� ��� ������ ��!��� ����
�� ��� �� �
����&����# "���
��� ��
��
�$! ���� ������ ��������� ��
	 ��� �����
� 12� ��� ���������� �� ����	'
��� �� �	� ������ ��� ���������� ��
����� �	� ��$���� ��� �������	�� ��� ������
�� �����
��� ������# ( ��
�����
� ��$���� ����� ��� ����� �� �����
�� �����

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Η

Θ
Κ

Λ

Μ

Ν

,�!�� A>>+ 0
������� ��$���	�� �$�	
��

������	����� ���� �
����&���� ��
��
�$� �� �&�$��� �� ���� �&���� ��� �����	���'
���-0�
��� B#>#�. �	�� �� ������! ��$����� ��� ���� ��
	����� ��� ��������� -Π2

���� ���� ���������&� ���� ��!��'711. �	��

ε2 = (2π · η2) · (|AK|+ |KΛ|+ |ΛM |+ |ME|) = (2π · η2) · |AE| = (2π · η2)(2ρ)

���� η2 = |ΛN | �	�� � �������� ��� ����
�� ��� ��������� -Π2. ��� �� ����
� ���
�&����� ��� �	�� 	�� �� ��� ���	�� ��� �����
������� �&���� ��� �������& ���������
�� 
 � ���	�� ��� �&���� � ���� ���	�� �	�� �����
������ �� ���&����# 6��
�&�� �����
�� �� ������� ��� ��$���	�� ��� �$�	
�� �	�� �� �
� ��� �������	�� ��� �
��&���
�������

ε1 = (4πρ)η1, ε2 = (4πρ)η2, ε3 = (4πρ)η3, ....

�� �� � �������	� ���! �����	�� �� �����
�	����� ��� �� �� � �������	� ��� ���	���

η1, η2, η3, ...

��� �&���� ��� �����
������� ��� ���&���� Πν -��� �� ��� ��
� ���� �	�� �����
��'
���� ���� �&��� �� �����
� |AE| = 2ρ. �����	�� ��� 
# ,������ �� �
� ����� ���
������� εν �	�� ��

ε = 4πρ2.
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:��� ���� ��� �
����� ��
������ ������ �� �� �	 �� �����*���� ������� ��� �$�	
��
�����!����� ���� ������� �
�����#

�! %��$ )::� /� ��(��� ��� ���#������ ��� �#����� ������� � ����� ε = 4πρ2.

σ
τ

,�!�� A>�+ ,$�	
� �� ��
������ �&���
��

� !���� )::� � �#���� σ ���� �� ��� ��(��� �� ��� �������
�� ���#����� ��
 �����
(�������� �
� � �
�����
 �*

υ

α

β

,�!�� A>4+ 2������ �$�
�!� *����

;����*����.2��!��� <,
$ �� ��!�� ��� �$�	
�� ��� ��
��������� �����& �&� ��
��'
�!��� ������� ��� ��� �������# ( �������� � ��� ������� ������ ;AB�	 ��� �$�
�!�
*����# �� ������� ��� �$�
�!� *���� �
	*���� ��
���� �� ���� ��� �$�	
��� �� �
�
������� ������� �����
������� ���� �$�
�! *���# 6��
�&�� ��� �$�
�! *��� ��
��
������� ��� ��� ��
��
�$! ����� 1G �&���� � ��
	 �����
� 8Y ����& -��!��'714.#
�� ������� ��� ��$����� ��� ��
����� �
	*��� �� �� �
� ��� ��
�	������ ��� ��
�'
����
�� ��$����� ��� �����
�� ����� ��� �
��&����� ��
	*����� �� ���� �� � 	��
��
� �� ���
����� ��� ���	����� ��������! �
���! �� ��
�$�� �� ����	� ��	
����#
3� �
��� ��������! �
���! P1 ��	
����� �� 	�� �� ���&�
���� ��!�� 1G� ����� ����
��� ��
��
�$! ��� �
��&��� �����
�� �����# ( ��&��
� ��������! �
���! �
��&���
��	
������ �� ����� % ��� ����� �� ���
����� ��� ��������! �
���! 1%G# 0
��&���
��� ����� ��� �
��� �� �������	� ���������� �
����� P1, P2, P3, ... ��� �
�����	*�
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Χ

Υ

Α

Β

Γ

Ο

Μ

Ν

Β∗

Γ∗

Α∗

η2

υ

,�!�� A>5+ ;
���� ������& �$�
�!� *����

�� ���� 1G# "��� ��������! �
���! ��� ������ ��!��� ����
�� ��� ��� �
����&����#
9;��� �� ���� �$�	
� �
	*��� �� ���� ���&���� Pν � ���	����� ���	�� ��� �����
��'
����� �&���� ην �� � ��
�����
� ��$���� ��� ��
�������� ���
��& �
��&��� ��
���
���� �� ���� �&���

εν = 2(πην) · |A∗B∗| = (2πυ)ην.

9;��� �	���� �
���������� �� ην �����	���� ���� ���	�� 
 ��� ��
���
������� �&����
�� ������� ��� �� ����& ��
�������� �$�	
��� �
� �����	���� ��� ������� �
�����#

�! %��$ ):: /� ��(��� �#����� � ')��� !@�
� 
 �� ��� �#���� ������� � ���!���
��

ε = 2π · ρ · υ,
�
���)� ����� ���������� ��� ����� ��� ')��� ���� �#���� ��� ��������� ����� ��� ��
!@�� ���*

;'��$�$ )::� "����� �!(�� �� (��� $&�"* ���� ������ ��� ��� �� � ������
��
�
�!������ �� �� �B � ��
� x* $�� �� ������ � ��� ������
 ��� � ��� & ��� ��
�������� |BH| = y #����
�� ��� ��������� �5 ��� �������
 &"* /� ������ B�5 ������
��� �!(�% ��� ��������� ����� ��� x, y% ���� ���������* "������� ��
 x �� (����� ���
����� ����� ��
 y �
�(����� �
��* 	����� �� 
���������� �� ��(��� ��
 ����!�������
������)��
*

x

y

Α

Β Γ

Δ

Ε
Ζ

Η

Θ

Ι

,�!�� A><+ 0��������! ���! �&���
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-�� ��6�$�� �<������� �,����"�

92������ �� ������� ��� �$�	
�� ���
�&�� �� 
	����� �� �&����� ���� ��� ��������
��!���� ��� �
	*���� ���� ���� ��$���� ��� �� �� ������ ����# �� �
������ �	��
������� �� �� ��	����# 2� ����� �� �� ��
���� �$�	
� -�� �
�� �� ������� ���.� �'
��� � ��� �	�� �&����� �� ����
	����� ��� �
������! ����	� ��� ��� ������ �&��� ���
�$�	
��# 9;��� �� ��� ��	����� �� ������� �
	*��� �
��� �� .2��!��� ������
��
�����! ���&���� ���� ���� �$�	
�� ��� ���	�� � ����
�� �	�� ���� ���	���� �&����#
�� �$�
�� ���&����� ��� ������	�� �� �� �$�
�� �
	����� �����
��&��� ���� ����
�$�	
�� ������������ ��� ��
�$! ��� ������
�!� ���	�� ��� ����
� ��� �$�	
�� ��
���
����� �� ����� ��� ��
�� ��� �� ��� �$�	
�# ; ����� ����� �
	*��� �� ����
�� ���
�$�
��& ���������# ; �	��
�� ��� ������
�!� ���	�� �
	*��� �� ���	�� ��� �$�
��&
���������# /&� �$�
�� ���&���� ������� ;6��� ���� ����� 	��� ���	������ ����
��
�� 	��� ���	������ ���	��# %� �������� ��
�
*������ �� ��!%� �2��!��� ����7
��
�� �����! ���&���� ��� ���	�� � ����
�� -���� ���	���� �&����. �
������������
�$!���� ��� �� ���&���� ��� ��� �	� ��
� -�� ��� ��� �� �&� ���$�	
� ��� �
	*� �
������� �&����'$�
��� ��� ����
��.# ; �
�	� �
���� ������� ��� �����&�� ��� ��

Α Β

Γ

Δ

,�!�� A>=+ "�
�� �$�
�� ���
�����
� 1G%/

�������� �	�� � 	��� �� ����� ��� ������& ��� ��	���� -4#>.# ��� ������ ��$�
� ���� �
�������	� ������# 9;�� ������ �� �� �	�� � �$�	
� ,� ��� ���	�� ��� ���	�� ����������
	�� �� 
� ��� ������ ����
������ �������� �� ���	���� �� �� 2����	��� ��	����#

6�� %$%� ):�:� "!� ��� ���!���� ���
� ��� ��(��*

6�� %$%� ):�: 2	�� ���!���� Π ��
 �
�������� ��� ����% ����������� �� �� ���% ���
�!���� Π,Π′,Π′′% *** ��
 �� ������!������� ���� ��(��� �� �������� ��� ��(�)� ���
���
�)���

ε(Π) = ε(Π′) + ε(Π′′) + ....

6�� %$%� ):�:� 2	�� ���!���� Π ��
 ���������� ���� �� ��� ���� Π′ ���� ��(���

ε(Π) < ε(Π′).

6�� %$%� ):�:" /� ��(��� ��������� ��� �#����� ����� 4πρ2*
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.+ ���7� "� � ����� �� ������� J��&� �� ������� �� �� ����� ��� ������ ��
�� �� ������� ��������� -0�
��
�$�� 4#>.# �� ������������ ���!� ��� ��
��
�$��
�� ��	����� ��� ���� �� ��� 2����	��� ��	����� � ������� B#4#> ' B#4#5 ��� ���������
�� �� �������� ����
	*��� ��!
�� ��� �&�� ��� ������& �� �$�
�� �
	���� -6��
���
B#4#>. �� �������
� �� ������� ��
��� �$�
��� ���������#

ωΑ

Β

ΓΔ

ω

,�!�� A>A+ ,$�
�! ��
����� ���	�� �

�! %��$ ):�:� /� ��(��� �#����� � �������
 / ������ � -�� �������. �����

ε(T ) = ω(2ρ2).

$������0 1� � ���	� ��� �$�
�!� ��
����� �F1G%/ �	�� ��� ��
$!� ω = 2π
ν

� ���� �
������ ���
��� �
����� ���� � �
����� ��&�# 1��� ����� ��� ��� �
������! J������
B#4#� �� ��� J������ B#4#5 ��� �����&�� ��� �� �������# ,&�$��� �� ����� ������������
� �� ��!��� ������ ��
������ ������� ���&������ ��� ��� �$�	
� �� ������

4πρ2 = ε(Σ) = νε(T ) ⇒ ε(T ) =
2π

ν
2ρ2.

0�
���� �� � ���	� �	�� 
��� ���������� ��� �� � �
����� ��&�# 1�
�����
� ��

ω =
μ

ν
(2π), με 0 <

μ

ν
< 1

�� �� ������ ��� ������ ���
�	�� � �� � �	�� �������� ���� ��&� ���

ε(T ) = (
μ

ν
2π)(2ρ2).

��&�� ��� � ���	� �
�$��� ��� ��
���� � ����� ���
�� 2π
ν

�� �������� � ���	���'
�� �$�
�! ��
����� � �
�$��� ��� ����� � �������� �$�
��� ��
����� ������&�
�&�$��� �� �� �
����&���� �!��� 2π

ν
(2ρ2)# ,������ �� � ���!� ��� ��
	�����

ε(T ) = μ
2π

ν
(2ρ2) = ω(2ρ2).
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

,��� ����! ��
	������ �
�������&�� �� C!��� 4#�#4 �� ��� 	�� �
��� ��� �� ������
�� ��	���� ������# 92��� ����� �� � ���	� � �	�� ��� ��
$!�

ω = θ(2π), με 0 < θ < 1.

"��� �� �
����$�
��� �!���� �� ������� ���
�� ����� � ���
�� ���������� ���
���
� ��� ����

μ

ν
< θ <

μ+ 1

ν
.

; ���	������ �$�
��� ��
���� T1, T, T2 �� ���	��

ω1 =
μ

ν
(2π), ω = θ(2π), ω2 =

μ+ 1

ν
(2π),

������������ �� ��� ���� � �
��� ����
� ���� �� ����	*���� �� ��
������ � ���� ����
���� ���� �� �� ������

ε(T1) =
2πμ

ν
(2ρ2) < ε(T ) < ε(T2) =

2π(μ+ 1)

ν
(2ρ2).

1� ���������� ����� ��
δ = ε(T )− (2πθ)(2ρ2),

�	�� ������ �
���� ���� �
��&��� �� � ������� ��������

δ = ε(T )− (2πθ)(2ρ2) < ε(T )− (2π
μ

ν
)(2ρ2)

< ε(T2)− (2π
μ

ν
)(2ρ2)

= (2π
μ+ 1

ν
)(2ρ2)− (2π

μ

ν
)(2ρ2)

=
2π

ν
(2ρ2).

��&� �� ���� �# ��&�� ���� �	�� ����� ��� � �������	�� �
�� ���
�	 �� �	�� ��
���
��
��� �� �
��	 �� ��
���� ��������� �# 0�
���� ��	������ �� �����	 �� ����� � �������
δ < 0� �
� �
��� � F @# 1��� ������
��� ��� ������� ��� �
������� �#�#�#

��,!$�� ):�:� /� ��(��� ε(T ) ��
 �#������! ����)��
 / �#����� �-�. �� -�����.
������ �% ( ��� � ���!��� ��

ε(T ) = (α + β + γ − π)ρ2.

$������0 ( ������� ���
	*��� ���� ���
���! ������
	� ��� �$�	
��# �� �$�
��
�
	���� 1G% �
	*� ���� ��� ��������
��� ����	�� ��� ��
�$�� ��� ��� 	�� �� �'
������� ���������-J������ B#4#>. �
	���� 1LGL%L# �� ���$�	
� ΣN -�� ���� M ���
��!��'718. ��� �
	*��� ��� ��� ����
� 1G �� ��
��� �� �
	���� �����*� ��
�������
(����� -�� �� ���� ����.� ���&����� ��!
�� ��� �� �$�
��� ��
������ ��� ����� ���
�
����� �� ������ �����&���+
>. ��� ��
���� G1% ��� ��
��� �� �
	����#
�. ��� ��
���� 1G% ��� ��� ���� �� ��� �
����&���� �� �
	���� 1G%#
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Α

Β Γ

Γ∗
Α∗

Β∗

Ν

Ο

,�!�� A>?+ ,$�
�� �
	����

4. ��� ��
���� 1L%LGL ��� ��� ��� ���� ���$�	
� �� �
	���� 1LGL%L ���������
��� 1G%# ( ������ ����� ��� ��
�	�� ���$�
	�� �	�� ��� ������ ��� �������

ε(ΣN ) = 2πρ2 = [α(2ρ)2] + [β(2ρ2)− ε(ABΓ)] + [γ(2ρ2)− ε(ABΓ)].

1���������� ��� ��	���� ��	
����� ��� *���&���� ������ �#�#�#

� !���� ):�:� �� ���� �#������ ������� �� �������� ��� ����)� ��
 ����� �����!����
��
 �*

� !���� ):�: /� ��(��� �
���! �#������! ���
�)��
 ? �� ������ α1, ..., αν ����� ���
��

ε(Π) = [(α1 + α2 + ... + αν)− (ν − 2)π] · (ρ2).
$������0 1� �� ���&���� ��� � ��
�$�� A1, A2, ..., Aν � ������ �	� �#�# ��� A1 �� ��
�'
��	������ ��� ������� A2� ����� ��� A1 �� �� A3, ...Aν ������	*����� -�'�. �
	����# ��
������� ��� ��������� �	�� �� ��
���� ��� ������� ��� �
����� �� ���� ��� ��� ��
�
	���� ���� ��� ������� ��� �	���� ��� ��6��
��� B#4#> �� �	�� ��� ��
$!� -�N�N�'
�.ρ2# 1�
�	*����� ���� �� ���	�� ��� ��$�
�� ����� �
����� ��	
����� �� ��
����
(α1+α2 + ...+αν)� ��� ��� �� -�'�. �� ��!��� �
	���� ������ �� �$�
���� -�'�.�� �#�#�#

.+ ���7 ( ������ �$�
��� ��������� �
*������ ���� ��$���� ��� �$�	
�� ,
���	��� 
 ��
������� ��� ��
	����� ��� �� �&� ��!���� �	�� ��������
��� �����! ���'

�&� �� ����������&� ��� ���� �� ��� �� �������	 �� �� ��������
�� ��� �����# :�
���!� ��� ����� ���$�
���� ���� ������� ��� 6��
!����� B#4#> �� 1G% �� 1LGL%L
�� 	��#

;'��$�$ ):�:� "���� ��� �� ��(��� � ���� �#������! ������!��
 ����)��
 �#����� �����
��� � ��� � ����� ��
 � �
������� �� ��� �!��

a =
ε

3ρ2
+
π

3
.

�
������� ��� � ����� ��
 �#������! ������!��
 ����� ������� �����!���� ��� ;8 ����)�*
-"�� ��� ��� 2$����� 7*6O*M.
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 ��� ������ ������

-� 9������������� �� Euler

,� ���! ��� ��
��
�$� �� ��&�� �� �$�
���! ��� �&��� ��� ������& ��� �$�
���
��������� ����������� �� �������
���� ��� �$�	
��# :� ���� �%!��$ ��� �$�	
��
�	�� �� ��!
�� �����! ��� �� �������� �����! ��
�� �$�
�� ���&����# 9;��� ��
������ �������� �����&�� �� ��� �� ��� ���������&������ �� ������� �� �����
����� ��
�$��# �� �������	� ����	�� �� �� �&� ������� �	�� �������� ���� �� �����
���! ! ������
� ���! ! ����� ��
�$!# �� ���
��� ��� Euler ��� �� �� �� �����
������ �� ��!��� ��� ��������� �� ������� ��!��� ��� ����� �� �� ������� ��!���
��� ��
�$�� �	�� �
���	 ����������� �����& ����#

��,!$�� ):":� �� ���� ����������� ��� �#����� �� 	 �� �� ��� �������� ��
 ���
�
�
������ $ ����� ��� �
������ + ���
#�� ���!��

K + E = A + 2.

,�!�� A>B+ 0������
��� ��� �$�	
�� �� ���� 	�� �������

$������0 �� ��!�� ��	��� �	� ���! ��
	����� �������
���� ��� �$�	
�� �� ? 	�� �����&
���� �
����� ������� ��� �	�� �
��
������ -����� �� �� �
�� ���	�� ���� �
���.#
1�������&� ���� �������� ��� �$�	
�� �� ? ������� ��� �
	� ��	���� ��� �	�� ������
��� �&� �� ��
������ �� �� �
	�� ��� �� ����
� ���# 92����� ����� 2 F ?� " F = ��
1 F >�# 1� ��&�� ��
� ��� ����! �������# %
�$���� �� ������� ��� �$�	
�� 4πρ2 ���
��
���� ��� ������� ��� ��������

4πρ2 = ε1 + ε2 + ...+ εE .

"��� ������� �����! ��
�� �$�
�� ���&����� ��� ������� ��� ��$
�*��� �� �� ���	��
��� �� �� ��!��� ��� ����
�� ���

εν = ((α1 + α2 + ...ακ)− (κ− 2)π)ρ2.

"� �� ������� ������� �� �	�� ��� ��
���� ������ ��
�������

4πρ2 = (Σ(α)− Σ(κπ) + E(2π))ρ2 ⇔ (2π)(2−E) = Σ(α)− πΣ(κ).



"��� �
�
����������� ��� EULER 5=>

; �&� �
� ���� ��
������� �� ��
���� ���� ��� ����� ���� ��� �������� � �
�'
��� -Σ(α). �� �� ��
���� ���� ��� �
���� � ��� �	���� �� ��!��� ��� ����
�� ���
�������& � ��&��
�� (Σ(κ))#

,��$������� ���� �� ���	�� ���� ��� �������� �� �� ��
	*���� �� ������# ,���
	�� ����� ��*���� ���� �� ���	�� ��� ��$�
� ������� ��� ����
����� ���� 	�� ��
�$!#
�� ��
���� ��� ����� ��� ������ �� �	�� ��� �$�& ���� ��*& �� ���&����� ��!
�� ���
��
��! �&
� ��� ��� �� ���� ��
�$!# 92����� " ��
�$��� ������� ����
���� Σ(α) ����
��� ����� ���� ��� �������� �� �	�� "-��.# �� ��
���� Σ(κ) ���� ��� �
���� �
��� ��$
�*��� �� ��!��� ��� ����
�� ���� �������& �� �	�� �1� �����! �� ������ ���
��!���� ��� �����# ��&�� ��� ���� ���! ����
�&� �� �&� ��
��� �������� �������
�� ���
���	 �&� $�
�� ��� ��
����� ��
����# ,������ � �������	�� �&��� �	����

(2π)(2− E) = Σ(α)− πΣ(κ) = (2π)K − π(2A) ⇔ 2− E = K −A,

��� �	�� ��
��� �� *���&����� �#�#�#

�� ���
��� ��� Euler ����$�
��� �� �� ������� ������ �� ��
�� ���&��
�# ( ���
�	�� �� ��
���� ��� ����	� ; ��� �����
�� ��� ������
�� �� �� �
��������� �� ���&�'
�
� ������ ��� �� ; ���� ��$���� ��� ������� �$�	
�� ��� �� ��
��� �� �����!
��#
���� � ��
�� ��� ������
�� �
��������� �� �$�
�� ���&���� �� ���	� ������� �	����
�	� �������
��� ��� �$�	
��# 92�� �� 2 �	�� �� ��!��� ��� ��
�� ��� ������
��� 1 ��
��!��� ��� ����� ��� �� " �� ��!��� ��� ��
�$�� ���� �
��&��� �	� �������
��� ���
��
��������� �$�	
�� �� ���� �� �����	� �� �� ������� ���# 2$�
��*����� �������
�� ���
��� ��� Euler ������ ��

��,!$�� ):": ��� ���� �
��� ���!��� �� 	 �� �� ��� ����% $ �� �� ��� ����� ���
+ �� �� ��� ���
#�� ���!��

K + E = A + 2.

,�!�� A�@+ "&��� �� �	� �
&��

%� ���� ���&��
� 0� ��
�� ! ��� � �
���� �-0. F 2 ' 1 N " �����*��� 3�!��%$7
!��%��� %�� Euler ��� ������
��# �� �
����&���� ���
��� ���$�	���� �� �� ��
��
���&��
� � ��
����
���! �	�� �# 1������&��� �� �� ���� ���&��
� � ��
����
���!
���! �	�� ��� ��
$!� �'��� ���� � �� �������� ����� ��� ������
��� ��� �	�� �� ��!���
��� �
���� ����&# 92�� ��� ���&��
� ��� �
����&����� ������� ��� �	�� ���� �&���
�� �	� �
&�� �����& �&� ������� ��
�� ���� ������ 2 F 5N5N5N5 F >= ��
��� 1 F
>�N>�N5N5 F 4� ����� �� " F ?N? F >= ��
�$��# ( ��
����
���! ����� �-0. F @#



5=� ����

�� "� ���
��
 ��� ������ ������

-�# 53���

; ;����	 ��� ������
�� 0 �	�� ���� �
���� �-,. ��� ����	*��� �� �� ��
�������� ��
������� ��� ��
�� ��� ��
���	� �� 0# "�� ������	�� �
�� �� ��	���� ������ �
	*���
���� �����
�� ��
����
����� ���!��� ���#

6�� %$%� ):&:� "!� ��� ���!��� ���
� ���
� ����
�*

6�� %$%� ):&: 2	�� ���!��� Π ��
 �
�������� ��� ����% ����������� �� �� ���% ���!�
��� Π,Π′,Π′′% *** ��
 �� ������!������� ���� ���� �� �������� ��� ����� ��� ���
����

o(Π) = o(Π′) + o(Π′′) + ....

6�� %$%� ):&:� 2	�� ���!��� Π ��
 ���������� ���� �� ��� ���� Π′ ���� ����

o(Π) < o(Π′).

6�� %$%� ):&:" 1 ����� ��
 �!(�
 �� ���
�� ��� ����� � ��
� ����� ���*

1�� �� ������� �����
�	���� ������ ��� ���� ��� �
�����	�� ��
������������# (
������	� ��� �������� ��� ������& �&���� ���� ��� ���!��� ��� ��$
�*��� �� ���'
����� �	�� � 	�� ��
��� �� ���!� ��� �������� ��� �&��� �� �� ������� ��� �
�����	��
��
�������
����� -0�
��
�$�� 4#�.#

Α Β

Γ

Δ

,�!�� A�>+ /�	
��� �&��� �� ��� ��
�������	����

?���� ):&:� "�����!�� ��� ���
��� ��
 ��������
 -���
��� � ��
� 6. �!(�
 $&% $�%
$" ���������� �� � ��� ����% �� � ��� ���� ��� �� � ��� ���� ��� #����
�� ��� �� ����
��!��� ������ ��������� ������ ���� �� ������ ��� ����� ���
�)�* �������'����� ���
�������������� ������� ��� ������ ���� ��(��� 1

μνξ
*

$������0 0
�$���� �
��&����� ��� 	�� �
������ ��
�������	���� ��� ���� �� ��	���
B#<#> �� ����� ��� 	�� ���� ;# "��� �� ��	��� B#<#� � ����� ��� �&��� ��� �	�� >
-J������ B#<#5. �� �	�� �� ��
���� ��� ����� 1 = μνξO� �#�#�#



"��� ������ 5=4

?���� ):&: 1 ����� �-�. ���������
 ��������������
 � �� ���
��� $&% $�% $"
��
 ���
� � ��� ����!� ������!� ���!��� �� �� �������� ��� ���)� ��� ���
�)� o(Σ) =
|AB||AΓ||AΔ|*

$������0 )��������� �� � 
���	

|AB| = α

β
, |AΓ| = γ

δ
, |AΔ| = ε

ζ

�	�� ������� �� ��
�&�� ��� ������	� �&��� ���� ��� �
����&���� �!���� �� βδζ 	��
�
������ ��
�������
���� ������� ��� ���	�� ��� ���� 1

βδζ
. 2� ��������� � ����
�

1G ��
�	�� �� � �� ��!��� �� ��!���� �!���� 1
β

� � 1% �� � �� ��!��� 	�� ��!����

�!���� 1
δ

�� � 1/ �� � �� ��!��� 	�� ��!���� �!���� 1
ζ

# 7�
������ ��� �� ����	� ��	
����
��
������ ��	���� �
�� �� ��	���� ��� ����� ����� ��
�&�� �� ��
�������	���� �� -���.
�� ��!��� 	�� ��
�������	���� ������� ��� ���	�� ��� ���� 1

βδζ
. �� ��
���� ��� �����

����� ��� ��
������������ ��&�� �� ��� ���� ��� �
���& ��
������������ -J������
B#<#�. �� �	�� αγε

βδζ
� �#�#�#

α

β
γ

Π

,�!�� A��+ 9;���� �
�����	�� ��
������������ �-0.F���

��,!$�� ):&:� 1 ����� ��
 ���������
 ��������������
 ? �� � �� ���)� �% ( ���
� �����

o(Π) = α · β · γ.

$������0 9;��� �� ��� ������ -0�
��
�$�� 4#�.� �$�
��*���� �� C!��� 4#�#4 �����
�
���&� ��� �� � �� ���� �
���� ������ ���
�� ����� �
��� �# "��� �� �!��� �����
�� ���
���� 
� σ �� � ��� ���� �� ��&�

|α− ρ

ν
| < 1

ν
, |β − σ

ν
| < 1

ν
, |γ − τ

ν
| < 1

ν
.

1� ����� ����� �� �� �
��� �
������ ��
�������	���� 0 ��
��� ��� �����
�� ���
�� Π1 �� �!�� ����
�� ρ

ν
, σ
ν
, τ
ν
, �� ��
����� ��� �
������ ��
�������	���� Π2 �� �!'

�� ����
�� ρ+1
ν
, σ+1

ν
, τ+1

ν
. 92���� �� ���� � ����� �-0.� ��� �� �� ������� -���. ��

�������&� �� 	��� ���������

ρ

ν

σ

ν

τ

ν
≤ o(Π) ≤ ρ+ 1

ν

σ + 1

ν

τ + 1

ν
,

ρ

ν

σ

ν

τ

ν
≤ αβγ ≤ ρ+ 1

ν

σ + 1

ν

τ + 1

ν
.
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��
 ��� ������ ������

2������� � ��$�
� ���� �� �������	 ��� ��������

|o(Π)− αβγ| ≤ ρ+ 1

ν

σ + 1

ν

τ + 1

ν
− ρ

ν

σ

ν

τ

ν

=
ρσ + στ + τρ+ ρ+ σ + τ + 1

ν3

=
1

ν

(ρ
ν

σ

ν
+
σ

ν

τ

ν
+
τ

ν

ρ

ν

)
+

1

ν2

(ρ
ν
+
σ

ν
+
τ

ν

)
+

1

ν3

≤ 1

ν
(αβ + βγ + γα) +

1

ν2
(α+ β + γ) +

1

ν3

≤ (αβ + βγ + γα) + (α + β + γ) + 1

ν
.

( �������� ���! ��	��� �� � �����
! �������� |o(Π)− αβγ| ��� ���
�	 �� �	�� ����!�
��� �	�� ��
���
� ���� �
���& ��� ���
�	 �� �	�� ����!���� ��
�� �������� �
��	 ��
��������� �
���� ������ �# ,������ � �������� ���! �� �	�� ������ �#�#�#

� !���� ):&:� 1 ����� ��
 �!(�
 ��� � α ���!��� �� α3*

a

b

,�!�� A�4+ ��������� �� �&����

;'��$�$ ):&:� "���� �� ��� (� ���� ���� �!(�
 ��� � α + β ��� ���!�� � ��
������

(α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3.

;'��$�$ ):&: "���� �� ��� (� ���� ��
 ������!����
 �� ����� ��� ��� ��
�������
α = (α− β) + β ��� ���!�� � ��
������

(α− β)3 = α3 − 3α2β + 3αβ2 − β3.
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:� ��� ��!��� ��� ����� ��� �
�����	�� ��
������������ �� ��
���
� �
!�� ���
������ ���!��� ��� ����� -0�
��
�$�� B#<. ���
�&�� �� �
�&�� ��� ���� ��� �
���
�
������ �� ������ �� ��� ����	�� �
������#

�! %��$ ):(:� 1 ����� ���� ����! ��������� ? ���!��� �� �� �������� ��
 ��(��!
��� (���� ��
 ��� �� !@�� ��
 ���������*

,�!�� A�5+ 9;���� �
��& �
	������ F ������� ����� × &���

$������0 ( ������� �� �� ����� �
	��� ������� ��� �
����� �
	���# 7�
������ ��
�����	��� ��� �	� ��
�$! ��� ����� ��� �
	������ �� ��
	*���� �� �
����� �
	�����#
1
��	 ����� �� ��	����� �� �� �
����� �
	��� � ����� �	���� ��� �� ������� ���
������& ��� �
����� ��	 �� &���# %� �� ��	����� ���� �
��	 �� ��	����� �� �� ����
�
	��� �� ���� ��� ��
�������
���� ��&� � ���	����� ������� �$�& ���� �
�����
�
	��� �	�� �� ��� ���� ������ �
	������# 9;��� �� �
	��� �� ���� �� ��
�������
����
1G%/ ��� ��� 	�� ���� �� �� 	�� ������� ����� �� �� ���� �
	��� ��� ��
�����
�� ��� ������ �
��� $�
������ �#�# ��� �� / ��� ������ /2 �� ������	*����� ��

Α

Β

Γ

Δ

Ε
Ζ

1

,�!�� A�<+ 9;���� �
�����& �
	������ F ������� ����� × &���

�
������ /2H%# ; ����� ��� �
	������ ���� ��� �� �
	���� 12/ ����$�
��� �� �����
��� �
	������ ���� ��� �� 	�� �
	���� GH%� �������� � ����� ��� �
	������ �� ���� ��
1G%/ �	�� � 	��� �� ��� ���� ��� �
	������ �� ���� �� �
������ /2H% �� � ����
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

��
���� !�� �� � ����� ��� ��&�� �� �� ������� ��� ����� ��	 �� &���� �#�#�#:� �������
������! ��� ���������& ��� ����� ���
�	 �� �	�� �� �� ����� �
	�����# "� � ����
���
�&�� �� ��
������ ��� ��������! ���� �� �
	����� �� �
	���� �� ����������� ��
��
�������
���� �� �� ��
�������
���� �� �������� �� �
������ ��
�������
����#
1���� � ���������� ��	��� �� �� �� ��	����� ��� �&�� ��� ����� �� ��� �� �����
�
	������ �
��	 �� �� ��	����� �� �� �
	����� �� ���� ��� �
������ ��
�������
����#
% ���� ���� ��&� � ������� �
�����#

�! %��$ ):(: /� ������ ������ �� (��� �� �����)��� $&�" ��� �� ���� �� ��� ���
(��� ��� ��� !@�� ���
� ��� ��� ����*

Α Β

ΓΔ Ε Ζ

Η

,�!�� A�=+ J��������� ��
�������
����

$������0 ( ������� �
�������	 �� �������� ��� �
�������&�� �� ��� ������# ,��'
�
	����� �� ������� ���� �
�����	�� �� ���� ��
�������
����� �� ��� 	�� ���� �� ��
	�� &��� �
����������� ��� ������ ��� �
����� -��!��'726. 1/2 �� G%H� ��� ���
���	� �
��&��� � ������ ��� ������� ��� ���
����&
�� 1(%/ �� G(2H# "�� �����'
�� ������� �� �� ���� ������# 1� Π1 =1G%/'M;0D �	�� �� �
�� �
	��� �� ���� ��

Ν

Ρ Π

Ο Ε
Θ Η

Ζ

Ι
Μ Λ

Κ

Δ
Α Β

Γ

Τ

Σ
Π1

Π3

Π2

,�!�� A�A+ 0
	����� 	��� �����

�
������ ��
�������
���� 1G%/ �� Π2 =1G%/'J"C: �� ����� �
	��� �� ��� 	��
���� �� �� 	�� &���# ���� ���� ��� ��
�����	�� ��� ����
�� -DM�:J. �� -M;�J".
�
	*��� ��� �	��� ��������� �
	������ Π3 =1G%/'2H(6 �� ��� 	�� ��	��� ����# ��
Π1 �� Π3 ����� ��� 	�� ����� ��� �� �
����� �
	��� �� ���� 16D �	�� 	�� �� �� �
'
����� �
	��� �� ���� G(0� �������� �� �$�
������ ��� �� �&� 	�� �
	����� �� ����
��
�� ���� ��� �	�� �� �
����� �
	��� �60 ���� �� �
	����� ��� ��������� �� �����
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�� �
���*� 0D1� �� 6�G( ����� ��� 	�� ����# 0
���������� �� ���� �� �� �
�����
�
	��� �� ���� �G1 ������ ��� ������ ��� ����� ��� Π1 �� Π3# 1������ �
��&���
�� � ������ ��� ����� ��� Π3 �� Π2 �� ������� � ������ ��� ����� ��� Π1 �� Π2�
�#�#�#

�! %��$ ):(:� 1 ����� ��������� -����!  ������
. ���!��� �� �� ��(��� ��� (����
��
 ��� �� !@�� ��
*

$������0 92���� ��� �� �
������	��� �
������ �� ����&���� �#�#�#

�! %��$ ):(:" 1 ����� ��������� -����!  ������
. ���!��� �� �� ��(��� ��� �������
��� � ��
 ��� �� � ��� ��� ���������� ��
*

ε

Π1
Π2 Π3

,�!�� A�?+ 8�
��
��! �
������

$������0 8
�������&�� �	��� ��
��
��!� ��� �
	������# �� ������� �� ������ ����
������
� ��� ��	���� � �� �� ��
	*���� ��� �� �&� ������� Π1 �� Π2# "����� ��'
��$�
���� �� Π1 ���� 	�� ��
� �� �� Π2 �� �� �
���
��*���� ��� �� ��������� �
��
������� ��
�� ��� �
���& �
	������# 0
��&��� ��� �
�� �
	��� �� ���� ��� ����'
�� ���! ��� �
���& �� �!��� ������
�� �� 	�� �� �� �!��� ��� �
���& �
	������# (
������� ������
����� �$�
��*����� ��� 0
����� B#=#>� �#�#�#

ε

Η

Θ
Α

Β Γ

Δ

ΕΖ

,�!�� A�B+ 9;���� �
�����& �
	������

;'��$�$ ):(:� "���� ��� � ����� ���� ���������! ��������� ���!��� �� �� ��������
1
2
ε(ABΓΔ)|HΘ|% ���
 ε(ABΓΔ) �� ��(��� ���� ���� ��
 ��������� ��� |HΘ| � ����

����� �
� � ��� ��� �������� ��� *
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-�' 53��� ������$"�

( ����&���
� ��
��	�� �	�� ���! �� ��� �
����! ����# "� � ���!� ������ �����
��������� ������	�� ���� �
������� �� ��$
������ ��� ���� ��� �� ��� ��!��� ����
�&���# �� ������� ��!�� ��	��� ��� �
�������&�� �
	����� -��� ���	�� ���
	*����
�� ���
��� ��� ����. �� �� �
�����	����� ��� ���� ��� ��
��	���#

Α
Β

Γ

Δ

Ζ

Η

Θ

ΙΚ

Λ

Μ

Ν

Ξ

Ο

Σ

Ρ

Π

Τ

Υ

Φ

Χ Ε

Ψ

,�!�� A4@+ 0
������� ��
��	��� �� �
	�����

�! %��$ ):�:� 2	��� �������� �
����� ? �� (��� $&� ��(��! ε ��� !@�� 
* /���
��� ���� ������ ������� � 
�����
� ������ Π1 ��� Π2 ��
 ����� ��)���� ��������� ��� ��
����� ��
� o(Π1), o(Π2) ���)� ��� � ����� ��� �
������ o(Π) ���������!� ���

o(Π1) < o(Π) < o(Π2), και o(Π2)− o(Π1) =
ευ

ν
.

$������0 /�	
��� �	� ���! �
�� ��� ��
�$! / ��� ��
��	��� �#�# ��� 1/ �� � 	��
��!���� �� $�
� ��
������ ��	���� �
�� ��� ����# 1�� �� ����	� ���!� ����� ���
������� �� �� ����� ����� $�
� ��
������� �
�� ��� �����!�� ���! 1/# ,�����	*����
�
	����� �� ����� �� ��
������ ���� ��	���� �� ��� ���	�� �
����� �	�� �� �����!
��
���� ���� ��
��	�� -���� �� 1H(6J". �� ���� ��� ��
��������� ��
�� ��� ��
��	���
��� �����
�� ���� -���� �� 1G%C":.# �� ��
������� ���� ��
��	�� �
	����� �����*�
��������� �� �� ���� ��������� �
	�����# �� Π1 �	�� � ����� ��� �����
��� �
������
�� �� Π2 �	�� � ����� ��� �����
��� �
������# �� Π1 ��
����� �� �����!
�� ��� Π
�� ������� -J������ B#<#4. ���

o(Π1) < o(Π).

�� Π2 ��
��� ������
� ��� ��
��	�� ��� �����
�� ��� �� �������

o(Π) < o(Π2).

( �
	��� ��
��!
��� �	�� �� �� �&� ������ �������&��� ��� 	�� �
	����� ��!� ����� ���
�	�� �� ����'����# 0
����� ���� �
	��� ��� �������	 �� Π1 ��� ��� 	�� ��� ��� ������



"� � ������ ���
�����	 5=B

���� ����
����� ��� Π2# %� ��
������ -��!��'730.� �� �����
�� 1H(6"J �	�� 	�� ��
�� �����
�� ��� ���� ��� "J62MS� �� �����
�� ",DY M� �	�� 	�� �� �� �����
��
��� ���� ��� M�Y 7E8 ���## 92���� �� � ��$�
� ��� ����� ��� �&� ������� �	�� �
����� ��� ����'���� �
	������ �� ���� �� 1G%� ������� o(Π2)− o(Π1) =

ευ
ν

� �#�#�#
:� ���� �
	��� ��
��!
��� �$�
� ���� ���� �&� ������� ���� �� Π1 ��� ����'

�����*���� �� �&� ��$�
����� �
������ ��
��	��� �� �� 	�� &���# ; ����� ���
����� ���� ����$�
��� ���� ���� ��� ������� ��� ������ ����#

�! %��$ ):�: 2	��� ��� ��� ������ ��������� �������� ?G$&�" ��� ?2G$2&2�2"2 ��
�� ��� !@�� �������
�'����� �� ���������� �)���� Π1,Π2 ��� Π′

1,Π
′
2% ���� ���� ������!�

���� �������* /��� �� ����� ��� �����

o(Π1)

o(Π′
1)

=
o(Π2)

o(Π′
2)

=
ε(ABΓ)

ε(A′B′Γ′)
.

$������0 1� ��&�� ��� ������� �� ��� ��&��
� ����# ; �
���� �������&��� �� 	���
�&����# ; ����� ��� Π2 �	�� �� ��
���� ��� ����� ��� � �
������ ��� �� ����
���&�#
�� �
��� ����'���� ��� ���� o1 = ε · υ

ν
� ���� ε = ε(ABΓ) �� ������� ��� 1G% �� � ��

-����. &��� ��� ��
��	���# ( �
	��� ��
��!
��� �	�� �� �� ��� ���� �
	��� ��� ����
��� �	�� ���� �
�� �� 1G%� ���� �� ���� �# ; ����� ��� ��&��
�� �
	������ �������
�� �	�� o2 = (κ2ε) · υ

ν
= k2o1. 1������ o3 = λ2o2 = λ2κ2o1 ���# ,������ �
����������

���� � ������ ��� �
������ ������

o(Π2) = o1 + ...+ oν = o1 + κ2o1 + κ2λ2o1 + ... = (1 + κ2 + κ2λ2 + ...)o1 = μ · o1.

�� � ��� ��
����� �� ��
���� ��� ����������� ��������� �	�� ���� �
���� ���
���
���� ���� ��� �� � �� �� �� �
	���� ��� �����# 0
������ ��� ��� �������� ���
�
����� -��!��'730. /1G �� /", �
��&��� ��

κ =
|KI|
|AB| =

|ΔK|
|ΔA| =

ν − 1

ν
.

1������ �
��&��� ��

λ =
|NT |
|KI| =

ν − 2

ν − 1
⇒ λκ =

ν − 2

ν
.

,��������� ������� �
	������ ����� ��

μ = (1 + κ2 + κ2λ2 + ...)

= 1 +

(
ν − 1

ν

)2

+

(
ν − 2

ν

)2

+ ...+

(
1

ν

)2

=
1

ν2
(1 + 22 + 32 + ...+ ν2),

��� ��	��� �� � � ���
���� ����� ��� �� � �� �� �� ���� �
	����# 0�
�����������
�� �� ��� ��� �
��*���� �� ��&��� ��� ������ �� ��
���� �� -[CR96, σ. 14].

1 + 22 + 32 + ...+ ν2 =
ν(ν + 1)(2ν + 1)

6
⇒ μ =

(ν + 1)(2ν + 1)

6ν
.
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�$����� ����� ���� �������� � ���� ��� ����� ��� �&� ������� �� �	��

o(Π2)

o(Π′
2)

=
μ · o1
μ · o′1

=
o1
o′1

=
ε · υ

ν

ε′ · υ
ν

=
ε

ε′
,

�#�#�#

� !���� ):�:� ��� !� �������� ?% ?2 �� (����� ���� ��(�)� ��� ��� !@� � ����� ���
����������� ������� o(Π1) = o(Π′

1) ��� o(Π2) = o(Π′
2)*

��,!$�� ):�:� "!� ���������� �
������ ��
 ���
 !@�
� ��� ���
 ��(��! (���� ���
�
��� ��� ����*

Α
Β

Γ

Δ

Ζ

Η

Θ

Ι
Κ

Λ

Μ

Ν

Ξ

Ο

Σ

Ρ

Π

Τ

Υ

Φ

Χ Ε

Ψ

ο

ξ

λ

χ υ

σκ

τ

μ

δ

φ

π

γ

ψ

ε

θ

β

ι

α

ρν

η

ε

Α∗

Γ∗

Β∗

,�!�� A4>+ ,&��
�� ��
��	��� ���� ��� �
�����	����

$������0 ���������� �� �&� ��
��	��� 1G%/ �� ���� �� ��� ���� ���� ��� 	�� ��	����
�# 92��� �� � ����� ���� ����� �� 	�� ������� ε �� �� ����� �� 	�� &��� �� ���� �
�
��� 1G%/ ��� �����&��
� ����+ �-1G%/.>�-����.# 6� ��	����� �� ���� �	�� �����#
0
�� ��&�� �������&��� �
	��� Πω F 1G%%LGL1L �� ���� 1G% ��� ��� ���� 	�� ��
��� ��$�
� � F �-1G%/.'�-����.# "����� �������&��� �� �� �&� �
	����� �� ������
Π1,Π2 ��� 0
������ B#A#> �� ���
�� � ��� ���� �� υ

ν
�� �	�� ��
���
� ��� &���� ���

�
	������ Πω# ���� �� � ���	������ ����� ��� �����& �
	������ �� �	��

o(ABΓΛKM) < o(Πω).

1�� ��� ���� ��
� � ��$�
� ��� ����� ��� �&� ��
��	��� �� �	��

o(Πω) = o(ABΓΔ)− o(αβγδ) < o(Π2)− o(Π′
1) = o(Π2)− o(Π1) = o(ABΓΛKM).

:� �������� ��� ���$���� ���� �
����&����# 1������ ���	$��� ��	
����� �� ���
��� ������� �� �-1G%/.<�-����.# ,������ �� �
��� �-1G%/.F�-����.� �#�#�#
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��,!$�� ):�: 1 ����� �������� � �
������ $&�" ����� ��� ��� �!��

o(ABΓΔ) =
1

3
ε(ABΓ)υ,

���
 ε(ABΓ) �� ��(��� ��� (���� ��� ��� 
 �� !@�� ��� �
������*

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

,�!�� A4�+ ����� ��
��	��� �-1G%/.F1
3
ε-1G%.�

$������0 1�� �� ��
�$�� G �� % ��� ����� $�
� ��
������� �� 	��� �
�� ��� ���! 1/
�� �������� �� �
����� �
	��� 1G%H/2# 7�
� ������ ��� ������ %2# �� �
	��� ���
�����
��	�� ��
	*��� �� �
�� ��
��	���+ ��� �
��! 1G%/� ��� G%/2 �� ��� %/2H#
; �
�	� ��
��	��� ����� ����� ��� 	�� ����# ( G%2/ �� 2%H/ �� ����� �� 	�� �
	����
G%2 �� %2H �� ���! ��
�$! ��� / ����� 	��� ����� �� �� 	�� &��� �
� ��� 	�� ����#
1��� �� � /2H% ��� 	�� ���� �� ��� �
��! �� 	�� &���# 1$�& � �
�� ��
��	��� �����
��� 	�� ����� ���� �	� ���� �� �	�� �� >I4 ��� �
	������� �#�#�#

.+ ���7� 92�� ����$�
�� �� ��
���
!����� ��� �������	� ��!�� ��� ���� ��� ��
��	'
��� G%/2 ��� �
����� �
	���# ; ������� ����� ��� G% �� /2 �	�� ��&������ �� ��
��	���� 1G% �� /2H �	�� �� ������� -0
����� A#5#�. ��
������ ��	���� ��� ��
�����
����� �� ��&������# ( ���! ������� ����� ��� �&� ��������� ��� �!��� ��� ��������
��� �&� ������� �����! �� &��� ��� �
	������� 1G%/2H# ( ��
��!
��� ���! �����	
���� ������� �
�����#

�! %��$ ):�:� 1 ����� ��� �
������ �� �������� ����� &� ��� "	 ���!��� ��

1

6
|BΓ||ΔE|υ ��(φ),

���
 
 �� � ��� ��� ���� � ������
 ��� -��
�(����. &� ��� "	 ��� φ � ����� �����!
��� &� ��� "	*

� !���� ):�: "������� !� ��
�(���� �
���)� � ��� ( ���)� ��� �
�
������� ����
����� &� ��� "	 ������)� ���)� ��� ������������ ���������� ��D �
�)� ��� �
���)�% ��
�������� &�"	 ���� ���� ���������� ��� ����� ��
� ��� ��� � ��� (*
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.+ ���7 ( ��
��
�$�� ���!� �������� ���� ������� ��� Legendre [Leg37, σ. 134].�
��� ����$�
�� ����� ��� ����� ��� �
�������	 ��� �� ��
����
���� ��� �
	�� ��
	�
�� ����$�&�� ���� �������� �
����
��� ���# 1� ������ �� �
������!����� �
� �
������� ��� �&��� ��� ����� ��� ��
��	��� �� �	�� ������� ������ ������ ���� ���
�
��� �
����� ��� ��
��
�$��# 0
����� � 0
����� B#A#> $���
��� �� � ����� ���
������� Π2 -���� �� ��� Π1. �	�� �� �
������� ��� ����� ��� ��
��	��� �� �$����
��
���
� ��� ευ

ν
# 91
� ���������� �� � �� ��
������ ��� �
� �� ������ ��� *���&����

�&��# ; ���������� ���� 0
����� B#A#� ��	��� ������ �� � ����� ��� Π2 �	�� 	��� ��

o(Π2) =
μευ

ν
=

(ν + 1)(2ν + 1)

6ν2
ευ.

�� �����
���� �
��&��� ��	
������ �� �
� ��� ���������

(ν + 1)(2ν + 1)

6ν2
=

1

6
(1 +

1

ν
)(2 +

1

ν
) → 1

3
.

( ������� ��� �������!���� �	�� ���� ���	� ����$�
� ��� ������� ��� ���������� ���
1
��!�� ���� ��
	����� ��� ����� ����� ���
��� ��� ��
��#

��,!$�� ):�:� 1 ����� ���� �
������ ����� �� ��� ����� ��
 ��������
 ��
 ��(��!
��� (���� ��� ��� �� !@�� ���*

Α

Β

Γ Δ

Ε

Ζ

Ο

υ

ε

,�!�� A44+ 9;���� ��
��	���

$������0 1�� �� ��
�$! �#�# ��� 1 ��� ����� 1G%/### ��� ��
��	��� $�
� ���� ��
������� �
�� �� ����� ��
�$��# �� �
	��� ��
	*��� �� �
����� �
	����� �� �� 	��
&��� �� �� �����
���� ���	�� ��
�	*����� ���� ������ ��� �
������ ��
��	��� ����
��� �
���������� ���
!������ �#�#�#

� !���� ):�:� 1 ����� ����
��� �
������ !@�
� 
 �� ������ (��� ��(��! ε1 ���
���� (��� ��(��! ε2 ����� ���� ��

o =
1

3
υ · (ε1 + ε2 +

√
ε1ε2).
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υ

ε

Ο

ζ

,�!�� A45+ 9;���� �����
�� ��
��	���

$������0 0
��&��� ����� ��� �� �
����&���� ���
���� ���
����� ��� �����
� ��
��	'
�� �� ��$�
� -�� �
�� ��� ����. ��� �&� ��
��	��� �� ����� �� �&� ����� ��� �����
��
��
��	���# 92��� �� � �	�� �� &��� ��� ��
��	��� �� ��� ��
! ����� � *���&����� �����
�� �	��

o =
1

3
(η + υ)ε1 − 1

3
(ηε2) =

1

3
(υε1 + η(ε1 − ε2)).

9;��� �� ���&���� ��� �&� ��
������ ��	���� �	�� ���� -0�
��� A#A#>.� ������� �
����� ��� ������� ���� ��&�� �� ��� ���� ��� ���
������ ��� ����
�� ����� ��� ��
��� ��
� ��� ��&�� �� ��� ���� ��� ���
������

ε2
ε1

=
η2

(υ + η)2
⇒ η =

υ
√

ε2
ε1

1−
√

ε2
ε1

.

1������������ �� � ���� �
����&���� �&�� �� �������� �
���� �
��&��� �� *���&�����
�#�#�#

;'��$�$ ):�:� "���� ��� � �������� �
����� �� ��
 ���� ��� ���������)��� ������
-���
# ��� ������ ��� �� ����� ���� ����� �����)��� �������. �� ����� � ��
�  ����

���� δ3

6
*

;'��$�$ ):�: "���� ��� �� ��(��� ��� �������
��� ���#������ ���� �
������ �����
�����!���� ��
 ��(��! ��� (���� ���*

Α Β

Γ
Δ

,�!�� A4<+ ���! �
����!� ��
��	��� ���� ��
�������
����

;'��$�$ ):�:� "���� ��� ��� ������ ��������� ���� !� �������� ����� $& ��� �"
��������
 �� ������ ���� ���������������* "���� ������ ��� 
������ ��� ����()� ������
������ ��
 ������ �� �������� ���� ���(�* ?��� � ���(�� �
��� ����� ���������;
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; ����� ���� ���	��
�� ��� ���
�	 �� ���
���	 ����� �� �&�$��� �� �� ������ �������
��� ����� -0�
��
�$�� B#<.� �$�& ����� ����
	*��� ��!
�� ��� ����� ���� ���� �� ��'
�&��
�# 92�� ����$�&������ �� �	� ����� $�
�� ��� �
� �� �
�����	*���� ��� �&���
�
�� �����
������ �� ����� �
	����� ��� �	�� &���� � �� ���� ��� ���	��
��# 0�
�
'
*������ �� ������� �
	����� �����
������ ���� �&���
� �� �
	*���� ��� ;���� %��
���*
�!�� �� �
� ��� ����� ��� �������� �����
������� ���� �&���
� �
������
����� ��������� � ��
�� ����#

,�!�� A4=+ 9;���� ���	��
��

�! %��$ ):-:� 1 ����� �
�����
 ���!��� �� �� �������� ��
 ��(��! ��� (���� ��

��� �� !@�� ��
*

$������0 %� ��� ��������� ��� ������& �
������&�� ��� ���� ���! �����! ������'
�	� �������� ��������� Π1,Π2,Π3, ... -=#�. ��� ���
�$���� ���� ���� ��� ���	��
���
�
�	*����� ��� �� �����
������ ���
����� (Π1) �� ������*����� �� ���� �!�� �� ��!'
��� ��� ��
�$��# ,&�$��� �� ���� ���������&� ��� -C!��� =#<#>.� �� ������� ���
�����
������� ���� �&��� ���	��� 
 ��������� �� � �� ��!��� ����
�� �	��

μ(
ρ2

2
��(

2π

μ
)).

,������� -0
����� B#=#>. �� � ����� ��� �
	������ ���� ��� ���� �� ���&���� �� &���
� �	��

υμ(
ρ2

2
��(

2π

μ
)).

2���! �� &��� ��
����� �����
� �������� �� �� �
� ��� �
����&����� ��
�������
����� �������� �� � -= 2ν. �� �	�� �� ������� ��� &���� ��	 �� ������� ��� �&�����
�#�#�#

.+ ���7� ( ������� ��&� �� ���� � ������
�� �	�� �� ������� ��� ��	���� ���
�&���� ��� ����� ���� ������# �� ���� ��� ����*� �� ���!� ��� ��
	����� �	�� ��
&��� ��� ���	��
��� ��� ��� ����	*��� ����� �� �� �!��� ��� ������
��� ���� �	���� ���
��� �&��

υ = δ ��(ω),
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υ

ω

,�!�� A4A+ 9;���� ������ ������& ���	��
��

���� � �� �!��� ��� ������
�� ��� ������ ���	��
�� �� � � ���	� ��� ������	*� �
������
� �� �� ��	���� ��� �&���� ��� �����# 92�� � �
����&���� �
������ ���� ����'
������� ��&� ���� �� �
��&� ������&� ���	��
��� ��� �� �� �������#

.+ ���7 ( ������ ���! -�� ��	���� �
������ ��� ������
��. ���� ������ ���	��
��
�� ���� �&��� �� �	�� �&���� -�	�� ������.#
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9;��� ���� �&���
� ��� �� ���� ���� � ���������� ��� ����� ��� �	���� �
�����	'
*����� ��� ���� �� �����
������� �������� ��
��	���# �� ����
� �� ������ ������!��
�
����� $�
��# ,��� �&��� ��� ����� ���
�$���� ������� ���&���� Π1,Π2,Π3, ... �
�	'
*����� �� �� ���
����� �� ������*����� ������� �� ��
�$�� ��� �� ��� ��� �������
���&����# ;
	*���� ��� ;���� %�� �,
�� �� �� �
� ��� ����� ��� ��
��	��� ��
���� �� ���&���� Πν �� &��� �� &��� ��� �����#

,�!�� A4?+ 9;���� �����

�! %��$ ):):� 1 ����� �)��
 ���!��� �� �� 6A: ��
 �� ��������
 ��
 ��(��! ���
(���� ��
 ��� �� !@�� ��
*

$������0 ( ������� �	�� � 	�� �� ���!� ��� 0
������ B#?#>� �#�#�#

.+ ��� ( �
����� ��&� �� �� ������� ������ �� �� ����� �
��&�# ( ���&��'
�� ��� �
����&����� �
������ �	�� �
���� ����! ���� �� �����
������� �� ����&�#
( ������� �� ���� ������� �	�� � 	�� �� ���!� �� ���� �
��&�# ; ����� �����
��

Υ

υ

δ

Ο

Α Β

ΓΔ

ρ Ρ

Ε Μ

Ν

,�!�� A4B+ 9;���� �����
�� �����

����� ������	*��� �$�
����� ��� ��� ���� ��� ����� �� ��� ������ ���� ��� ���� ���
����� �� ��� ��
! ����#
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�! %��$ ):): 1 ����� ��
 ����
��
 �)��
 ���!��� �� ��

1

3
(1− κ3)ευ,

���
 � ����� �� ��(��� ��� ������� (����% 
 �� !@�� ��
 �)��
 ��� ������� (���� ���
� � ����� ��� ������� ��� ���� � (���� ���� �
� � ��� �������*

$������0 1� � ����� ��� ���	��� �	�� �� ���� � ����� ��� ������� ��� ��
�& �&����
�
�� ��� ������ �	�� κ2# 2�	��� � ����� ��� &���� ��� ��
�& ����� �
�� �� &��� ���
������� �	�� -���� ��������� �
�����. �� ����� �# ; �&��� �
��&��� ������ �
�'
$����� �� ��
� &��� �9F�� �� �� ��
� ������� �9Fκ2� �� ������������� ���� ����
�&�� ��� ��$�
�� ��� ����� ��� �&� ������ �#�#�#

( ������� �
����� �	�� ��� ���� ��� �����
�� ����� ����
�!�� ��� ������ �����	��
��� ��� �	�� � �&� ���	��� ��� ������ ��� D� 
 �� �� &��� ��� �#

�! %��$ ):):� 1 ����� � ��
 ����
��
 �)��
 �� ������ ������� (���� 9% ������
���� � (���� � ��� !@��  �����

o =
πδ

3
(P 2 + ρ2 + Pρ).

$������0 ( ������� ���
	*��� ���� ����� �&�� ��� ����� ��� �����
�� ������ ��
��$�
� ��� ����� �&� �����

o =
π

3
(P 2Y − ρ2υ),

���� Y �� � �� &�� ��� ����� �� ��� ������ ���� �� ��� ��
! ���� ���	�����# ��
��!��'739 ��	��� �� �����	� ��� �
����� ��� �
��&��� ��������� ��� �����
� ���� ��
��	���� ��� ��
���� ��� ��� ����� ��� ;:# ( ���! ���! �	�� ��� �������� �
���*�
1G%/� ��� �
�����	������ �� ����
�� ��� �����	 ��� �������� 1G;# 1�� ��� ��������
��� �
����� 1/2 �� /;M ������

P − ρ

δ
=
ρ

υ
⇒ υ =

ρδ

P − ρ
.

8
����������� ��	��� ���
Y = υ + δ,

������

o =
π

3
(P 2Y − ρ2υ) =

π

3
(P 2(υ + δ)− ρ2υ)

=
π

3
(P 2(

ρδ

P − ρ
+ δ)− ρ2

ρδ

P − ρ
)

=
π

3
(P 2(

Pδ

P − ρ
)− ρ2

ρδ

P − ρ
)

=
πδ

3
(
P 3 − ρ3

P − ρ
)

=
πδ

3
(P 2 + ρ2 + Pρ),

�#�#�#
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9;��� ���� �&���
� �� ���� ���� ��� �� ���� �$�	
� � ���������� ��� ����� ���
�	���� �
�����	*����� ��� �� ��� ���� ������� ��� �
��&����� ��� ������� ���&����#
:� �
������� ��� �$�	
�� ���	��� 
 ��
����� ��� ��� ��
��
�$! �������& ���������

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Η

Θ
Κ

Λ

Μ

Ν

,�!�� A5@+ 0
������� ��� �$�	
��

�����
������� �� �&��� � ���	��� 
# 1� ������	*���� ��� �� Π1,Π2,Π3, ... �� �������
���&���� ��� �
������!���� �� ����0�
��
�$� =#�# 1
�	*��� ��� �� ���
����� -Π1.
�����
������ ���� �&��� � �� ������ ��� �� ������� �	�� ��	��� �����
������ ���� �
�� ��� ������ ��!��� ����
�� ��� �� �
����&����# "��� ��� ��
��
�$! ���� ������
��������� ��
	 ��� �����
� 12� ��� ���������� �� ����	��� �� �	� ������ ��� ��'
�������� ��
����� ��� ���
��� � ����� ��� ���	�� �
�������	�� �� �� �
�����	�����
����� ��� �$�	
��# ; �������� �
������ �����&� ���� ��������� ����& ��� �����
����� �� ��� �
� ��� � ���� ����	 ��	���� ����� ��������� � ����
�� ����#

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

,�!�� A5>+ )��������� ����� ���
��& �� ��
��
�$!� �
����� ��
	 ����
��

�! %��$ ):�/:� 1 ����� ��
 ������! ��
 ����!���� ���� ��� ��������# ����)��
 $&�
���� ��� (��� ��
 $& ���!��� �� �� 6A: ��
 ����
 ��
 �
�����
 ��
 ����!���� ���� ���
��������# ��
 ���������
 $&"	 �� ��� ��� (��� ��� �� ��� !@�� �� �� �������*



"��#� ������ ��� ��
���
� 5AB

$������0 92��� H � �
����! ��� ����	�� % ���� ����� ��
��
�$!� 1G# �� ���
�� ���
��
����� ��� �� �
	���� 1G% ��� ���� ��� ��$�
� ��� ����� ��� ����� 1%H ��
G%H# ; �&� ���� ����� ���! ���� ��� �&��� �� ���	�� |ZΓ| �� ������� εF�|ZΓ|2 ��
� ��$�
� ��� ����� ���� �	��

1

3
ε|AZ| − 1

3
ε|BZ| = 1

3
ε|AB|,

�#�#�#

Α

Β

Γ

Δ

ΜΟ

Β∗

Γ∗

,�!�� A5�+ )��������� ����� ���
��& �� ��
��
�$!� �
����� ��
	 ��
�$!�

�! %��$ ):�/: 1 ����� ��
 ������! ��
 ����!���� ���� ��� ��������# ����)��
 $&�
���� ����� ��������� ��� ��� ���
# ��
 $ ��� �� �������� ��� (��� ��
 &� ���!��� ��
�� !� ����� ��
 ��(��! ��
 ��� ��� ��������� ��
 �!���
 ��
 �����#�� �� ����� , ���
(���� ��
*

$������0 92��� / � ���! ��� G% �� ��� ����� ��
��
�$!�# ; ����� � ��� ��
��� ��
�
	���� 1G% ��&�� �� ��� ��$�
� ��� ����� ��� ��
����� �� �
	���� 1/% �� 1/G
��
��
�$����� ��
	 ��� ���! ���� ���� 1/# ,&�$��� �� ��� �
����&���� �
����� �
����� ����� �	�� �� >I4 ��� ����� ��� ���	��
�� �� ��� 	�� ���� �� �� 	�� &��� �� ��
���	����� �
	����� ��������

o =
1

3
(π|BB∗|2|AΔ|)− 1

3
(π|ΓΓ∗|2|AΔ|)

=
π|AΔ|

3
(|BB∗|2 − |ΓΓ∗|2)

=
π|AΔ|

3
(|BB∗| − |ΓΓ∗|)(|BB∗|+ |ΓΓ∗|)

=
π

3
(|AΔ|(|BB∗| − |ΓΓ∗|))(|BB∗|+ |ΓΓ∗|)

=
π

3
(2ε(ABΓ))(2|OM |)

=
2

3
ε(ABΓ) ∗ (2π|OM |),

�#�#�#
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Α

Β

Γ

Δ

ΜΟ

Β∗

Γ∗

Δ

Γ

Μ

Β

Α

Β∗ Ν

Γ∗

Ο

,�!�� A54+ )��������� ����� ���
��& �� ��
��
�$!� �������&� �
�����

� !���� ):�/:� 1 ����� � ��
 ������! ��
 ����!���� ���� ��� ��������# ��������!�
����)��
 $&� ���� ����� ��������� ��� ��� ���
# ��
 $ ��� �� �������� ��� (��� ��

&� ���!��� ��

o =
2

3
π|AM |2|B∗Γ∗|,

���
 , �� ����� ��� &� ��� &C% �C �� ���(���� ��� &%� ���� ����� ��������# �*

$������0 "��� ��� �
����&���� �
����� � ����� ��� �� ���� ���
��& �� �	��

o =
2

3
ε(ABΓ)(2π|OM |).

9;��� �� 1G% �	�� �������� -|AB| = |AΓ|.� ���� � 1: �	�� ������ ���� G% �� ��
�
������ �
	���� 1:; �� M%LGL� �� M ��	 ��� GGL ��� ���� |BN | = |ΓΓ∗|� �	��
����# ,������� ��

|OM |
|AM | =

|B∗Γ∗|
|NΓ∗| =

|OM |
|AM | =

|B∗Γ∗|
|BΓ| ⇒ |OM | = |AM ||B∗Γ∗|

|BΓ| .

8
����������� ����� ��� �&�� � ����� ��� ���
��& �
�$���

o =
2

3
ε(ABΓ)(2π|OM |)

=
2

3

(
1

2
|BΓ||AM |

)
(2π|OM |)

=
2

3
π|AM |2|B∗Γ∗|,

�#�#�#

.+ ���7� 2	�� �&���� �� ��&�� �� � �&��� ��� �������	�� ��
	������ ��&� �� ����
��
	����� ��� � G% ��� ����� ��� ����� ��
��
�$!�� �����! � G% �	�� ��
������ �
��
��� ����� 1/#
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Α

Β

Γ

Ω
Ω∗

Γ∗

Β∗

Α∗
Μ

Ν
Ο

ρ

,�!�� A55+ )��������� ����� ���
��& �� ��
��
�$!�

�! %��$ ):�/:� 2	��� ��� �� ���!���� �������!���� ��� ��� ������� 1$% 1> ��� �� ��
����
 ���
�)��
 $&�"	***> �� ���� ���
��� ��� ������������
 �� �!��� �% ��������#����
���� ����� ��������� ��� �� ������ 1 ��
 � ��� � �������� �� �� ��* /��� �� ������
��
 ��������� ���� ����

o =
2

3
πρ2|A∗Ω∗|,

���
 $C% >C �� ���(���� ��� $ ��� > ���� ����� ��������# � ��� � � ������ ��
 ���������
����
 �!���
 ��
 ���
�)��
*

$������0 ( ������� �
��&��� �$�
��*����� �� �
����&���� ��
��� �� ���� ��� ��� ��
�
	���� ;1G� ;G%� ;%/� ### �� ��
�	*����� ���� �&���� �� ���� ��
��������� �������
�#�#�#

.2��!�� 	 %����	 �����*��� �� ���
�� ��� ��
����� ���� ��� ��
��
�$! ����
������& ����� �&���� � ��� ��
��
�$��� ��
	 ����	� 8Y ��� ������� ��� ��
������
��� �� ����
� ; ��� �&���� �� �� �������� ��� ������ �����#

Α

Β

Ο

Χ

Υ

Α∗

Β∗

ρ Μ

,�!�� A5<+ )��������� ����� �$�
��& �����



5?� ����

�� "� ���
��
 ��� ������ ������

� !���� ):�/: 1 ����� ��
 �#������! ����� ����
 $& �!���
 � ������� � ��
 �����
����#���� �!�� ��� ������� ��
 � ��
 �� ������ ��� ����� ����� ���� ��

o =
2

3
πρ2|A∗B∗|,

���
 $C ��� &C �� ���(���� ��� ����� ��
 ����
 $& ���� ����� ��������# �*

$������0 3� ���� ��� �� ���� ���
��& ���
�&�� �� �
� ��� ����� ��� ���
��� ���
��
������ �� ��� �
��� ��� ��
�
�$��� ���� �
����&���� �
����� ��� �� ���&����
;1G%/###3 �� �����
������ ���� �&��� �� ����� �������� �� ��!��� ��� 	��� ����
��
��� ��������� 1G%###3# ���� � ���	�� ��� �����
������� ��� ���&���� ���� �&����
��	�� �
�� ��� ���	�� 
 ��� �&���� � �� � �&��� �
��&��� ��� ��� �&�� ��� �
����&�����
�
������ ������������� ���� ���� ��� 
 ��� ���	�� ��� �&���� �� �#�#�#

� !���� ):�/:� 1 ����� �#����� ������� � �����

o =
4

3
πρ3.

$������0 6��
�&�� ��� �$�	
� ��
������� ��� ��
$�
�� ���	��� 
 ��� ��
��
�$���
��
	 ��� �����
� ��� 12# ,��� �&��� ���� ���
�$���� �� ���&���� Π1,Π2, ... ��� ���� �
12 �� �	�� ������� ����# 92��� oν � ����� ��� ���
��& Σν ��� �
��&��� ��
��
�$�����
�� Πν ��
	 ��� ������ 12 �� ���� ρν � ���	�� ��� �����
������� ��� Πν �&����# "���
��� 0
����� B#>@#4 �� ������

oν =
2

3
πρ2ν |A∗E∗| = 2

3
πρ2ν |AE| =

4

3
πρρ2ν .

; ����� ��� �$�	
�� �	�� �� �
� ��� oν �� ���� ���
����� �&�$��� �� ��� �
����&����
�&��� ��� �� �
� ��� ���	��� ρν ��� �����
������� �&����# "���� ���� ������ �� � �
���	�� ��� �����
������� �&���� ρν ��	�� �
�� ��� ���	�� ��� ��
���
������� 
� �� �&
�� �� �����
����� �#�#�#

A

B

O M

ρ

Α∗

Β∗

Χ

Υ

,�!�� A5=+ )��������� ����� �$�
��& ������	��

; .2��!�� 	 ���%����	 �	�� �� ���
�� ��� ��
���	��� �����& ���� �����
�� �����
�����
������� ���� �$�	
� �� ��� �$�	
�# 0
��&��� ���� ��� ��
��
�$! ���� ������&
��!����� �&���� � ��
	 �����
� ��� �&���� 8Y ��� ��� ����� �� ������ ��!��#
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���
� 5?4

� !���� ):�/:" 1 ����� �#������! ���
���
 ��
 ��������� ��� ���� $& �!���
 ����
���
 1 ������� � �����

o =
2

3
π|A∗B∗|(ρ2 − |OM |2) =

1

6
π|A∗B∗||AB|2,

���
 $C% &C �� ���(���� ��� ����� ��
 ����
 $& ���� ����� ��������# � ��� , �� �����
��
 ����
*

$������0 ( ������� �
��&��� ������	*����� ��� ��$�
� o1 − o2 �&� �����# ; �
����
-o1. �	�� � ����� ��� ���
��& ��� �
��&��� ���� ��� ��
��
�$! ��� ������& �����
��� �
	*� �� ���� 1G# ; ��&��
�� o2 �	�� � ����� ��� ���
��& ��� �
��&��� ���� ���
��
��
�$! ��� �
����� ;1G# ; �&� ���� ������	*���� ��� ��
	����� B#>@#� �� B#>@#>
���	������ �#�#�#

Α

ΒΒ∗

Α∗

Γ
υ

ρ

Ρ

Υ

Χ

Ο

κ

,�!�� A5A+ ;
���� ����� �$�
�!� *����

6��
�&�� �� � �$�
�! *��� ��
����� ��� ��� ��
��
�$! ��� ������� ��!�����
1L1GGL ��� �
	*��� ��� ���� 1G �&���� � �� �� �
������ ��� ��
�� ��� �� �	'
� �����
� 8Y ��� ��� �� �����# �� ��!�� ���� ��
��
�$���� ��
	 ��� �����
� 8Y
-��!��'747.� ����� �
��&��� ��� ���
�� ��� �	�� ��
�� ��� �$�	
�� �� �
	*��� ���������
��� �$�	
� �� �&� ��	���� �� �������� �F|A∗B∗|# 6��
�&�� ��� ;���� %$	 �2��!�7
��	 <,
$	 �� ��
���� ��� ����� o1+ o2 ��� �����
�� ����� -o1. ��� ��
����� ����
��� ��
��
�$! ��� �
���*	�� 1L1GGL �� ��� ����� ��� �$�
��& ������	�� -o2. ���
��
����� ���� ��� ��
��
�$! ��� ����� 1G#

�! %��$ ):�/:" 1 ����� ��� �#����� � ')��� ��
 ��������� ��� �� ���� $& ��
 �!���

������� � ���!��� ��

o =
1

2
πυ(P 2 + ρ2) +

1

6
πυ3,

���
 
 �� !@�� ��� �#����� � ')��� ��� 9% � �� ������� ��� ������� ��� ��� ���� � (����
����������*

$������0 ; ����� ��� �����
�� ����� �	���� ���� ��� 0
����� B#B#4

o1 =
πυ

3
(P 2 + ρ2 + Pρ),



5?5 ����

�� "� ���
��
 ��� ������ ������

υ

α

β

,�!�� A5?+ 9;���� �$�
�!� *����

���� υ = |A∗B∗| �� &��� ���# 8
����������� �� �� 0�
��� B#>@#5 �
	������ �� �
����� � ��� �$�
�!� *���� �	��

o = o1 + o2 =
πυ

3
(P 2 + ρ2 + Pρ) +

1

6
πυ|AB|2

=
1

6
πυ(2(P 2 + ρ2 + Pρ) + |AB|2)

=
1

6
πυ(2P 2 + 2ρ2 + 2Pρ+ (P − ρ)2 + υ2)

=
1

6
πυ(3P 2 + 3ρ2 + υ2)

=
1

2
πυ(P 2 + ρ2) +

1

6
πυ3,

�#�#�#

.+ ���7 1� ���������� �� ���� �� ����	� �� ��� ����	 � ���������	 ����� ���
���
��� ��
������ ��� ��
��
�$!� ��� �	�� ��
� ����� ��
������ ���������� �������
�������� ���� ���� �
	*���� ���� $���������� I������# 2��	 �����&����� �� ����	�
������� ���������& ��� ���
�	 �� �$�
�����	 �� ���& ��
�����
� ���
�� �� ��� �'
�������� ���# ,�� ���	� ��� Spivak �	����� ��� ����	 � ���������	 ��� �� �����
��
�����
� P,�	@5� ���# 4�=Q �� ���!��� �$�
���!� ��� ������ ������� ��� ���
�'
����& ������&# ; ������ ����� ������ ������� ���
	*���� ��� ���� ��� �����&����
��� �� ��� �$�	����� ���� 2&���� �� ��
	�� ���� 1
��!��#
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5?= ����

�� �#� ��	����� ������

�/�� ."����
 ���


; ����� ����!� ��$����� , �� ��	���� � ������ ���� ����� ��� �� �� ��
������ ���
��� ��
�$! ��� ; �	�� �&��� -0
����� ?#B#�.# 9;��� �� ��	���� ��� �	�� ������ ����
����� ��� , � ����� ��� �
��&����� �	�� �����@���% ����(���� �� 
���(����# ; ����	���
�
��&������ ���� �� ��&��� ��� ����� �� ��	���� ��� ������� ���� �� ������
�� ��� ,#
:� ;�����B$ ��
����
	*��� �� �� � ������
��� ����� ��� ����	�� 8 �� ���	� �����

Χ

Α Β

,�!�� A5B+ 92����� -|XA|+ |XB| = λ.

�����
� ��
���� ���������� ��� �&� �����
� ����	� 1 �� G#

|XA|+ |XB| = λ.

�� ����	� 1 �� G ������� ��%*�	 ��� �������# 2���	��� �
��&����� ��	��� ����
�����	 �
��� ������� �&���
�� �� ��	���� ��'������ -�� �� ��
������. ��� ������
��
���# ; �&��� ���
�&� �� ���
���&� �� ���! ��
	����� ����	����� ��� ���	�� ��
�����
� ����	� 1 �� G ����	�����#

; ��
������ �
��&����� ��� ����� �� ��	���� ��� �	�� ��
������ �
�� ����� �$�'
������� ��	���� ��� ����!� ��$����� -0�
��
�$�� ?#B.# ( ��!����� ��
����
	*���
�� �� � ������
��� ����� ��� ����	�� 8 �� ���	� ����� ��� 	�� �������� ��� �����
�
����	� 1 �� �����
! ����	� �# �� ����	� 1 ������ ��%*� ��� ��
����!� �� � ����	� �

Χ

Α

ξ

Υ

,�!�� A<@+ 0�
����! -|XA| = |XY |.

������ @�����%���� ��� ��
����!�#



�#��� ��	����� ������ 5?A

����� � ���
����� �
��&����� ��� ����� �� ��	���� ��� �	�� ��
������ �
�� �&�
��
��� ������
�� ��� ����!� ��$�����# ( A��!���� ��
����
	*��� �� �� � �����'
�
��� ����� ��� ����	�� 8 �� ���	� ����� �����
! ��$�
� ���������� ��� �&� �����
�
����	� 1 �� G#

||XA| − |XB|| = λ.

"� ��� �� ����	� 1 �� G �����*���� ��%*�	 ��� ���
���!�#

Α Β

Χ

,�!�� A<>+ )��
���! -||XA| − |XB|| = λ.

�� �
	� ���� �	�� �������� -����	���� ��
������� ���
�����. �����*���� ��������
>
����	 ��
���	 0���	 �� �
��&����� �� ����� ����!� ��$����� �� ��	���� ��'
��
������ �� ��� ��
�$!� ;# ; ����	��� �� � ���
����� ������ ���� �� ��&��� �&�
������ ������
	�� ����� �� ����
� ������
	�� �� ������� ��
���	 �� ��
%!�# (
���
���! ������ ��� ���� ����� ������
	�� ���� �� ����
� ������
	��#

9;��� �� ��	����� �� �� ���	� �������� ��� ����! ��$����� � ��
���� ��� ��� ��'

�$! ; ��� ����!� ��$������ ���� �
��&������ ������� �� ��� ��	�� ��� �� � ��������
����!���� �� �	� �����
����! ����� ��� �
��+ -�. ��� ����	� -�� � ��
��� ���� �� ;
�� ������ ���� ����	� ��� ,.� -�. �&� ���������� ����	�� -�� � ����� ��� , ���� �&�
������
��. �� -�. �	� ����	� -�� � �$������ ��� ,.# 9;��� ���$�
� !��� � �
�� ����!��
�
�������	��� ��� �
�!�� �����
����� �� ����� �� ��
������# ,������� ����� �
��*����� ��
������ ����� �����*���� 6�� ��!2�	 ��
���	 %���	# ,� ����� �
�'
����
���� �� *�&�� ��
���!��� ������� ���
�&���� �� �
��&����� ��� ���! ���	��
��
�� ��	���� ��
������ �
�� �� ������
�� ���#

(α) (β) (γ) (δ)

,�!�� A<�+ �� �����
� �	�� ����
$�� ������ �����



5?? ����

�� �#� ��	����� ������

.+ ��� ,��!��� � �����!� ������� �� ������ ������ ���& �
� ��� ���
	�� ��� ��� ��'
����
�! ������ ���� ��
$! �
�$��� ��
�������� ����� ����
�!����# %� ��
�������
��� ��
����! �� �
�$�! ��
������ ��� ����
�����

y = x2,

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

3

4

5

,�!�� A<4+ 0�
����! �� �
�$�! ��� y = x2

��� ���	�� � ���	� �	�� ��� ����	� y = 1
4

��� y'����� �� � �������&�� �	�� � ��
������
��� x'����� ��� �� ����	� ��� y'����� y = −1

4
#

,������ ��	��� ��� ���
���! �� �
�$�! ��
������ ��� ����
�����

y =
1

x
,

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

,�!�� A<5+ 0�
����! �� �
�$�! ��� y = 1
x

��� �	�� ���
���! ��
������ ��� �� ����	� ±(1, 1) �� �� ���	�� ��� ����	� ±(
√
2,
√
2)#
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����� ��� DANDELIN 5?B

�/�� 3� �<���	
 �� Dandelin

; .2�*!�	 %�� Dandelin ->AB5'>?5A. ������&���� ��� ��������� ��� ������ ��'
��� �� ���� ������
��&� ������� ��� ���$�
����� ���� �
����&���� ��
��
�$�# 0
�'
���� ���� �� �$�	
�� �����
������� �� ������ ! �����
��� ��$����� �� ������
���
�$��������� ���� ����� ������� �# ; �������� �
������ ��	����� �� ���� ��	���� �
��� ����� �� ����� ��$���� �
	*� �&� -! �	� �� �
������ ��
������ ��� �� ��&'
�� ���� ������� ��
��
�$�. �$�	
�� ��� ������� .2�*!�	 Dandelin ��� ������� �#
1��$�����!� �����	�� �� ���!� ��� ��
��
�$� �	�� � 0
����� ?#B#<� ���� ��� ���	�
���� ��	���� �� ��'��
������ ��� ��� ��
�$! ; ����!� ��$������ ����� -�. ! ���� ��
������
��� -�. ! ���� ����� ��� �&�� -�. ! ���� ����� ��� �	�# 2�� �� ���������� �� �&�
�
���� ��
������# ,��� ������� ��
��
�$� �� ���������� �� ��� �
	��#

�! %��$ �/::� 2	��� ������ ε ������ ���� ��� ���������� �)��� � ���#������ +* ��
�����
� ���� !� �#����� �#��������� ��� ����� � ���#������ ��� ��
������� �#���������
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��� �� ��	���� � ��� �
	*��� ��� ��� ����� ;8 ��� ����!� ��$����� "
�� ��� ������ ;3 ��� ��� ��
�$! ; ��� ����� �
�� �� ��	���� �# 92��� �� � ���! ���
� �� ��� � �	�� � ����	� *# 2� ��������!� � * �	�� ������ ���� ;3 �� ����� �� �&�
������
�� ��� ����!� ��$����� " ��� ��
������ ��� � ��� ����	� 1 �� G# ;
	*���
����� ��� ��	���� � �
	���� ;1G �� �������� � �����
������� �� ��
�����
�������
�&���� ��� ���� ���	� 1;G �� ����
� ���	����� D �� ,# ; �$�	
�� �� ����
� �� D �� ,
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�� �#� ��	����� ������

�� ���	��� ����� ��� �����
������� �� ��
�����
�������� D0 �� ,� ���	������ �	�� �
*���&�����# /�	��� �� � �	� ��� ������ � D-D0. �	�� �$�������� ��� �����# 0
������
�� ;( �	�� �� ���� ������
� �� H � �
����! ��� D �� ���!�� ���� �� �
������ �
	����
DH; �� DHL;� ���� HL � �
����! ��� D ���� ;1� �	�� 	��# ��&�� ��� �� D �	�� ��	
�� ������ ��� ����!� ��$������ �
� ��� ��� 	�� �������� ��� �� ������
��� �������
|PZ| = |PZ∗|# 2�	��� �� �&� �
������ ����� ��� �����	����� ;D ���!� �	�� �������
	��# 1��� ���������� �� � ;( �	�� �$�������� ��� �$�	
�� ��� ����	� H �� �������&�
��� ���
���# 1������ �������&��� �� �� � �$�	
� ,-,�. �	�� �$�������� ��� ����!�
��$�����# �� �� � �$�	
�� ����� �	�� �� �$��������� ��� ��	���� � �������� ������
�#�# �� ��� D-D0.� ��� �� ������� �� � D0 �	�� �� ������� ��� ��	���� �� �� ��
������
��� ;3� ��� ��� ���!� ��� ������# ,������ �� ��	���� � �	�� �$�������� ��� �$�	
��
D-D0. �� ������ ��� ��
� ��� ���	��� ���� �#�#�#

��,!$�� �/::� /� ������ ��� � ������
 ε% ��
 ������ ���� ��� ���������� ����� �
���#������ +% �������!� ��� �����@� �� ������ �� ������ ���# � ��� �#���)� ��
 Dandelin
�� �� ������ ε*

$������0 ( ������� �
��&��� ��� ��� ������ ��� �$��������� ��� ����	� �
�� �$�	
�
-0
����� ?#>>#4.# 1� 2 ����	� ��� ���!� ��� � �� ��� "� ���� � ������
� ;2 �	��
������
��� �$�������� �� ��� �&� �$�
��# 2�	���� �� 0 �� � �	�� �� ����	� ���$!�
��� �$�
�� D-D0. �� ,-,�. �� �� ��	���� �� ���� �� � 20 �� 2� �	�� ���	�����
�$��������� �� ����� �� �$�	
��# ,������� �� |EΠ| = |EZ| �� |ET | = |EH|� ���� 2
�� H �� ����	� ���$!� ��� ������
�� ;2 �� �� �$�	
��# ���� ���� �� ��
����

|ET |+ |EΠ| = |EZ|+ |EH| = |ZH|,

�� ���	� �	�� �����
� �� 	�� �� �� �!��� ��� ������
�� ��� �����
�� ����� ��� ���'
���	*��� ��� ���� �&����� � �� �� ���� ���� ���	��� �$������� � �&� �$�	
�� �� ���
����! ��$����� �#�#�#

�! %��$ �/:: 2	��� ������ ε ������ ���� ��� ���������� �
������ � ���#������ +*
������
� ���� !� �#����� �#��������� ��� + ��� ��
������� �#��������� ��
 ������
 ε*

$������0 ( ������� �	�� ��
���� �� ���!� ��� 0
������ >@#�#># �� ��	���� ��� ��
��&
��� ��!��'756 �	�� �� ��	���� � ��� �
	*��� ��� ��� ����� � ��� �����
�!� ��$�����
�� ��� ������ ;3 ��� ��	���� � ��� ����� ����	� ; ��� �����# �� ��	���� � ����� ���
�����
�! ��$���� " ���� �&� -��
�������. ������
�� � �� �# ����� ��	��� �� ��	����
� ���� ����	� *# 7�
������ �� ��������� ",� JD ��� ����� ��� ������	*� � * �� ��
��� �� �� ����� ����� D� , �� ��� ����� �� �
	*���� ���� �&����� D-D0. �� ,-,�. ���
�$������� ������
��� ��� �� � �� *# ; �$�	
�� D-D0. �� ,-,�. �	�� � *���&�����#
( ������� �	�� ������� ���!� ��� 0
������ >@#�#>� �#�#�#

��,!$�� �/:: /� ������ ��� � ������
 ε% ��
 ������ ���� ��� ���������� �
������ �
���#������ +% �������!� ��� �����@� �� ������ �� ������ ���# � ��� �#���)� ��
 Dandelin
�� �� ������ ε*

$������0 ( ������� �
��&��� ��� ��� ������ ��� �$��������� ��� ����	� �
�� �$�	
�
-0
����� ?#>>#4.# 1� 2 ����	� ��� ���!� ��� � �� ��� "� ���� � ������
� 2H �	��
������
��� �$�������� �� ��� �&� �$�
��# 2�	���� �� 0 �� � �	�� �� ����	� ���$!�
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,�!�� A<=+ ,$�	
�� ��� Dandelin �� ���! ���	��
�� �� ��	����

��� �$�
�� D-D0. �� ,-,�. �� �� ��	���� �� ���� �� � 20 �� 2� �	�� ���	�����
�$��������� �� ����� �� �$�	
��# ,������� �� |EΠ| = |EZ| �� |ET | = |EH|� ���� 2
�� H �� ����	� ���$!� ��� ������
�� ;2 �� �� �$�	
��# ���� ���� �� ��
����

|ET |+ |EΠ| = |EZ|+ |EH| = |ZH|,

�� ���	� �	�� �����
� �� 	�� �� �� �!��� ��� ������
�� ��� ���	��
�� ��� ������	*���
��� ���� �&����� � �� �� ���� ���� ���	��� �$������� � �&� �$�	
�� �� ��� �����
�!
��$���� ��$����� �#�#�#

�! %��$ �/::� 2	��� ������ ε ������ ���� ��� ���������� ����� � ���#������ + �����
��� !�* ������
� ���� !� �#����� �#��������� ��� + ��� ��
������� �#��������� ��

������
 ε*

$������0 ( ������� �	�� ��
���� �� ���!� ��� 0
������ >@#�#># �� ��	���� ��� ��
��&
��� ��!��'757 �	�� �� ��	���� � ��� �
	*��� ��� ��� ����� ��� ����!� ��$����� " ��
��� ������ ;3 ��� ��� ��
�$! ; ��� ����!� ��$����� �
�� �� ��	���� �# 92��� ��
� ���! ��� � �� ��� � �	�� � ����	� *# 2� ��������!� � * �	�� ������ ���� ;3 ��
����� �� �&� ������
�� ��� ����!� ��$����� ��� ��
������ ��� � ��� ����	� 1 ��
G# ;
	*��� ����� ��� ��	���� � �
	���� ;1G �� �������� � ��
�����
������ �&���
��� �� ����
� ���	����� D �� ,# ; �$�	
�� �� ����
� �� D �� , �� ���	��� �����
��� ��
�����
�������� D0 �� ,� ���	������ �	�� � *���&�����# /�	��� �� � �	� ���
������ � D-D0. �	�� �$�������� ��� ����!� ��$�����# 0
������ �� ;( �	�� �� ����
������
� �� H � �
����! ��� D �� ���!�� ���� �� �
������ �
	���� DH; �� DHL;�
���� HL � �
����! ��� D ���� ;1� �	�� 	��# ��&�� ��� �� D �	�� ��	 �� ������ ���
������ �
� ��� ��� 	�� �������� ��� �� ������
��� ������� |PZ| = |PZ∗|# 2�	��� ��
�&� �
������ ����� ��� �����	����� ;D ���!� �	�� ������� 	��# 1��� ���������� ��
� ;( �	�� �$�������� ��� �$�	
�� ��� ����	� H �� �������&� ��� ���
���# 1������
�������&��� �� �� � �$�	
� ,-,�. �	�� �$�������� ��� ����!� ��$�����# �� �� �
�$�	
�� ����� �	�� �� �$��������� ��� ��	���� � �������� ������ �#�# �� ��� D-D0.�
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��� �� ������� �� � D0 �	�� �� ������� ��� ��	���� �� �� ��
������ ��� ;3� ��� ���
���!� ��� ������# ,������ �� ��	���� � �	�� �$�������� ��� �$�	
�� D-D0. �� ������
��� ��
� ��� ���	��� ���� �#�#�#

��,!$�� �/::� /� ������ ��� � ������
 ε% ��
 ������ ���� ��� ���������� ����� � ��
��#������ + ����� ��� !�% �������!� ��� 
���(�� �� ������ �� ������ ���# � ��� �#���)�
��
 Dandelin �� �� ������ ε*

$������0 ( ������� �
��&��� ��� ��� ������ ��� �$��������� ��� ����	� �
�� �$�	
�
-0
����� ?#>>#4.# 1� 2 ����	� ��� ���!� ��� � �� ��� "� ���� � ������
� ;2 �	��
������
��� �$�������� �� ��� �&� �$�
��# 2�	���� �� 0 �� � �	�� �� ����	� ���$!�
��� �$�
�� D-D0. �� ,-,�. �� �� ��	���� �� ���� �� � 20 �� 2� �	�� ���	�����
�$��������� �� ����� �� �$�	
��# ,������� �� |EΠ| = |EZ| �� |ET | = |EH|� ���� 2
�� H �� ����	� ���$!� ��� ������
�� ;2 �� �� �$�	
��# ���� ���� �� ��
����

|ET | − |EΠ| = |EH| − |EZ| = |ZH|,

�� ���	� �	�� �����
� �� 	�� �� �� �!��� ��� ������
�� ��� �����
�� ����� -����� ���
�&� ����� �� ���! ��
�$! �� ;. ��� ������	*��� ��� ���� �&����� � �� �� ���� ����
���	��� �$������� � �&� �$�	
�� �� ��� ����! ��$����� �#�#�#
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����!� ���� ���	� � �������&�� ��	*� �������� 
��� �� ��� �����'
����� ��
����
��� ��� �� ������
�� ����� �������&��� �
	*���� �� �� �� ���� �	��
������ ����� �� ������� ��
����� �� ���!� ��� �������&��� ��� ��
����!�# ,��� ��'

��
�$� ���! ������	*���� �
��� ��� �������&�� ��� ��
����!� �� ��� ���	����� �$�	
�
��� Dandelin �� ������ �����*���� ��� ���	����! ��� �� �� ����� ������ �����#

�! %��$ �/:�:� 2	��� ������ ε ��������� ���� �#�������� ������ ����� � ���#������
+* ������� ���� ��� �#���� �#�������� ��� + ��� ��
������� �#�������� ��
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,�!�� A<?+ ,$�	
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$������0 9;��� �� ��� �
������ ��� �
���������� ��
��
�$��� ���
�&�� �� ��	���� �
��� �
	*��� ��� ��� ����� ��� ����!� ��$����� " �� ��� ������ ;3 ��� ��� ��
�$!
; ��� " ��� ����� ��	���� � -��� ��!��'758 �� � ����	*��� �� �� ��	���� ��� ��
��&.#
�� ��	���� � �� � �������� ���� ����	� *# ( ����	� ���! �	�� ��
������� ��� ������
��
� ��� ��
����� ��� �$�������� ��	���� �� ��
������ ��� �# �� � ��
��� ��	��� ���
������
�! ��� � �� �
�� ��� ����� ������
� � �� ������� ���� ��� ��
�����	�� ��� *
�� �� �� �
	���� �� ����
�� �� �� * �� ��� ����� �	�� ��������# :�����	������ �����
��� ��	���� ��!�� �� ��
������� ��� � ��
	������ �&��� D-D0. �� ����
� ��	 ��� ������
�� ������
��� �$�������� ��� �&� ��
���!��� * �� �� ����� �� ��� ����� ������
�� �
��� , ��� ��
����� ��� �# 0
�� ��&�� �
��	 �� ���
!����� ��� ������ �
�� ��� �����
;D ��� �� ����	� ���!� ��� � �� *# 1��! �������	 ��� ���	� ��� 1 �����& ��� � ��
* �� �
	*� �&��� D-D0. ������
��� �$�������� ��� �� � �� *# ( �$�	
� D-D0. �	��
� *���&����# ( ������� ����& ��� ���
���& �	�� � 	�� �� ���!� ��� 0
������ >@#�#>�
�#�#�#

��,!$�� �/:�:� /� ������ ��� � ����� � ���#������ + ��� ������
 ε% ������ ��

���� �#�������� ������ ��� +% �������!� ��� ����(�� �� ����� �� ������ ���# � ? ���
�#����� ��
 Dandelin �� �� ������ ε ��� ��
����!�� ��� �
���� � ���� ��� ����� �� �
������ �� ������ � ��
 �!���
 ��� ������� ���# � ��� �#����� �� ��� ����� ���#�����*
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,�!�� A<B+ 0�
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$������0 ( ������� �
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��� ��	���� �� ���	� �������� ��� ��� ����! ��$���� �&� �� ���& ������
�� �� �# ��
���� ����	� ��� ����!� �� ��� ����	�� * �� �	�� ���� � ����� �� ������
��� �������
��� ���
�	 �� �	�� ��
�����
� ��� �&�� �#�#�#

�2��% ��
$ %$	 ��
���	 σ �� ��� ����	� ��� 8 ������ � ����	� * ��� �������� ���
��	���� � ��� ����!� �� �$�������� ��	���� ��� ����!� ��$������ �� ���	� �$������
���!� ���� �!��� ��� ������
�� �-8. ��� �
	*��� ��� �� 8#

��,!$�� �/:": �� ���� ������ 3 ��� ����� � 
������ ��� ����()� �#�������� �
� �*
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ε

σ

Ο

Χ

γ(Χ)

ζ

,�!�� A=?+ 2$�������� * ����!� ��� 8

$������0 ( ������� ������� ���� ���	����� ������ ��� ����!� ��$�����# "���
����	� 8 ��� ����!� ��� �	�� ���! ��� ������� � �� ��� ����!� ��$����� "� ��
�����
�� �	� ��
��� ������
� �-8. ��� ����� � ���	� �	�� ���! �� ��� ��
��� �$��������
��	���� � ��� ����� -0�
��
�$�� ?#B.# ( ���! ��� ������� � �� � �
	*� ��� �	� ��
������! ����	� * �� ��� 8 ��� ��� ��� ������ ��� �$���������� �#�#�#

�! %��$ �/:":� � �#�������� ' ����� � σ �� ������ 3 �
� � �
������� �� ��� ����� 
���� �
����� 3Y ���������� ��� �� 3 ��� ��� �!���� ������ Y ��� ����� �% ���)� ��
Y ������ �� �
������ �� �� 3*

ε
σ

Ο

Χ

γ(Χ)

ζ

Υ

γ(Υ)

Υ∗
Χ∗

κ

χ

ζ∗

,�!�� A=B+ 2$�������� �� �
��! ���� ���������
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$������0 ( ������� ������� ���� ���	����� ������ ��� �&����# "��� ����	� 8 ���
����!�� ��� �	�� ���! ��� ������� � �� ��� ����!� ��$����� "� ��
����� �� �	�
��
��� ������
� �-8.# /&� ����	� 8�Y ��� ����!� �� � ���	������ ������
�� �-8.�
�-Y . �
	*��� ��	���� � ��� ����� �� � ���� ��� ����	� 8Y # 92�� ��	���� � ������ ����
����� ��� ����!� ��$����� ��� ����� ���� �&��� � �� �� � ����� ��� �&��� ���� ���
����	� 8L �� Y L# "���� �� Y ��	�� ��� 8� ���� �&��� �� �� Y L ��	�� �
�� �� 8L ��
� 8LY L ��	�� �
�� ��� �$�������� *L ��� �&���� � ��� ����	� 8L# �� � ��	�� ���� ��
������� �� �� �$�������� ��	���� ��� ����!� ��$����� ��� ��
���� ��� �� 8L ��
�������� � ���! ��� �� �� � ��	�� �� ������� �� ��� ���! ��� �$��������� ������� ����
�!��� ��� �-8. �� �� �� ��� �	�� � �$�������� * ��� 8� �#�#�#

�� ���� ����	� ��� �����
��& ��� ����!� ��$����� �� ��� ������� � ��� ��������
��� ����! � ������� ���%�!��� �$��*� ��� ����!�� �� �� ������� �5�%�!���
�$��*� ��� ����!�# �� ���&�
���� ��!�� 1G ��� �
	*��� ��� �&� ����	� ���!� ����!�
� �� ����	� � ������ 3�!�� ��� ����!�#

�! %��$ �/:": $�� ���� ��������� ������ ��� ����� � ������� !� ����()� �#�����
����� ���� �
� �*

X

ε

Ο

Υ

Α

Β

Γ

Δ

ζ

γ(Χ)

κ

,�!�� AA@+ 2$��������� ����!� ��� �����
�� ����	�

$������0 1� �� 8 �	�� �����
�� ����	� ��� ��	���� � ��� ����!�� ���� � ������
� �-8.
�
	*� �� ��� ������ ��	���� * ��� ���	����� ����	� Y # �� * ����� ��� ����! ��$����
���� �&��� � �� �� Y �	�� ����� ��� �&����� ������� ������ �&� �$��������� Y % ��
Y / �
�� ��� �&���# ; �$��������� ����� ��*	 �� �� ; �
	*��� �&� ��	���� ��� �������
�� � ���� �&� ����	�� 81� 8G ��� ����!�# 2���! ���� �$�������� ��� ����!� �
	*�
�� ��
���� �
���� ����� �	�� � �������� �$��������� ��� �� 8� �#�#�#
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�! %��$ �/:":� /� ���� ��� ���)� ����� � ��� � ��
 ����� ���������� ���� �
����
� ����������� �� �
���� �* 	�� � ����� ���� �#��������� ���������� ���� ��� �% ���� � �
�������� ��� ��� �� ������ ���# � �
�)� ��� �#���������*

O

κ

ε

ζ

θ

θ1

θ2

Α1

Β1

Α2

Β2

Μ1

Μ2

Ω

Φ2

Ψ2

Φ1Ψ1
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τ1

Ω2

,�!�� AA>+ �� ���� ��
���!��� ��
��� ������

$������0 92��� �� � ����! �
��&��� �� ���! ����!� ��$����� " �� ��	���� *# 0�'

������� ��
��� A1B1 ��� ����!�� �
	*���� ��*	 �� ��� ��
�$! ;� ��	���� η1# �� ��	����
���� �� �������� ���� ����	� �� ��
������ ��� �� ; �� ��
������ ���� ����� ��� ��
'
��� -0
����� A#>#?.# 92��� 3 �� ����	� ���!� ��� � �� ������� �� ������� ���� �����
��� ����!� ��$������ ��� �������� ��� ���!� �&��� �# �� ��	���� η1 ��� ��� * �
	*���
�� ��
������� ��
���� ������� �� ��	���� � ���� ����	��� ��� ����
����� ��� ����	� 3#
"��� �	� ����� ����	� �
	*� �� �	� ���	����� ��
�! ��� �&���� �# 92�� ��� �
����
��
��� A1B1 ��� ����!� ���!� ��������&�� ��
��� A2B2 ��� �&����� � �
��������
��� ���	�� �	�� ����	�� ��
������� �� ��� 3# 92��� Φ2Ψ2 � ����! ��� 3 �� �
�� ���
�&��� �# ; ����	�� ΩΦ2,ΩΨ2 �	�� � �$��������� ��� �&���� � ��� �� 3 �� � ���! ���
������� ���� -�� �� ;. �
	*� �� �$��������� ��� ����!� ��� �	�� ��
������� �
�� ��
��
��� A1B1# 2�	���� �� ���� ����	� �� ��� 3� ��� ����� ��� �&��� ��� ����	� A2, B2�
�� ��� ����! ��� M2� ������ �� (A2B2M2Ω) = −1� ������� �� � ����� ��� ������
OA2, OB2, OM2, OΩ ��� ������� η1� ��� ��
���� ��� ���� �� ����	� �� �	�� �
����!�
�
� �� ����� �� ���� ���� ����	� ��� ������� ����� ��� ������ �� *�&�� �
������
��*���� ����	��# 9;��� � ����	� θ1 �	�� ��
������ �
�� ��� θ = OΩ �
� � ����� �
��
�� ������� ��� θ1 �� �&� 	�� ��!���� �� �� M1 �� �	�� �� ����� ��� A1B1# 9;��� ��
����	� M2 �� M1 ��
������ ��� ��	���� ��� �
�� ����	�� O,Φ2,Ψ2� ��� ����� �� ��	'
���� * ���� ��� ����	� Φ1Ψ1# ,������ �� ���� ���� ����� ��� ��
��� A1B1 ��
������
���� ����	� ξ = Φ1Ψ1# 2������ � �$��������� ��� ����!� ��� Φ1,Ψ1 �	�� �� �����
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��
������� �
�� �� ��
��� A1B1� �#�#�#

.+ ���7� ( ������� ��� �������	�� �
������ ���
�	 �� �	�� �� ��� ��!��� ��������
�� �&� �
�����# 3����� �� ��!�� 771 ��� ����$�
�� ��� ������ ������# ( ����	� � �	��
��
������� �
�� �� ��	���� ��� ����!� ���!�# 0�
���� � �������� ��� � ����	��� ���
�
	*��� ��
��� A1B1 ��� ����!� ��
������� �
�� ��$�
�� ����&����� ��
������ ����
�� ��� ��	���� *9 ��
������ ��� * �� ��
������ ��� ��� ��
�$! ; ��� ����!� ��$�����#
�� ��	���� ���� ����� �� ��	���� � ��� �
���������� ��!������ ��� ��
��� ��� �&���
�� ���� ����	� �# ;
	*��� ������� � ����� M ��� � �� �
�� ��� �&��� �# 1������ �� ���
��	�� ��� ������� * ��� ����!�� � ����� M �	�� ! �����
�� ����	� ��� �&���� ! ��	 ���
�&���� ! �����
�� ����	� ���# ( �
��� ��
	����� ��������	 ���� ������� � ��&��
�
���� ��
����! �� � �
	�� ���� ���
���!# ( ����	� ;M �������&��� �&���� �� �����
�� ��	���� ��� ����!� ��� ����
� ��� : ! ��� ���
� ���� ��
	����� ��� ��
����!�# ;
��������� "�������� ��� ����!�� �����! � ��
��� ��� �� ��� ����
�� ��� :� ������'
��&� �� ��
������� ��� ������ � ��� ��
����� �� ��� :# 92��� ���� ��
	����� ���
���
���!�� ���� ���	� ���
���� �&� ������
�� σ �� � ��� ����!� ��$����� ��
�������
�
�� �� ��	���� *� � ������
�� ����� �� �
	*��� �� ��	���� *9# ���� � ����	� � ��� ���!�
��� *9 �� � �� ����� ��� �&��� � �� �&� ����	� % �� / �� � ����� M ��� � �� �
�� �
�� �	�� ����� ��� �&����# 6� ������ ����� ��� �� M �&� �$��������� �
�� ��� �� �
���	��� ��*	 �� �� ; �� �
	*��� �&� ��	���� �� ��� ;# �� ��	���� ���� �� ������� �� *
���� �&� ����	�� ��� ��� �������&� ��� ����! -�$������� ��� ����!� ��� ����	� ���
��������&� ��� ����	� ���$!� % �� / ��� �&���� �� �� �$��������� ��� �� M# ,��
% �� / ���� ��������&� �� ����	� ��� ����!� ��� ���
�.# 1���� �	�� � ���������
��!������� ��� ���
���!�� �� �� ���	�� �� ��!����� ��
�����# 0�
���� ���������	
�����& ������� ��
����
����� ��� ������ �� ��
����
����� ��� ��������� �� ���
��
� �� ��� ����! ��$����� ���� ��� ���	�� �
	*��� � ����!� ���
�&� �� �	���� ��
������ ��
������# ,��!��� � ��
�
�$! ��� ��
����
����� ����� ���� ��������
�	�� ���& ����&���
� ��� ��� ��
�
�$! ���� �������� ��� ��
��� �� �� ���	� ������
�� �����! ������	� ��������& �� �
��� ��
�����
� �� �� $����*������ ��
� �� ��
�����*����#

O O

Π
Π

ΠΤ
Τ

θ

θ

θ
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ξ

ξ

,�!�� AA�+ ,�*���	� ������&���� � �� �

.+ ���7 �� ��!�� 772 �	�� ��� ����� ��� ��	���� ��� ��
��� ����!� ��� �	�� ��'

������� �
�� ����	� �# �� ���� ���� ��
������ �� ��
�! �# ,��� ������� �� ����
����	� � ���
���� �$��������� ��� ��
������� ��� � �� � ��
�! � ��
���� ��� �� ��'
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��	� ���$!� ����� ��� �$���������# ,��� ���
���!� ���� $�	���� �� ��� �� ��!���
��� ���
���� ������� �$��������� �
�� ����	�� ����&����� -��� � ��� ��!��.# ,���
��
����!� ����� ��� ����&������ ��� ����� ������
	�� ��� -0
����� >@#<#�.� �� ����
�� ����� ������&���� ���
�� �	� ��
��� �$�������� ��
������ �
�� ���!�# �� ��!��
��	��� ��	���� �� �� ������ ��� ����� ������ �
��������� �� ���	� ������ ��
%!�
%$	 ��
���	 -����� ����� ���� � ����	��� -0
����� >@#=#>. �� � ���
����� -0
�����
>@#A#>.)� � ��
��� � ��� ��
����� ��� �� ���� ��
���!��� ��
��� ��
����� �� ��� ��
����
� ��� ����!�# 1������&��� �� � ������&���� ��� � �� � ����� ������������
�������+ 2�� � ��
��� � ��
������� �
�� ��� ����&����� � ����� �� ���� ���� ��
��
�! ��
������ �
�� ����&����� �� ���� �� � ��
��� � ��
������� �
�� ��� � �����
�� ���� ���� �� ��
�! ��
������ �
�� ��� ����&����� �# ����� *����
� ������&������
���� �� � �� �� ���� �� �������&� *�&�� .�<��,
 ��%����
���
 ��� ����!�# (
��
����! ��
����*� ��� ����
$	� �� ��� ��� ���! ����&����� ��� ����� ������
	��
���� ��*��! �
�� ���� ���� ����&�����# ,��� �&���� ��� �	�� ���! ��
	����� ��������
�� ���� ����&����� �� � ��*��!� ��� ����	��� �� ��� ������ �
�� ��� � ����&����� ��
����� �� ���� ��
���!��� ��
��� ��� �&���� ��
������ �� �����
� ������ �
�� ��
��
��� -0�
��� �#>#4.#

�! %��$ �/:":" /� �� �� $4 ��� �#��������� ����� � �����! ��
 ������
 ���# �
��� $ ��� ��� ��� � ��� 4 �� ��� ��
����!�� #������� ��� ��� ���������� ����� 
�� ��� 
�����*
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Υ

Π
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Ζ
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Γ

,�!�� AA4+ J������ ��������� ����!�

$������0 1� ���
!����� �&� ������� ����	� 1� G ����!�� �� �
������ ���� 8� Y
���� �������&�� ��� ���	�� 0 �� �� ����	� ���!� H ��� 1G �� ��� �������&��# C���
��� ����!� ������

|AΠ|
|AX| =

|BΠ|
|BY | = κ,

���� � � ������
����� ��� ����!� �� ��� �� �� �
	���� H18 �� HGY �	�� ����� �����
�� |AΠ|

|BΠ| =
|ZA|
|ZB| .

,������ � 0H �	�� �����
�! �������� ��� ���	�� 10G# ( �����
�! �������� ���
���	�� 10G �	�� ������ ���� �����
�! �� ��
����� �����& ��� 01 �� 0G# 2��������
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���� �� G ��	�� �� ������� �� �� 1� �� 	�� �� �����	�� �� �� �� 	���� % ��� �����
�!�
�������� �� ���� �
��! ����� ���� ��� ���	� � 1H �	���� � �$�������� ��� 1 -0
�����
>@#5#>.� � ���	� H01 �� �	�� �
�!� �#�#�#

Π

Χ
Α

Ζ

,�!�� AA5+ "&���� �� �����
� ��� 1H

� !���� �/:":� 1 �!���� ��
 �������� ��� ������ $ ����� �% ��� ���(�� ��
 3 ��
��
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����!���*

$������0 "��� ��� �
����&���� �
����� �� ���
�����
� 18H0 �� �	�� ���
����� ��
���� �&� ������� ���	�� �
���� �#�#�#

Π

Ζ

Α

Β

,�!�� AA<+ 2$��������� ��� ��
� �����!� ��
�!�
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����!���*

$������0 "��� �� �
����&���� ��
���� �� ����	� ���!� ��� �������&��� �� ��� �$�'
�������� ��� 1� ���� �� ��� G� �� ����	��� �� �� ����	� ���!� H ��� �������&��� ��
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 �������� ��� ��� ����� ? ����� � ��� �����
��������� ��� ����������� ��
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�	 �� ���
���	 �� � ����&���
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	�� ����
� �	�� � ����	� ��� ����� �� ����	� ���$!�
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��!���� �� �� ������	� �
����� ��
�	������ ���
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����
�� �� ������� ��� ��!����� ��� ��
����!� ��� ��
����� ���� �� ���
����� �
	����# ,��� ������� �� ������	����� ���� �� ������� �� �� ��$�
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-[Doe65, σ. 239].� ��� �	�� ��� �$�
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��� ��������� ������� ���
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����!�#

�! %��$ �/:&:� ��� ���� $���� ��� ������� $&� �� ������ ���# � ��� $ ��� & �
������� �, ����� ��������� ��
 ����� ��� ����(�� � ��� ������ ��� ����(�� ��� �����
" ��� �,% ��� ����� � �#�������� ��� ����(�� � ����� ��������� ��� (���� &�*
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�$��������� -0
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��� ����������� ��� 0S �� 0H ���	�����#
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%# 91
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	��� ����
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��� ��
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��� ��� �����*

�������0 91���� ������� ��� 0
������ >@#<#4� ���� ��� ���	� �� ����� : ��� ��
�!�
�	�� ���� ������ %: ��� 1
��!���� �
����� ��� �
	*��� ��� ��� ��
�!� � �� �������
���! �	�� ��
������� ��� ������ �� ��
���� ��� �� ����	� / ��� ���	� � �$��������
�	�� ��
������� ��� ��
�!�# 2������� ���� � ��
��� �� ����� �� ����� ���� ��	 ���
��
���!��� ��� ������ ��� ��
���� ��� �� ����	� /� ��� ���	� � �$�������� �	�� ��'

������ ��� ��
�!�# ��
� �� ���
�� ��� ����� /� �����! �� ���
�� ��� ���� ����	�
��� ��
����!� ��� ���	� � �$�������� ��� �� �������� ����&������ ����� ��� �� ���
�� �
���&� � ��
����! ��� ��� �� ����	� ��� ��� ��� 	�� ��
� ���� �$��������� ���#

Ψ A

Π

ξ

ω

ω

ω

εΑ

,�!�� A?>+ 0�
������ ������
�

;'��$�$ �/:&:" "���� ��� ��� ������ ���������
�� �� ����(�� ��������� ���� ���
����� ���% �����)����% �������� ��� ��� ����� ���*

�������0 91���� ������� ��� �
���&� ���� ��� ���	� �� 	���� S ��� ���	��� ��	 ���
�������&��� �� �� ��!�� 10 ��� ����	� ��������� 1 ������	*��� �������� �
	����
10S� ��� ���	�� � �������� ��� 1 ����	��� �� ��� �$�������� εA ��� 1#



<>� ����

�� �#� ��	����� ������

,�!�� A?�+ 0�
������ ������
� JJ

;'��$�$ �/:&:& "���� ��� � ����������� ����� ��� ������� �!����% �#��������� ��
������ �
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|XT |+ |XΠ| = λ.
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�� �� ��!�� ��� ������� �	��+ � ��������
p = |ΠΞ| ��� ���	�� ��� 0 ��� ��� ���	����� �������&�� � -� ������ ���������� ���
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����� �������� ;1 �� ;G -���� ����� �� �� 	�� �� ���&�
����
��!���� !I�� ������
�� � ����	�� ;1 �� ;G. ��� �������� � ������ ����� ������ ���'
��*���� ���	����� 4�����	 �5�
�	 �� 4��! 	 �5�
�	 ��� �������# �� ����	�
���!� ���� ; ������ ��
%!� %$	 �����B$	# ; ��
��� ��� ������� ��� ��
�����
��� �� ����
� ��� �����*���� @����%!�� %$	 �����B$	#

�! %��$ �/:(: 1� ��
����!��� ����� ������� ���� �
���� ��� ����)� ?/ ��� �
����
����� �������� �� ���� �� ������ ��� �����@��* /� ������ ��� � < ��� ��
����!��� ��� �
���������� ����� ? ����� ������ �������� �
'
� ��� $ ��� , ��� ����� � �����@� ������
��� ����� ?/*



<>5 ����

�� �#� ��	����� ������

$������0 ( ���������� �
��&��� ��� ��� ������
	� �� �
�� ��� ����� ;1# 1� �� 8
��!�� ���� ������ ���� �� �� ������
�� ��� 89 �� �
�� ����� ��� ����� �� ��!��
���� ������# 2���! �� 80 �� 890 ����� �� 	�� �!��� �� �� 8S �� 8S9 �� �	��
������ ���� 	�� ����	� �� �� ����� �� 	�� �!���� �
� �� 8SS989 �� �	�� �
������
��
�������
����# ; ��&��
�� ���
���� �
��&��� ����� ��� ��� �
���� �$�& �� : ��
1 �� �������&� |MΠ|

|MΞ| =
|AΠ|
|AΞ| = κ,

�
� �� 1 �� : �� �	�� �
����� ��*��! �� �
�� E �� 0# ,������ -91����� >#>A#�. ��
�� E� 0 �� �	�� �
����� ��*��! ��� 1 �� :� �#�#�#

�� ������� �������	� ������	*� �� ��$�
� �!�� �������� ��� ��
����
	*��� ���
������# ,���� �
�������&��� � ���������	

a = |OA|, b = |OB|, c = |OΠ| = |ΠT |
2

, p = |ΠΞ|.

�! %��$ �/:(:�

a = |OA| = |BΠ| = |BT | = λ

2
⇔ λ = 2a = |AM |, ->@#>.

c =
|ΠT |
2

, b = |OB| ⇒ a2 = b2 + c2, ->@#�.

|MΠ| = a− c, |AΠ| = a + c ⇒ |MΞ| = a− c

κ
, |AΞ| = a+ c

κ
, ->@#4.

p = |ΠΞ| = |ΠM |+ |MΞ| = (a− c) +
a− c

κ
=

1 + κ

κ
(a− c), ->@#5.

κ =
c

a
⇒ p =

1− κ2

κ
a =

a2 − c2

c
=

b2

c
, ->@#<.

a =
κ

1− κ2
p, c =

κ2

1− κ2
p. ->@#=.

ΠΞ

ξ

Ψ

Μ Ο Τ Α

Β

 2c

 2a

aa  b

,�!�� A?=+ G����� ������ ���� ������

$������0 ���
������ �������� ��� �
����# ( �
��� ��� -B#<. �
��&��� ��� ��� ����

κ = |BΠ|
|BΨ| � �
����������� �� �
����&�����# ; �������	�� �&� ��
�� �	���� �� ������

�����& ��� *����� �
���� -p, κ. �� -λ, c.� ��� �
	*��� ��� ������ �� ���� �&� ���!���
�
������ �#�#�#



�#��� � ����$� <><

1�$�$%�� 	 ! �� 4�*<�
 �����	 ��� ������� ������ � �&���� �� ����
� �� ����
�
; ��� ������� �� ���	�� ��� ������ ����� a# ; �&��� �� ����
� �� ���	�� ��� �������
�� ���	�� 2a �����*���� @�����%��
%�	 ������ ��� �������#

�! %��$ �/:(:" -6. 	��� � �
��� ������ ��
 ��
����!���� �!���
 σΠ ��� �����@��
�� ������ ���� ����� ? ��� �!���� ����� ��� /* � ����������� ε ��
 �� ����� �/ ������
��� �? �� ������ 3 ��� �����@��*
-H. � ε ����� �#�������� ��� �����@�� ��� �� 3 ����� �� ������ ���# � ��� ε*
-:. � �����@� ���������� �������� ���� ����� ��� �#��������� ��� ��
 �������� ��� ���
������ ��� �����@��*
-O. � �����@� ���������� �������� ��� ��������� ��
 (��������! �!���
 ��� σ*
-M. � �#�������� ε ��� 3 �������� ��� �������������� ��� ������ ?3/*
-;. 1� ���(���� Y ��� Y 2 ��� ����)� ���� �#�������� ε ����������� ���� (�������� �!���
��� �����@��*
-N. /� �������� |TY ||ΠY ′| ����� ������� ��� ��� �� b2*

ΠΜ Ο Τ Α

Χ
Υ

ε

Ρ

Σ

Ω

σ

σΠ

Υ '

,�!�� A?A+ G�������� �� �������� �&���� �������

$������0 �� ->. �	�� ������� ��� �
���& �$�& |ΠX|+ |XT | = |ΠX|+ |XΣ| = 2a#
%� �� -�. �� ���
!����� ����	� 3 ��� �� ��$�
���� ��� 8# C��� ��� �����������

|ΩΠ|+ |ΩT | = |ΠΩ|+ |ΩΣ| > |ΠΣ| = 2a.

( �������	� �������� �	�� � �
����! �� �� �
	���� 0,3# ( �������� ��	��� �� �� 3
��� ��!�� ���� ������� �
� �� 8 �	�� �� ������� ����	� ��� � ���� �� ��� ������#



<>= ����

�� �#� ��	����� ������

%� �� -4. �� ���
!����� ����� ����	� D ��� ��� ���� ��
� ��� � ���!� ��� ��
���
�� ���	��# 92��� 3 �� ����	� ���!� ��� D� �� ��� �# J��&�

|PΠ|+ |PT | = |PΠ|+ |PΩ|+ |ΩT | = |PΠ|+ |PΩ|+ |ΩΣ| > |PΠ|+ |PΣ| > |ΠΣ| = 2a.

91
� �� D ��� ��!�� ���� ������# ; �&� �������	�� ��������� �	�� � �
������ �� ��
�
	���� D,3 �� 0D,#

�� -5. �$�	���� ��� �� � ;8 �	�� ������� ��� �
����� 08� �� ������� |OX| <
1
2
(|XΠ|+ |XT |) = a -91����� >#>5#4.#

�� -<. �$�	���� ��� �� �� �
	���� �8, �	�� ��������� �
� � ����������� � ��� ,�
�������	 ��� ���	� ���� ��
�$! ���#

�� -=.� �� �� ����	� Y �$�	���� ��� �� � ;Y ������ �� ���� ��� ����
�� ���

�
����� ,0�� �
� |OY | = |ΠΣ|
2

= a. 1������ �������&��� � ������ �� �� ��� �
����!
Y 9 ��� 0 ���� ���� �# �� -A. �
��&��� �
�����	������ ��� �Y ��� ���� ��!�� ��� �&���
σ �� ����	� Y L# C��� ��� ������
	�� ��� ������� �� �
�� ;� � �Y L �� 0Y 9 �	�� 	���
�� �� ������� |TY ||ΠY ′| = |TY ||TY ∗| �	�� 	�� -����� �
��!���. �� ��� �&���� ���
���	�� � �� �
�� ��� ��	*��� �&��� σ� �#�#�#

ΠΤ

,�!�� A??+ 1��������! ������ ����� �������

.+ ��� 1�� ��� ������ -<. �
��&��� �� � ���	��� $����� ��� ���������� ��� �	�
���	� ��� �������� �
���	������� ���� ������ �� ����������� ��� ����	� ���� ��� ����
�
���	������ �� ���������� ���	�� �� ������	*��� ��� 	��� ���	�� �� ��� �$���������
��
����� ��� ��� ���� ���	�#

;'��$�$ �/:(:� "���� ��� � ����������� ���� �� ����� $3% �� $ ������� ��� 3 ���
��(�������� ��� �!���
 �-&%�.% ����� �#�������� �����@�� �� ������ ��� $ ��� ��� ������
��
 �!���
 & ��� ������ ����� ��� ������ � ��
 �!���
*

�������0 6��
��� ��� ���! Y ��� ����������� �� ��� G8# �� ��
���� |XA| + |XB|
�	�� �����
� 	�� �� ���	�� 
 ��� �&���� �#

;'��$�$ �/:(: "������ !� �� �
���������� �!���� �-$%�. ��� �-&%�2.% �� ��� ������
� ��)��� ���������� ��������� ����� ��
 �
����
* "���� ��� � ����������� ����� ���
������� 3 �!���� ��
 �#�������� ��
������� ��� � ��� � ����� �����@� �� ������ �� $ ���
& ��� ������ ����� �� ����������� ��� ������� ��� !� �!����*

�������0 �� ����	� ���$!� % ���� �&���� ��� �$������ ��� � �	�� ��	 ��� ������
��
1%# �� 	�� �����	�� �� �� �� ����	� ���$!� / ��� �&���� �� ��� ���� �&��� �# ����
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A B

X ε

Υ

,�!�� A?B+ 0�
�������� ��� ����������� ��� �������� 18

Α Β

Χ

κ

λ

Γ

Δ

,�!�� AB@+ 92����� �� ����� ����
�� �&���� �$��������� �&� �����

�� �!���

|XA|+ |XB| = |AΓ|+ |ΓX|+ |XB| = |AΓ|+ |XB|+ |XΔ| = ρ+ ρ′.

;'��$�$ �/:(:� "���� ��� �� x, y ����� �� ���������� ������
 9 �����@�� ��� ��� �����
��� ������ ����� ����������% ���� ���!�� � �������

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

���
 a, b ���������� � ������� ��� � ������ ������ ��� �����@��*

�������0 ( ��	���� |PΠ|+ |PT | = 2a ��$
�*��� ����
�!�� ��� x �� y �� ���√
(c+ x)2 + y2 +

√
(c− x)2 + y2 = 2a.
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�� �#� ��	����� ������

ΑΟ

Β

x

y

P

Π Τ

a

b

c

,�!�� AB>+ 92����� ���� ��	�����

)�������� �� �&� ���� ��� ���
������ ������������� ��� 
	*� �� ����W�������� ����
���! �� �����$��	� �����&���� ���� ���$�
����� �&��� ������������ ����� �� ���
a2 = b2 + c2#

;'��$�$ �/:(:" "���� ��� � ������������� �!��
� ��� �����@�� ����� b
2

a
= κ · p% ���
 κ

� ������������ ��� �����@�� ��� p � ������ ���������� �
� � *

Π ΤΧΟ

Ρ
Σ

ω

,�!�� AB�+ 2�����
�! ���	�

����
%!��� ��
*� ��� ����	� D ������� �����*��� � ���	� ω = |XOΣ| ��� �����'
�	*��� ��� ��� ������ ����� �� ��� ���	�� ;, ��� ��������& �&���� ��� ����	� ,� ���
���	� � ������ ��� �� D ���� ������ ����� ����� ��� ������#

;'��$�$ �/:(:& 2	��� 9 ������ ��� �����@�� ε ��� 3 � ���(�� ��
 9 ���� ������
�����* 2	��� ������ � �� ������ ��� � ��� 39 �� ��� �����@� ��� ��� ��� ��� ����� ��
�� 9 �� ���� ��� ������ �����* "���� ���0

-6. |PX|
|ΣX| =

b
a
,

-H. y = |PX| = b ��(ω), ���
 � � ��������� ����� ��
 9*
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�/�' ( ��	�6,�

�� ��!�� ��� ���
���!�� ���� �� ���� ��� �������� ����
	*��� ��!
�� ��� �&� �
�'
��&�+ ��� ��%���� �� �%��$ ��� �
	*��� �� � �������� ��� �&� ����� 0 �� �
��� ���
���!� �� ��� �����
� λ < |ΠT | = 2δ ��� �	�� ��� ��$�
� ��� ���������� ���
�������� ����	�� 8 ��� ���
���!� ��� �� ���	��

||XT | − |XΠ|| = λ.

/&� ���� �
���	 ��� ����
	*��� ��	��� ��!
�� �� ��!�� ��� ���
���!� �	��+ � ��������
p = |ΠΞ| ��� ���	�� ��� 0 ��� ��� ���	����� �������&�� � -� ������ ���������� ���
���
���!�. �� � ������
����� κ > 1 �� ��� ���	� ��&�

|XΠ|
|XΨ| = κ,

���� S �	�� � �
����! ���� �������&�� ��� �������� ����	�� 8 ��� ���
���!�#

ΠΤ

ξ

Χ

Ξ Μ

Ψ

Α Ο

,�!�� AB4+ /&� �
��� �
���& ���
���!�

�! %��$ �/:�:� � 
���(�� ����� �
������� �� ���� ��� �
���� ?/ ��
 ���'���� ���
��� ������ ��� ��� ������ �
������� �� ���� ��� ���������� ��
 ?/* /� ����� 1 ��
 ?/
����� ������ �
�������� ��� 
���(�� �*

$������0 91���� ������� ��� �
���& -0�
��
�$�� >@#>. ��� ���
���!�# 91� �� ����	�
8 ��� ��������� ��� �� ���	�� ��� �������&� ��� ||XΠ|− |XT || = λ� �&���� ��������
�� �� �� ������
�� ��� 8 �� �
�� �� �&� ����	�� ��� ���$�
����� ����� �� �� ����	�
; �� �������&� ��� 	�� ������� �
� �� �	�� ����	� ��� ���
���!�� �#�#�#

( ����	� 0� ��� ����� �� �&� ���	�� �� � ����������� ��� 0� ������� ;'5�
�	
�����%!*�	 ��� ���
���!�# �� ����	� ���!� ���� ; ������ ��
%!� %$	 ���!��7
��	# ; ��
��� ��� ���
���!� ��� ��
����� ��� �� ����
� ��� �����*���� @����%!��
%$	 ���!����	#
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�� �#� ��	����� ������

�! %��$ �/:�: 1� ��
����!��� ����� ������� ���� �
���� ��� ����)� ?/ ��� �
����
����� �������� �� ���� �� ������ ��� 
���(�� �* /� ������ ��� � < ��� ��
����!��� ���
� ���������� ����� ? ����� ������ �������� �
'
� ��� $ ��� ,% ��� ����� � 
���(�� 
������ ��� ����� ?/*

$������0 ( ���������� �
��&��� ��� ��� ������
	� �� �
�� ��� ����� ;1# 1� �� 8
��!�� ���� ���
���!� ���� �� �� ������
�� ��� 89� �� �
�� ����� ��� ������ �� ��!��
���� ���
���!# 2���! �� 80 �� 890 ����� �� 	�� �!��� �� �� 8S �� 8S9 �� �	��
������ ���� 	�� ����	� �� �� ����� �� 	�� �!���� �
� �� 8SS989 �� �	�� �
������
��
�������
����# ; ��&��
�� ���
���� �
��&��� ����� ��� ��� �
���� �$�& �� : ��
1 �� �������&�

|MΠ|
|MΞ| =

|AΠ|
|AΞ| = κ,

�
� �� 1 �� : �� �	�� �
����� ��*��! �� �
�� E �� 0# ,������ -91����� >#>A#�. ��
�� E� 0 �� �	�� �
����� ��*��! ��� 1 �� :� �#�#�#

ΠΤ

ξ

Ρ

Ξ Μ

Ψ

Α Ο

  2a  b

 c

Β

,�!�� AB5+ G����� ������ ���� ���
���!

�� ������� �������	� ������	*� �� ��$�
� �!�� �������� ��� ��
����
	*��� ��� ���
'
���!# ,���� �
�������&��� � ���������	

a = |OA|, b = |MB|, c = |OΠ| = |ΠT |
2

.
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�! %��$ �/:�:�

a = |OA| = λ

2
⇔ λ = 2a = |AM |, ->@#A.

c =
|ΠT |
2

, b = |MB| ⇒ c2 = a2 + b2, ->@#?.

|MΠ| = c− a, |AΠ| = c + a ⇒ |MΞ| = c− a

κ
, |AΞ| = c+ a

κ
, ->@#B.

|ΠΞ| = |ΠM |+ |MΞ| = (c− a) +
c− a

κ
=

1 + κ

κ
(c− a), ->@#>@.

κ =
c

a
⇒ |ΠΞ| = κ2 − 1

κ
a =

c2 − a2

c
=

b2

c
, ->@#>>.

a =
κ

κ2 − 1
p, c =

κ2

κ2 − 1
p, p = |ΠΞ|. ->@#>�.

$������0 ���
������ �������� ��� �
����# ( �
��� ��� -B#>>. �
��&��� ��� ��� ����

κ = |AΠ|
|AΞ| � �
����������� �� �
����&�����# ; �������	�� �&� ��
�� �	���� �� ������

�����& ��� *����� �
���� -|ΠΞ|, κ. �� -λ, |ΠT |. ��� �
	*��� ��� ���
���! �� ���� �&�
���!��� �
������ �#�#�#
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� � ��� ����� �� ������ ���

���(�� % ��) ���� �
���� �� ��
 1 ��� �� ����������� ���� ����� �� ��� ��� ������*

$������0 %� ��� ������� �
�������&�� ��� 0
����� 4#?#=� �&�$��� �� ��� ���	�� ��

����	� D �	�� ����	�� � �� ��� ; ��
����
	*���� ��� ���� �����
� ���� μ = |PX|
|PY | � ����
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κ =
|PΠ|
|PΨ| =

√|PX|2 + |XΠ|2
|PY | − |YΨ| ⇔ |PX|2 + |XΠ|2 = κ2(|PY | − |YΨ|)2.

1� ������� |PY | = x� ���� ��&��� �� �

|PX| = μ · x, |XΠ|2 = (c− x)2, |YΨ| = a

κ

�� � �
����&���� ��	���� ����$
�*��� �� �	� ��	���� ��� x#

x2(μ2 + 1− κ2) = b2.

( �������	� ��	���� ��� ���� ��
��� �&��� ���� ��&�

μ2 + 1− κ2 > 0 ⇔ μ2 <
b2

a2
,
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 �� ����� �? ������
��� �? �� ������ 3 ��� 
���(�� �*
-H. � ε ����� �#�������� ��� 
���(�� � ��� �� 3 ����� �� ������ ���# � ��� ε*
-:. � 
���(�� ���������� �������� ��� ��������� ��
 ���'��� �!���
 ��� σ*
-O. � �#�������� ε ��� 3 �������� ��� ����� ?3/*
-M. 1� ���(���� Y ��� Y 2 ��� ����)� ���� �#�������� ε ����������� ���� ���'��� �!���
��� 
���(�� �*
-;. /� �������� |ΠY ||TY ′| ����� ������� ��� ��� �� b2*
$������0 �� ->. �	�� ������� ��� �
���& �$�& |TX| − |XΠ| = |TX|+ |XΣ| = 2a#
%� �� -�. �� ���
!����� ����	� 3 ��� �� ��$�
���� ��� 8# C��� ��� �����������

|ΩT | − |ΩΠ| = |ΩT | − |ΩΣ| < |TΣ| = 2a.

( �������	� �������� �	�� � �
����! �� �� �
	���� �,3# ( �������� ��	��� �� �� 3
��� ��!�� ���� ���
���!� �
� �� 8 �	�� �� ������� ����	� ��� � ���� �� ��� ���
���!#
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1
2
(|XT | − |XΠ|) = a -91����� >#>5#4.#
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�� -<.� �� �� ����	� Y �$�	���� ��� �� � ;Y ������ �� ���� ��� ����
�� ���

�
����� ,0�� �
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�������0 0
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Α Β
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Ζ
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 �#�������� ��� ��� !� ������� �
��������� ��� 
���(�� � �� ������ �� ������ $%&
��� �!���� ��� �������� ����� ��� ��#��� |ρ− ρ′| ��� �������*
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;'��$�$ �/:�:� "���� ��� �� x, y ����� �� ���������� ������
 9 
���(�� � ��� ��� �
'
� 
��� ��� �������� ����� ����������% ���� ���!�� � �������

x2

a2
− y2

b2
= 1,

���
 a, b ���������� � ��������� ��� � �
'
� � ������ ��� 
���(�� �*

�������0 ( ��	���� |PT | − |PΠ| = 2a ��$
�*��� ����
�!�� ��� x �� y �� ���√
(x− c)2 + y2 −

√
(x+ c)2 + y2 = 2a.

)�������� �� �&� ���� ��� ���
������ ������������� ��� 
	*� �� ����W�������� ����
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c2 = a2 + b2#

;'��$�$ �/:�:" "���� ��� �� u = |PΣ|, v = |PΦ| ����� �� � �� ��� ���
�)� ��������
��������
 9�1J ��
 ���'���� ��� �� ������ 9 
���(�� �% #�������� ���������� ���� ���
��!�������% ���� ���!��0

u · v =
1

4
c2,
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|ΔP | = x− |YΔ| = x− y �$(ω) ->@#><.
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u
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u =
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v =
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