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Θέμα 1: (α) Εξετάστε αν συγκλίνει ομοιόμορφα στο πεδίο ορισμού της η ακολουθία συναρτήσεων

fn: (0,+∞)→ R, fn(x) = 2n
nx+3 .

(β)Δίνεται η ακολουθία συναρτήσεων fn: [0,+∞)→ R, fn(x) = x
1+nx . Βρείτε το κατά σημείο όριο

της ακολουθίας (f ′n)n∈N των παραγώγων της και εξετάστε αν η σύγκλιση των f
′
n είναι ομοιόμορφη.

Θέμα 2: (α) Δίνεται ο μετρικός χώρος (X, d) και η συνάρτηση f :X → R. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση
ρ:X ×X → R με ρ(x, x′) = d(x, x′) + |f(x)− f(x′)| ορίζει μετρική επί του X. Επίσης αποδείξτε ότι
η συνάρτηση i: (X, ρ)→ (X, d) με i(x) = x είναι συνεχής.
(β) Δώστε, κατά περίπτωση, αντιπαραδείγματα υποσυνόλων A, B κάποιου μετρικού χώρου για τα

οποία δεν ισχύουν οι ισότητες A ∩B = Ā ∩ B̄ και int(A ∪B) = int(A) ∪ int(B). Ποιός από τους δύο
εγκλεισμούς υποσυνόλων ⊆ ή ⊇ ισχύει κατά περίπτωση και γιατί;

Θέμα 3: Αποδείξτε ότι ∫ 2

1

∞∑
n=1

ne−nxdx =
e

e2 − 1

Θέμα 4: (α) Θεωρούμε εντός ενός μετρικού χώρου (X, d) μία ακολουθία (xn)n∈N η οποία συγκλίνει
στο x ∈ X. Είναι το σύνολο {xn | n ∈ N} ∪ {x} συμπαγές;
(β) Θεωρούμε μία συνεχή συνάρτηση f :R→ (X, d). Είναι το σύνολο

⋃
n∈N f [(−n, n)] συνεκτικό;

Αιτιολογείστε τις απαντήσεις σας και στα δύο ερωτήματα.

Θέμα 5: (α) Δίνεται ότι οι σειρές
∑∞

n=1 an και
∑∞

n=1 bn συγκλίνουν απολύτως. Αποδείξτε ότι η
σειρά συναρτήσεων

∑∞
n=1 (an cos(nx) + bn sin(nx)) συγκλίνει ομοιόμορφα στο R.

(β) Δίνεται ότι η ακολουθία συναρτήσεων fn:R→ [0, 1] συγκλίνει ομοιόμορφα στην f :R→ [0, 1]
και ότι η g: [0, 1]→ R είναι συνεχής. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (g◦fn)n∈N συγκλίνει ομοιόμορφα στην
g◦f. (Θυμίζουμε ότι μία συνάρτηση f : (X, dX)→ (Y, dY ) μεταξύ μετρικών χώρων λέγεται ομοιόμορφα
συνεχής αν

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀ x, x′ ∈ X (dX(x, x′) < δ ⇒ dY (f(x), f(x′)) < ε)

κι ότι μία συνεχής συνάρτηση με συμπαγές πεδίο ορισμού είναι ομοιόμορφα συνεχής)
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