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Jèma 1: a) Exet�ste an eÐnai tautologÐa h prìtash:

((ϕ1 ∨ ϕ2 ∨ ϕ3 ∨ ϕ4)→ ϕ5) → ϕ5

b) Exet�ste an ta parak�tw zeÔgh eÐnai logik� isodÔnamec prot�seic
metaxÔ touc:

(ϕ1 ∨ ϕ2)→ (ϕ2 ∨ ϕ3) kai (ϕ1 → ϕ2) ∨ (ϕ1 → ϕ3)

(ϕ1 → (ϕ2 → ϕ3))→ ϕ1 kai ϕ2 → ϕ3

g) Gr�yte mia prìtash pou na perièqei treic protasiakèc metablhtèc kai
na eÐnai yeud c akrib¸c stic peript¸seic pou kai oi treic autèc metablhtèc
eÐnai alhjeÐc   kai oi treic eÐnai yeudeÐc.

LÔsh: a) Mia apotÐmhsh pou dÐnei stic ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5 alhjotim  0 k�nei
yeud  th dojeÐsa prìtash, epomènwc den eÐnai tautologÐa.

b) Qrhsimopoi¸ntac gnwstèc logikèc isodunamÐec eÐnai

(ϕ1 ∨ ϕ2)→ (ϕ2 ∨ ϕ3) ≡ (ϕ1 → (ϕ2 ∨ ϕ3)) ∧ (ϕ2 → (ϕ2 ∨ ϕ3))
≡ (ϕ1 → (ϕ2 ∨ ϕ3)) ∧ ᵀ

≡ ϕ1 → (ϕ2 ∨ ϕ3)
≡ (ϕ1 → ϕ2) ∨ (ϕ1 → ϕ3)

en¸ gia to �llo zeÔgoc èqoume ìti mia apotÐmhsh me v(ϕ1) = 0, v(ϕ2) = 0,
v(ϕ3) = 1 dÐnei alhjotim  0 sthn pr¸th prìtash tou zeugarioÔ kai 1 sth
deÔterh, �ra den eÐnai logik� isodÔnamec.

g) AfoÔ h zhtoÔmenh prìtash gÐnetai yeud c akrib¸c stic peript¸seic pou
kai oi treic autèc metablhtèc eÐnai alhjeÐc   kai oi treic eÐnai yeudeÐc, shmaÐnei
ìti gÐnetai alhj c apì tic upìloipec èxi aponomèc alhjotim¸n. Epomènwc mia
prìtash logik� isodÔnamh me th zhtoÔmenh eÐnai h
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(A∧B∧¬Γ) ∨ (A∧¬B∧¬Γ) ∨ (A∧¬B∧Γ) ∨ (¬A∧B∧Γ) ∨ (¬A∧¬B∧Γ) ∨ (¬A∧B∧¬Γ)

Jèma 2: ApodeÐxte ìti oi parak�tw dÔo sunj kec eÐnai isodÔnamec:
a) To sÔnolo {ϕ1, ϕ2, ..., ϕn} den eÐnai antifatikì (eÐnai epalhjeÔsimo).
b) H prìtash (ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ... ∧ ϕn−1)→ ¬ϕn den eÐnai tautologÐa.

LÔsh: Deqìmenoi thn pr¸th sunj kh, xèroume ìti h apotÐmhsh pou k�nei
ìlec tic prot�seic tou sunìlou {ϕ1, ϕ2, ..., ϕn} alhjeÐc dÐnei alhjotim  1 sth
sÔzeuxh (ϕ1 ∧ϕ2 ∧ ...∧ϕn−1) kai alhjotim  0 sthn ¬ϕn, �ra dÐnei alhjotim 
0 sth (ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ... ∧ ϕn−1)→ ¬ϕn, pou epomènwc den eÐnai tautologÐa.

Antistrìfwc, an h (ϕ1∧ϕ2∧ ...∧ϕn−1)→ ¬ϕn den eÐnai tautologÐa, autì
shmaÐnei ìti up�rqei aponom  alhjotim¸n pou epalhjeÔei th (ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ... ∧
ϕn−1), epomènwc kai kajemi� apì tic prot�seic pou summetèqoun sth sÔzeuxh,
all� dÐnei alhjotim  0 sthn ¬ϕn. Aut  loipìn eÐnai mia aponom  alhjotim¸n
pou kajist� alhjeÐc ìlec tic prot�seic tou sunìlou {ϕ1, ϕ2, ..., ϕn}

Jèma 3: ApodeÐxte ìti, gia opoiad pote sÔnola prot�sewn Γ, ∆ kai pro-
t�seic ϕ, ψ, an isqÔei ìti Γ |= ϕ kai ∆ ∪ {ϕ} |= ψ, tìte Γ ∪∆ |= ψ.

LÔsh: An v eÐnai mia aponom  alhjotim¸n pou k�nei alhjeÐc tic prot�seic
tou sunìlou Γ∪∆, tìte k�nei alhjeÐc tìso tic prot�seic tou sunìlou Γ, ìso
kai ekeÐnec tou sunìlou ∆. Tìte, afoÔ Γ |= ϕ, èqoume v(ϕ) = 1. Epomènwc h
v k�nei alhjeÐc ìlec tic prot�seic tou sunìlou ∆∪{ϕ}, kai afoÔ ∆∪{ϕ} |= ψ,
paÐrnoume ìti v(ψ) = 1.

Jèma 4: Estw mia gl¸ssa L thc kathgorhmatik c logik c pou perièqei
èna sqesiakì sÔmbolo duo jèsewn R kai èna dimelèc sunarthsiakì sÔmbolo
× kai èna sÔmbolo stajer�c 0. Anaferìmaste ston ìro x×y wc ��to ginìmeno
twn x kai y �� kai sto sÔmbolo stajer�c wc ��to mhdèn��.

a) Gr�yte prot�seic thc gl¸ssac aut c pou na ekfr�zoun ìti, h sqèsh
pou ermhneÔei to R, èqei tic ex c idiìthtec:

(i) Gia opoiad pote dÔo stoiqeÐa pou sqetÐzontai, up�rqei èna trÐto stoi-
qeÐo, diaforetikì apì aut�, ètsi ¸ste to pr¸to na sqetÐzetai me to trÐto kai
to trÐto me to deÔtero.

(ii) An ta ginìmena dÔo stoiqeÐwn me to mhdèn isoÔntai, tìte up�rqei k�poio
stoiqeÐo ¸ste to ginìmenì tou me to pr¸to na isoÔtai me to deÔtero   to
ginìmeno tou me to deÔtero na isoÔtai me to pr¸to.

b) Gr�yte prot�seic isodÔnamec me tic arn seic twn parap�nw idiot twn,
me trìpo ¸ste o sÔndesmoc thc �rnhshc na efarmìzetai mìno sto sqesiakì
sÔmbolo R   sto sÔmbolo thc isìthtac.
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g) D¸ste paradeÐgmata dom¸n ìpou epalhjeÔontai oi parap�nw prot�seic
(ìqi upoqrewtik� tautìqrona, mporeÐte na d¸sete èna par�deigma gia th mÐa
kai èna gia thn �llh). (3 mon�dec)

LÔsh: a) Oi zhtoÔmenec prot�seic eÐnai
(i) ∀x∀y (R(x, y)→ ∃z(¬(z = x) ∧ ¬(z = y) ∧R(x, z) ∧R(z, y)) )
(ii) ∀x∀y (x× 0 = y × 0 → ∃z((x× z = y) ∨ (y × z = x)) )
b) Oi arn seic twn parap�nw eÐnai isodÔnamec, antÐstoiqa, me tic
(i) ∃x∃y (R(x, y) ∧ ∀z((z = x) ∨ (z = y) ∨ ¬R(x, z) ∨ ¬R(z, y)) )
(ii) ∃x∃y (x× 0 = y × 0 ∧ ∀z(¬(x× z = y) ∧ ¬(y × z = x)) )
g) Gia na broÔme domèc pou epalhjeÔoun tic prot�seic tou a) mporoÔme na

ermhneÔsoume th sqèsh R wc th sqèsh austhr c di�taxhc eÐte stouc rhtoÔc
  stouc pragmatikoÔc arijmoÔc, th stajer� 0 wc to mhdèn kai to × wc to
sunhjismèno pollaplasiasmì stouc rhtoÔc   stouc pragmatikoÔc arijmoÔc.
Pr�gmati loipìn h pr¸th epalhjeÔetai giatÐ, gia opoiousd pote rhtoÔc a-
rijmoÔc, an o pr¸toc eÐnai mikrìteroc tou deÔterou, tìte up�rqei arijmìc
diaforetikìc apì touc dÔo dojèntec, o opoÐoc brÐsketai an�mes� touc. H
deÔterh prìtash epalhjeÔetai wc proc thn ermhneÐa pou proteÐnoume giatÐ:
Gia opoiousd pote dÔo arimoÔc, h upìjesh ìti ta ginìmen� touc me to mhdèn
isoÔntai alhjeÔei p�nta (afoÔ kai ta dÔo k�noun mhdèn). Tìte, an kai ta
dÔo aut� stoiqeÐa eÐnai diaforetik� tou mhdenìc, up�rqei stoiqeÐo (to phlÐko
tou deÔterou dia to pr¸to) pou an to pollaplasi�soume sto pr¸to dÐnei to
deÔtero. An èna apì ta dÔo eÐnai Ðso me mhdèn, tìte up�rqei arijmìc (to mhdèn)
pou mporeÐ na pollaplasiasteÐ sto �llo ¸ste na dÐnei to pr¸to.

Jèma 5: Gr�yte mia prìtash thc Kathgorhmatik c Logik c σn, tètoia ¸-
ste mia dom  A na thn epalhjeÔei an kai mìno an o forèac thc dom c aut c
èqei toul�qiston n stoiqeÐa.

Upojèste, proc stigm n, ìti up�rqei prìtash σ, tètoia ¸ste mia dom 
A na thn epalhjeÔei an kai mìno an o forèac thc dom c aut c eÐnai �peiro
sÔnolo. Up�rqei dom  pou na epalhjeÔei ìlec tic prot�seic tou sunìlou

Σ = {σn | n ∈ N} ∪ {¬σ} ;

EÐnai dunatì na up�rqei prìtash σ thc Kathgorhmatik c Logik c ìpwc
aut  pou perigr�fei to prohgoÔmeno er¸thma?

LÔsh: H prìtash pou epalhjeÔetai se mÐa dom  an kai mìno an o forèac
thc dom c aut c èqei toul�qiston n stoiqeÐa eÐnai h

∃x1∃x2 ... ∃xn (¬(x1 = x2)∧¬(x1 = x3)∧...∧¬(x1 = xn)∧...∧¬(xn−1 = xn) )

(gia na epalhjeÔetai aut  h prìtash se mia dom  prèpei na up�rqoun toul�qi-
ston n stoiqeÐa, ta opoÐa eÐnai diaforetik� metaxÔ touc).
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An up�rqei sthn Kathgorhmatik  Logik  prìtash pou na alhjeÔei se mÐa
dom  an kai mìno an o forèac thc eÐnai �peiro sÔnolo, tìte h �rnhs  thc
epalhjeÔetai akrib¸c stic domèc pou èqoun wc forèa peperasmèno sÔnolo.
Den eÐnai dunatì na epalhjeÔetai h �rnhsh miac tètoiac prìtashc se mÐa dom 
tautìqrona me ìlec tic prot�seic σn, afoÔ h men �rnhsh mi�c tètoiac prìtashc
lèei ìti o forèac tou dom c eÐnai peperasmèno sÔnolo, oi de σ1, σ2,..., σn,...
epalhjeÔontai an up�rqoun toul�qiston èna, dÔo, ..., n, ... klp stoiqeÐa sto
forèa thc dom c. Epomènwc an epalhjeÔetai h �rnhsh thc σ prèpei o forèac
thc dom c na èqei èna peperasmèno pl joc n stoiqeÐwn kai tìte h σn+1 de
mporeÐ na epalhjeÔetai.

An upojèsoume ìti up�rqei mia tètoia σ, tìte k�je peperasmèno uposÔnolo
Γ tou

Σ = {σn | n ∈ N} ∪ {¬σ} ;

epalhjeÔetai: An N eÐnai o megalÔteroc fusikìc gia ton opoÐo h σN emfanÐze-
tai sto Γ, tìte k�je sÔnolo me N stoiqeÐa epalhjeÔei ìlec tic prot�seic tou
Γ. Apì to Je¸rhma tou SumpagoÔc tìte èpetai ìti ìlo to sÔnolo Σ epalh-
jeÔetai se k�poia dom . Omwc eÐdame prohgoumènwc ìti k�ti tètoio den eÐnai
dunatì. Katal xame loipìn se �topo upojètontac ìti up�rqei mia tètoia prì-
tash σ. Ara den up�rqei prìtash σ pou na epalhjeÔetai se mÐa dom  an kai
mìno an h dom  èqei wc forèa èna �peiro sÔnolo.
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