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��	�� ** 	����� �	��	�	++ ������	� ��	����� �	� 	
������ 	���(� 	
�����
��	�	 �� ���	����	 ������	 
��(���	�	� !� �������	 ����) �� �� 	��
���
��� ��	"������ ��������) 	
��	��"��� ��� ��� �
���	� �	��	�	 �	� "	�����
�	�	 	��� ���	�� �	 ������� �� ** �	��	�������� �������� �� ��
�	��� �	�

���	� ++ 
�� �� �������	 �������	� �� �� 	�������	 
�� 	���-�� ���
�	��	���� ���������	 ��	 �	 �� ������ ��"���� �	� 
��������� �

3�
�� ���� ����( �	� �� ��� "	��	����� 	����� ı �� �� 
������ ������
�	 ı2 = −1� !�� 	��� ��	�� �� ��"����� ��� �	� ���	���� �� ��
�����
�����������) 	��� ��� �	� 	���� �������� �
������������ ����������) ��
�������	 	�	(����-� �� 
	�����	 ��� �� 
�� ������	 
��(���	�	 ��� ����
���	�����) 	
��	��"��� �	� 	
�����
����� 
������ !����	 ���	��� �� ���
�	 ��	����������) ����� �	 
���(������ ��
�-�) �� �������� �������) ��������
��� �� ��	���� ������ 
�� �	 �	� (�����) �	� �� ��	 ���������� ��������	
�	 	�	�������� �� ������ ���
� ��� "	��	����� �	�	����	 ��� ı) 	
��	��
�
����	� ��� �� ������	�	 	����� � 
	�	
��� 	������ ���	� ���� "	��	������
��� �	� � 	������ ��	�

,� ���������� 
�������� ��� �� �	��	���� �	� **���
	�++ ���	� ��	 �����	

�� ���� **(	"����� ++ �	 ����	 �� �� ���� 	����������� 
�	��	������ 	�������
�	� ��� ��� 	
� 	��� �	 
���	 ���	� ** ������ ++� 4 
��� A(+5) + B(−8) =
Γ(−3) �� ���� �
� �� �����	� ��	���� 
���� ������� ����� 567 	
� ��
���� �	� �� �������	 ���$ ������� 	������� 5�7 	
� �� A(+5) �� 	
�������
�	 �	 (������� ��� ����� Γ(−37� # 
���	
�	��	���� �
� ������ ��� 
���
�	
�	���-�� �� ����� �	� �����$���� # 
���	
�	��	���� �
� 	������ ������-��
� ��	���	��	 �� �� *8
�����++ ��� ���� "������� ��� ���������� ��� �� 
���
�� 	���� ,� 	�� ���� �� "$� ���� (��
���� �� ���-����	 �����	 ��� �
���
�
�
�� ���� 
�� ���� ����� �� A ���	� (	"������� �� �	�����	��� ����
���	������ �� �� 	��������� -����� Ak(x, y)) �	� �� 
������ ������	������
Ap(r, θ)� �	 ����	 �� 	������ �����	� ��� ��� **���
	�++ ����� �� 
�������
�	 ���	� ���
��(	
������	� #� 
������ 
�� ���	�� ����������	� �����	
��� ��� 
���(����� ��� ��	����	����� �$��� ��	 �	 
������ ��� ����� 	
�
���-������ �������� ����� �	� 	������� �	� �	�	����"�� 
��� �	 ��� � �����
4 
��� (−3, 5) + (4, 9) = (1,−4) 
������"�� �� ���	��
�� 	
� �� 
�$�
�� ����� Ak(−3, 5)) 5 ������� ���-����	 ����� �	� �� �������	 4 �������
�	�	����"	 �	� ���� ) �
��� �	�	������� �� ��� Bk(1,−4)� .� ��� (	�
����� 
���	
�	��	��� ����� 	
� �� ��	����� � ������� ��� ��	��������
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����� ���� 
�$� �	� 	
�
���	 ���	� ��� ����������
�� ��� 
����� ��� ����"$� �	� �� 	���� �� �	��	����
����� ���� ��

������ ���	� "����� �	� ���������� <� 	��� �(������ 
��� �	 "$�	 ��	 �	
������� ��	 ��	 	
�
���	) ��	�$��	� �	� ������� �$�� 	
� �� 
��������
��	���	��	 �� ���
�� ����	��	 ��� ������ �� 	������ �����	��

,� 	�������������� ���� 
���	
�	��	�����
3 · 4 = 12) (−3) · 4 = −12 ) (−3) · (−4) = +12

�� 
������ ������	������ ������

Ap(3, 0) · Bp(4, 0) = Γp(12, 0)) Ap(3, π) · Bp(4, 0) = Γp(12, π))
Ap(3, π) · Bp(4, π) = Γp(12, 2π)

.� ���	 ����	 � 
���	
�	��	���� ��"��-�� �� ������ ��� 
���	
�	���
	��� ���� 
���	
�	��	���� **
���	
�	������ �� �� ����� ��� �	� ���� � ���
�� ������ ���++ � ������	�	 � 
���	
�	��	���� �� 
������ ������	������ 	��
��������� �� ����

Ap(r1, θ1) ·Bp(r2, θ2) = Γp(r1 · r2, θ1 + θ2)

0	�	��$��	� �� 
	�	
��� ���� ��	
���$����� ��� ������ "��	����� ��	
���	 �� �����	� ��	� ���������� �	���	 
�� �	��	����
���� ��� ����"�� ��
��� �� �
�
���) �� 	��� 	��(���� 	����� �	 "$�	 �	� ��� 	"������ �����
���	 �	 
������ �	� �	 �	�������� ��� 
���	
�	��	��� ���	��� � ������$�
��������� ��� �
�
�����

'"	���-���	� ��� 
��������� �
�����	���� �	���	 ��	 �� ����� Ik(0, 1) =
Ip(1, π/2) ������

Ip(1, π/2)Ip(1, π/2) = Ip(1, π) = Ik(−1, 0)

��	�� �� 	
�������	 �	���-��	� �� �� ����� 
�� ��� 	����� ���	���� ���
���	 ��	� (	
������� −1� ,� �� 
	�	
��� ����� Ik(0, 1) = Ip(1, π/2) ��
(	
������� ı) ��	� 
���	
�	��	���� �� ��� �	��� ��� ����"��	� ������ �	��
=; ������ �	� �	���-��	� �� �� −1�
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���	��) �
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������) ��� �� ı ��� ���	� 
���������� "	��	������ 	
� �� �����	 ��	� ��
**���
	�++ ��� ���	�  �����	 	��� �� �
�
���� ��� ������ ��� ����	 �	�	���
������ ��	 ��	����	�	 �	� �� ������� ���	��	�� �������� �� �	������� (���
5�	�	����" �����	7 ���� 
�� �	� ����
�  
��� ��� 
���	
�	��	���� ���
	�������� ��	 �	 
������ ���� ��� ����"�� ����� 5�� ��������� �������� ���
	�������� ��� ���	� � 
���	
�	��	���� 
�� 
������ 	�� ����� ���	� ���������

��� ) ��	�� �� 	
�������	 ��� ���������� ��������� ��� ��	�������� ���	�

�	��	����� 	������ �	� ��� �������	7

,
� �� ����

Ap(r, θ) · Bp(1/r,−θ) = Γp(1, 0) = Γk(1, 0)


����
��� ��� ���� � ������� �������� ���� 	�������"��
,�

Ak(x1, y1) = Ap(r1, θ1), (x1 = r1 cos θ1, y1 = r1 sin θ1)

Bk(x2, y2) = Ap(r2, θ2), (x2 = r2 cos θ2, y2 = r2 sin θ2)

'"	���-���	� ���� ���������������� ��
��� ��� 	������	��� ����$� ������

Ak(x1, y1) ·Bk(x2, y2) = Γp(r1 · r2, θ1 + θ2) =
Γk(r1r2(cos θ1 · cos θ2 − sin θ1 · sin θ2), r1 · r2(sin θ1 · cos θ2 + cos θ1 · sin θ2)) =
Γk(x1 · x2 − y1 · y2, x1 · y2 + x2 · y1)

4 
�������� ���� �	� 	
��	��
��� �� ������� ��	 ��	 	����� ��������
��� 
���	
�	��	���� 	
� �� R ��� R2�

4 
��(��� �������� �	� 	"�� -������� ����$� 	�  ��	�����)  �����
������ 	
�
���	 �	�  ��������� "��	��	 ���� 
�������	� ��
��	 �����
�	��	���� ��) 
	���������	� ��� 
��� ��� ���	�� �� 
	�	
��� 
��(���)
��	�$��	� ���� ��	 	�����	"� ��� ��	�� �	� 
��������� �� ��	 	�����
�������� ��� �$�	��� ��� ���	���$� 	����$��

��� �	 ���� ��� ��������� �
�����

?������� �� ������ R2 = {(x, y), x, y ∈ R} �"���	����� �� ��� 
������ +
�	� · 
�� ���-���	� �� ����@



	
�
 �� ����� ��� ��������� �������� A

,� z1 = (x1, y1) �	� z2 = (x2, y2) �������	 ��� R2 ���� ���-����

z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2) , z1 · z2 = (x1 · x2 − y1 · y2, y1 · x2 + x1 · y2)

,"����	� ���� 	�	��$�� �	 	
������� ��� �� R2 �� 
��� ��� 
������ 
����
���� �	� 
���	
�	��	���� ���� �� ���� �$�	���) ��	�� �������

�� z + (0, 0) = (0, 0) + z = z �	� z · (1, 0) = (1, 0) · z = z
��	 ���� z ∈ R2 5�
������ �������	 �������	 ��� 
������7

%� z1 + z2 = z2 + z1) z1 · z2 = z2 · z1
��	 ���� z1, z2 ∈ R25 �� 
������ ���	� 	������	�������7�

1� 4 ������ z + Z = 0 ���� ���	���� ��� �� 
��� Z ��	 ���� z ∈ R2

5�
����� � 	�������� −z7�
2� ,� z = (x, y) �= (0, 0)  ������ z · Z = (1, 0) ���� ���	���� ���
Z = (x/(x2 + y2),−y/(x2 + y2) 5�
����� � 	������"�� z−17�

9� <�	 ���� z1, z2, z3 ∈∈ R2 ������
z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 5������  �
���������� ������	 ��� 
���	
�	���
	���� �� 
��� �� 
������7�

,
� �$ �	� ��� ���� ��	 �� 
��������� ������ �	 ������
������ �	�
����� �� ���(��� C) �	 �� �����-���� ������ ���	���$� 	����$� � ���	����
�
�
��� �	� �	 �������	 ��� ���	������ 	������� � ����	 ��� ���	����� �
�
��
����

,� �������� L(x) = (x, 0) ��	 ���� x ∈ R) 
	�	������ ��� �������@

L(xy) = (xy, 0) = (x, 0) · (y, 0) = L(x) · L(y)

�	�
L(x+ y) = (x+ y, 0) = (x, 0) + (y, 0) = L(x) + L(y)

��	 ���� x, y ∈ R�
,
� �	 
	�	
��� 
����
��� ��� �� ���� �� ��� 
��������� �	� ���� 
���
�	
�	��	����� �	 �����	 R �	� R×{0} ����� �� ���	 ���� �	� �� �� �����	
	��� �
����� �	 �������� �	�����	 ) ** (	
��-���	� ���� (x, 0) �� �� ����
������	"�	 ��� x++� !� 
�� 	����� �	��	���� ��$��	  
	�	
��� �	����
���	� ������"����� �	� �	 �$�	�	 ���	� ������"	�
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5<�	 ��
���� 
�� ���� **"�����"���� ��	"���� ++ �� 	���� ��� ������ ��
�	���� �	� 	�����	� �	 	
������� �� ���� R ⊆ C)  	
	���� ��� �
���� �	
��	��
����� 	"	��$��	� 	
� �� R2 �� R × {0} 	����	����$��	� �� �� �� R


���	���-���	� �	�����	 ��� ������ ��� 
�������7
.� (�� �� 
	�	
��� �	����) ��	 ���� x, y ∈ R ������

i · y = (0, 1) · (y, 0) = (0, y)

�	�
x+ iy = (x, 0) + (0, y) = (x, y)

4 ���"� z = x+ iy ����	���� �� (�(�����	"�	 	
� �� ������	� z = (x, y))
���� ��	 ������ ����������) ���� �
���� ���	� 
�� ������) ���� ��	 �	 ���
"�	���� �	�����	  �����	 ��� -������ �	� ���	�� �������� ��� �$�	��� C)
���� ��	 ��	 	��� �	-�� !��� 
	�	
��� ���"�� �� x �����-��	� 
�	��	����
����� ��� z �	� ���(���-��	� �� Rez �	� �� y "	��	����� ����� ��� z �	�
���(���-��	� �� Imz� !�� ����� 	��� 
��
�� �	 
��������� �� *B�������
�	����(	 ++ 
�� �� "	��	����� ����� ���� ���	����� 	������ ���	� 
�	��	�����
�	� ��� "	��	������ 	������� &#��� 	"��� �� 
������ �
������ ���� ���
�	������ 	������� �	 ���� �������� �	� �	� ��	����	�	 ��� �
�
���� �� 	���
�� ����� .� �� 
������ ��� 
���	
�	��	���� ������ ��	� **
�� 
����
���++ ��	����	���� �$�� ���� �
��� �
������ �	 
���	
�	���-���� �	� �	
��	������ ��	����	�	 	�������
�-����� �	 �	� ���	�	 �	��	���� 	���������	
��������	� ��� ����� �	� �� ���	������ �	��	���� ���
� �	� ��� ����"��
����� 0���������� �	 �� ������� 	��� 	
�������	���� �	 ����	������ �����
���	 	
�� ����� �	� ������� �� **���	���� ��$��	++�



	
�
 �� �������� �������
 =

��� �	 �������� �����	�

,� z = x+ iy ∈ C ���-���� �	� ��-��� ��� z ��� 	����� z̄ = x− iy 
��
���������� ���(���-�� �� ���������� ��� ������ z �� 
��� ��� ����	 ��� x
�	� ����� ��� z ��� 	����� | z |= √

x2 + y2�

Re z
x

y z=x+iy

Im z

w

z

z+w

z

z

z
z

!���	 ���@

'����	 	
����������	� �� �������

• z1 ± z2 = z̄1 ± z̄2) z1z2 = z̄1z̄2) z1/z2 = z̄1/z̄2

• Rez = z+z̄
2
) Imz = z−z̄

2i
) ¯̄z = z

• Rez = Imiz) Imz = −Reiz

C������� ���	� �
��� �� �������

Imz = 0 ⇔ z ∈ R ⇔ z = z̄,



�; ��������� 	
 ��������� ��������

z "	��	������ 5������	�	 ���"���� z ∈ ıR) ⇔ Rez = 0 ⇔ z = −z̄7�

,� z �= 0 ����)

Re(az) = aRez ⇔ a ∈ R �	� Im(az) = aImz ⇔ a ∈ R�

!������ �� �� ����� �����	 	
���������	� �� �������

|zw| = |z||w|, |z/w| = |z|/|w|, |z̄| = |z|

,
� ��� �����	��� ��� 
���������� 
����
���� �� 
	�	���� ��������
�������

|z ± w|2 = (z + w)(z̄ ± w̄) =
|z|2 + |w|2 ± zw̄ ± z̄w =
|z|2 + |w|2 ± 2Re(zw̄)

�	�
|z + w|2 + |z − w|2 = 2|z|2 + 2|w|2

4 ������ ���� ���������� ��"��-�� �� ������ 
���	� ��� �� �������	
��� ����	�$��� ��� 
����$� 
	�	����������� �����	� �� �� �������	 ���
����	�$��� ��� ��	������ ���� D����� 
��� ��$��	 �� ���������	� ��"��-��
 
�$� ����� 5'��	� ����� �� ����� ��� �"	����� ��� 
	�	
��� ��
��
�� "������ �	 ��	"	��-��� �	 	
����	 �	� ��� �
���� ��� ��-��$�) ��	 ���
���� 	��� �
���	������ �� �
	���
�� 
�� 
��
�� �	 �
����� 	
��	��� ��
���	� �� 	������	� 
�� 
����
��� 	
� ���� 	����������� ��
��� ��� 
�	��
�	���$� 	����$��7

.������ 	
��� �������� 	�������� �� 
�$� -��� ���	� �� 
	�	����

Rez,Re(−z), Imz, Im(−z) ≤ |z|


�� ������	� ������� ���

z ∈ R
+
0 )z ∈ R

+
0 )−ız ∈ R

+
0 )ız ∈ R

+
0 	��������	)

�
�� R
+
0 �� ������ ��� �� 	�����$� 
�	��	���$� 	����$��



	
�
 �� �������� �������
 ��

��$��� -�.�-� 5��������� 	������	7
<�	 ���� -����� ���	���$� 	����$� ������

||z| − |w|| ≤ |z + w| ≤ |z| + |w|

,� w �= 0  �����	 ��� ����� ������ ������ 	� z = kw �� k ≥ 0 �	� ���
	������� ������ ��	� z = kw �� k ≤ 0�

��������	 E $����	� ��� ��������� �	�	������� ���� ������	��� 	�������
��

−|z||w| ≤ Rezw̄ ≤ |z||w|
4 �����	 ��� ������� ������ �� (�� ��� 	������ �������$���� 	��������

�� �$�	�� ������	��� ��

zw̄ =
z|w2|
w

= k ∈ R
+
0 � z =

k

|w|2 · w

0��"	��� ���	� �$�	 �	� �� ���� �������

.�	 
��� �	�� �"	����� �� ���������� 	������	� 
��  
���
��� ��
�����	� 
	�-�� 	
�"	������� ���� ���	�  
	�	�����

/0�����# -�.�-� F	 	
�������� ��� ���� �����  ���� 	���($� ��	 ��������
�� �
��	� �	 �
��������� �� ����� �

��������	 ?������� �� �����  E = {z ∈ C : |z − a| + |z − b| = c} ��
|b− a| < c �	� �	 	�	-������� �� max{|z1 − z2| : z1, z2 ∈ E}�
?������� �� 	������	 |z1 − z2| ≤ |z1 − a| + |a − z2| ) 
�� �����	� �����	
���� ��	� z1−a

λ
= z2 − a �� λ < 0 �	� �� |z1 − z2| ≤ |z1 − b| + |b − z2| 
��

�����	� �����	 ���� ��	�
z1 − b

μ
= z2 − b �� μ < 0�

0���������	� �	�� ��� ������ |z1 − z2| ≤ 2c �
,� �
���� -����� ��	"������$� ������ �� ����� � $��� 
	�	
��� ����
�	 �����	� �����	 ���� �� "����	 2c �	 ��	� ��� �� �� -������� ����� �	�
�� ���� ������ -����� �	 	������������ ��	 ����������
,�	��	�	 ������ ��	 �	 ���(��  �����	 ���	� 
��"	�$� �	 ������ �����	
���� ��� 
���������� ���������� 	������	��



�% ��������� 	
 ��������� ��������

,� �
�������� �� ���������� ������	 ��� �������� ) 	
� �� 
�$� 
	�������
��� �	 ����	 z1, z2, a 	������ ��� ���	 �����	 �	� 	
� �� ������ �	 z1, z2, b
	������ �
������ ���	 �����	 ) �
��� �	 ����	 z1, z2 	������ ��� �����	

�� 
������ 	
� �	 a, b) 
�� ��	���� ��� �	���	 	
� 	��� ��	��
���� ������
�� ���"�� z = a+ x(b− a), x ∈ R�
,
� �� ���� |z − a| + |z − b| = c 
	�������

|b− a|(|x| + |1 − x|) = c �� |x| + |1 − x| > 1)


�� ������	��� �� x < 0 � x > 1�
<�	 x < 0 
	�������

x =
1

2
− c

2|b− a| �	� z1 = a+ (b− a)(
1

2
− c

2|b− a|)

�	� ��	 x > 1 
	�������

x =
1

2
+

c

2|b− a| �	� z2 = a+ (b− a)(
1

2
+

c

2|b− a|)

'��	� �$�	 "	����  ���� |z1 − z2| = c �	�  ���	������	 ��� -������)
��	�� �� ��	�������

5,� �	� ���	� ����� 
��������� �	 �� �
�������� ���������� ������	 
��������
��� �	 	������� ��� ����(�	 ��� ���	���$� 	����$� ���� 	
� �� 
�$�
�����	 
	�������

z1 − a =
λ(z1 − z2)

λ− 1

�� ������

z1 − b =
μ(z1 − z2)

μ− 1

,"	������ �	�� ��� �	� 
	������� �� z1−z2 �	� 
�	��	���� 
���	
����� ���
a− b) �� 	����	�������� �� �������	 ���� 
���������� ������� 
	�������
������� �� ���"�� z = a + x(b− a), x ∈ R�7

.� �� �������� ��� 
���	
�	��	����) ��	�� �� �	��	����
��� ���
����"$�) ��
������	�� ����������� ��	���������� � ��������	 	��� �	� ��
����(�	 ��� �
�
��� �
����������	� ��	 
������� ���
���� ����� ��
��	
���� ��� �	�	�����	� ����� ������� !�� 
���
��� �	�  ����	 ���	�  ����� 



	
�
 �� �������� �������
 �1

����	�� ���(	��� �� �� �$�	� .� ���	 ����	 ��� �$�	 ��� ���	���$� 	��
���$� ��� �
���������� �� ����	� ��� 
�	��	���$� 	����$� ��� ����� ���
�����	� 	��� �	� �	 �� ���	�� ��� �	 �����-	�� ��
��	 �
���� � 
���	
�	��	��
��� ������� ��� �	 ����� 
���	 ������ 	
�������	� 4 ���	� �� 	������	�
	
� ���� 
�	��	������ 	������� 
�� 
��	�	"��	�� ���	� �	� �� 	��� �� �����
������) �
�� �������� �� 
���
�$���� 
�� �� "������ ������ ���������� ���
�	���$� 	����$� �� �	 ���(��	 ≤,≥, <> sup, inf,min,max�

����� ��
���� �������	 !
���	 

!�� �$�	 ��� ���	���$� 	����$� �
��	�� 	
� �� 
���	 �� ������������	�
�� ������� �� ������ �	� �� ��������� �	� �� 
��� ��� �	 �����-���� 
���
�	��� ,�  
��� �	� (	��-��	� 	
���������� �� ��	 ���	�� ��� �����
��������	 ��� ������� 
��
�� �	 �� ����������� ����� ��	 �	 	������� ��
� ������� 	
	������� �	��	����� 	�������	� �� ��$���� �	� 
��
�� �	
���������� �	�����	� <�	 �	 �������� ���� �� ������ �������	�� 	������
� �� �����	 ������ ����� ���� 
�� �� �	���-��	��� 	
� �� "�����)
��	�� "	��	-��	��� �� ���� �	� �	�
�� 	
� ������ 
�� �� ����$�����
�	� ������� �� ����� ��� ,��� (�(	�	  *G���	��	���� ++ "����� �����	
	��-�� ��� ��(	���� �	� ��	�� 
������� �	� ��� 	����� ������ �� �����	� ���
������� .� �� (�����	 ���� ��� ������������ � ��� 
�	��	���$� ���	���
����$� �� ��������������� 	������ ������	� 	����� �	� ��� �	 �(�	
�� ��	
"���������	� .
�����	�� (�(	�	 �	 	������������ ��	 ��� ���� �	� �	
�� ������ 	������ ��
��	 ��	 ���� ���������������� 	������� �	� �	 ����
�������� 	����� 	
� �� 	��� �� ��������� ���"�� H�� ��������	�� 	���
�� ������ ����� ����� �
�� ���� 
��� �� -�� �	� 
�� ��� (���	�� 	�����
�
�������	�	 �	 ���� (������ ��� �	�	����	 ���� �	� ��	 ����� E
�����
�	��� ��� ��� �	����� ������ �	 ������� ��	 	�	"��� ��� ��	���	��	 
��
	�	"��	��� '����� ���� 
�� 
���������� ���� 	�	��$�� ���	� �	 	
������
�� �	� ���� ��� 	
���������� �������� �� ���	������	 ��� ������� �	�
����������) ��	�� 	� ��	 ��	 -����� (S,C) 
�	��	���$� ���	������� �����
����� �� ������� �� R ������ S ′ = C,C ′ = −S, S(0) = 1 − C(0) = 0 ����
���	� ���	�����

1������ -�.�-� ,� z = x + iy �= 0) �� �����	 ��� z 5argz7 ���-���� ��



�2 ��������� 	
 ��������� ��������

������ ��� ����$� ������ ��� ����$����

cos θ =
x

|z| , sin θ =
y

|z| .

,� θ ��	 ��� �� 
	�	
��� ������� ��	�� θ ∈ argz ���� ������

argz = {θ + 2kπ, k = 0,±1,±2, . . .}.

'��	� "	���� ��� �� ����� ������	 (a, a+2π] ��� �
����� 	���($� ��	 ��������
��� ������� argz �	� �� ���(���-���� �� Argaz� 5C�����
������ �� ��"	�	��
&,�"	 ��	 �	 ������� �� ������� 	�����	 ��� ������� Argaz �	� ��
������ argz � 0	�� �� ������� ��� �� argz ���	� ������ �	� ��� �������
��� �	 	
�"������ ��
���� "���� �� �������� �������� �	 ���"���� θ = argz
	��� θ ∈ argz� <�	 �	 ����������� �� 
	��(	� 	� ������� �� ���"���	
�	 �	�	������ �� ��"�	� = argz ���	�	 �	� ��	��	����� ���(������ ��
∈ argz++�

#��-���� �	� ����� �����	 ���� � �������� ���	����� 	������ z ��
Arg−πz �	� �	 �� ���(���-���� �� Argz�

'��	� ������ �	 ����� ��� ��	� � �������� ���	����� 	������ ���	� 
�	��
�	����� � "	��	������ ��� �	� ���� ��� �������

|π
2
− Argz| = π

2
� |Argz| = π

2

	��������	�
!������ �� �� �������	 �� ��������Argaz ������  
	�	���� 
���	��

��$��� -�.�2� 4 ������� Argaz ���	� ������� ��� ������

Ca = C − ∪{z ∈ C : Argaz = a+ 2π} ∪ {0}

�	� 	������� ��� �������	 {z ∈ C : Argaz = a+ 2π}�
��������	 ?	 �� 	
��������� ��	 �� ����� �����	� ,
� �� 
�	��	����
	����� �����-���� ���

(tan t)′ =
1

sin2 t
, t ∈ (−π

2
,
π

2
)



	
�
 �� �������� �������
 �9

�
���  ������� 	�������"��	� �����$� ��� Arc(tanx) ) x ∈ R�
,� θ = Argz ����

tan
θ

2
=

sin θ

1 + cos θ
=

Imz

Rez + |z|

�
��� 	
� �� ���� Argz = 2Arctan
Imz

Rez + |z| 
����
���  �������	 ��	

����	 
�� ��� 	������ ���� 	������ ������	�
,� a < 0) �������� ��� 	���������

zn = |a|(cos(π − π

n
)) + ı sin(π − π

n
))

�	�
wn = |a|(cos(−π +

π

n
) + ı sin(−π +

π

n
)


�� �	� �� ��� ���������� ��� a 	���)

Argzn = π − π

n
→ π

�	�
Argwn = −π +

π

n
→ −π

4 	
����� ��� ��������� 
���
��� 
����
��� �� �������$���� 
	����
(����� ��� 
	�	
��� ��	���	��	�

I��	����	 ��	����� ��	 �� ���	���� 	����� ���	�  ������� cos θ +
i sin θ �	� �	 �� ���(���-���� 5
�������� �
�� �	 ���������7 �� cis(θ), θ ∈
R�

,� 
����������� �� ������� cis �� ���	�� ������	 (a, a+2π] � [a, a+
2π) � 
���������� �� ���	� ��	 
��� ��	 �	� �
� ���� ����� ������� ����
�	� 	����	� ��	 5(|z| = 1)7� .� �� ���� �� �������� cis) ���� �
�������� ���	����� 	������ ���� �� �������������� ��"�	� z = |z|cis(θ)
��	 �
�����
��� θ ∈ argz� ?	 ���"���� �	� ����� �	�� �� �������	

cis(argz) = z/|z| 	��� cis(argz) = {z/|z|}�
,� z = |z|cis(θ), w = |w|cis(φ)) ���� �
�� ��
	�� 5�� �� �"	����� ��	 �	
�����	 �	� ��������	 ��� �	����� 	������	��� ����$�7 
����
���  ����

zw = |z|cis(θ)|w|cis(ψ) = |z||w|cis(ψ + θ)



�> ��������� 	
 ��������� ��������

ψ
θ

θ+ w

zzw

z w

ψ

!���	 ��%@


�� "���� ��� �������� ����� �	� ��
�� ��� Demoivre�
,
� �� 
�������� ���� 
����
��� ����	 � ��
�� zn = |z|ncis(nθ)

��	 ���� 	���	�� 	����� n�
<�	 |z| = 1 ���	� 
��"	���� ��	 �� ������� cis �� �������)

cis(θ1 + θ2) = cis(θ1)cis(θ2),

cis(−θ) = 1/cis(θ),

cis(nθ) = cisn(θ)

��	 ����� ���� 	���	���� n) �	� cis(θ) = cis(−θ)�
,
� ��� 
	�	
��� �������� ���	� "	���� ���  ������� cis(θ) ���
���

�"����	� �	� ��
��	 **���	���� ���	�++ �� ����� 
���	
����� ��� θ 
���	�$��
�	� �	� �	 �� ��"������� ����� ,� �	� �	 
����������� *J�	� "����������
������++ ��� �����	 �� ���	����� ���	��) �	 ������������� �	� 	����� 
��
��� ���"����� �	-� �	� �
����
���	� ��	 �	��� **��� �
�������"�	 ��� ���
(����++� 4 
�	��	���� ���	� aθ ���"��	� ecθ �
�� c = loga� '
������

��
�� �	 	�	-������� c ��	 �	 ��"������� ecθ = cis(θ)) 
	�	���
����	�
�� �����	 ��� ���	������ �
���� �	� ���	� 
��� �� 
	��� ������ ���
�� ������ 
���
��� ���	����� 	������� '�$ �	 ���������� ��	 
	�	����



	
�
 �� �������� �������
 �A

������� �� �� ������������	 ��� ��(���� ) ��� ��	�� ��������� ��
������	 (ecθ)′ = cecθ) ���� ����

(ecθ)′ = (cos θ + ı sin θ)′ = ı(cos θ + ı sin θ) = ıeıθ,


�� ��	���� c = ı �	�  ��"�	� 
�� �	����-�� ���	� cisθ = eıθ�
C������� ���	� �� 
�����	"�� ������$� ������ �	� 
���"����$� �� 
������

������	������ �� �� ���� �� �������� cis�
3������� �������� ������ ������� z0 	����	� b�

D[z0, b] = {z ∈ C : |z−z0| ≤ b} = {z ∈ C : z = z0+rcis(θ), θ ∈ (a, a+2π], 0 ≤ r ≤ b

,������� �������� ������ ������� z0 	����	� b�

D(z0, b) = {z ∈ C : |z−z0| < b} = {z ∈ C : z = z0+rcis(θ), θ ∈ (a, a+2π], 0 ≤ r < b}

3����� ������� z0 	����	� b�

C(z0, b) = {z ∈ C : |z − z0| = b} = {z ∈ C : z = z0 + bcis(θ), θ ∈ (a, a+ 2π]}

,� z1, z2, . . . zn � �������� ���	����� 	������ 	
� ��� ��
�Demoivre 
����
���
arg(z1z2) = argz1 + argz2 � ���������	

argz1 + argz2 + . . .+ argzn = arg(z1z2 . . . zn)

'
���� ��� 
	�	
��� ���� 
���������� �����	 �	� ��� 	�������) ��	��

A+B = {z1 + z2 : z1 ∈ A, z2 ∈ B}

 	�������� ���� ��	 �	 ����	 �����	�	 ��� ������ 
���	 ����� �����������
�� �������	 �	 �� 	����� ��� ������	 (−π, π]� .� ���	 ����	

Argz1 + Argz2 + . . .+ Argzn = Arg(z1z2 . . . zn) ⇔

−π < Argz1 + Argz2 + . . .+ Argzn ≤ π



�: ��������� 	
 ��������� ��������

/0�����# -�.�2� F	 �����  ������ zn = a )�
�� n "������ 	�������
<�	 a = 1 ������ |zn| = |z|n = 1 � |z| = 1) �
��� � 	������ z ���� �� ���"�
z = cis(θ)� 4 �����	 zn = cisn(θ) = cis(nθ) = 1 ������ 	
���������� ��	 ���
�����

θk =
2kπ

n
, k = 0 ± 1,±2 . . .

,
� �� ���������	 ��	���� ��� k �� �� n ������ k = nl + m) m =
0, 1, . . . , n − 1� .� �� ���� �� 
	�	
��� ����� �� ������ �� �������
���"���	�

cis(θk) = cis(2lπ +
2mπ

n
) = cis(

2mπ

n
) �� m = 0, 1, . . . , n− 1

.� ���	 ����	) �
���� cis(θk) = cis(θk+n) �� ������ ��� ������ ��	������	�
�� �
��	��
��� �
����� n ��	�����$� 	
� 	����� '
�������	� 	���� 
�� 	����
�������� �� k = 0, 1, . . . , n−1 
	�	������ ��� ���	� 	�� ��� ��	"���� ���	��
�����5(����� ��	��7

!�� ������ 
���
���  ������ zn = a ���"��	�

Zn = 1 �
�� Z =
z

|a| 1
n

cis(
Arga

n
)

'"	���-���	� �	 
��������	 
	������� �� ������ ��� n���$� ��-$� ���
a 	
� ��� ��
�

ρk = n
√
|a|(sin(

Arga+ 2kπ

n
)+i cos(

Arga+ 2kπ

n
)) = n

√
|a|cis(Arga

n
)cisk(

2π

n
)

��	 k = 0, 1, . . . , n− 1�
,
� ��� ������� |ρk| = n

√|a| �	�

|ρk − ρk−1| = n
√
|a||cisk(

2π

n
) − cisk−1(

2π

n
)| = n

√
|a||cis(2π

n
) − 1|


����
��� ��� �� ��	������� n����� ��-�� ��� a 	
������� ����"�� �	�������
n��$��� 
������ ������ n

√|a||cis(2π
n

) − 1| �	� 	����	� n
√|a|

!	� 
���	�	�������� ����	 ��� � ������$� ���	���$� 	����$� ��	"���
�� ���	�� ���� �
������ �	 �������� ���� ��	���	����� -����� ���� � ��



	
�
 �� �������� �������
 �=

	��������� -����� ��� �������$� �� 	��� �� ����� .� �����	 ��	� 
���	�	�
��������� ����	� (z1, z2) 5	
� �� z1 ��� z27���-���� �� ������ argz2 −
argz1 = arg(z2/z1) �	� �	 �� ���(���-���� θ(z1, z2)� .� 	������ ���
� ����
-���� �	� �� ����� �����	 Arg(z1, z2) = Arg(z2/z1) �	� �	 �� ���(���-���� ��
Θ(z1, z2)� !���� �	 ������� �� **������� 
	��(	�++ �	 ������
������
�� "�	�  ����	 Θ(z1, z2) 	��� ��	 �����	� ,� ������ ��	 ��	���	����
�����	 (z1, z, z2) �� z1 �= z, z2 �= z ���� �� �����-���� �	� 
���	�	��������
����	 �� ����"� z 	
� �� z1 ��� z2 �	� ���-����
θ(z1, z, z2) = arg(z1, z, z2) = arg(z − z2) − arg(z − z1) �	�

Θ(z1, z, z2) = Arg(z1, z, z2) = Arg (z−z2)
(z−z1)

�

0��"	�$� θ(z1, z2) = θ(z1, 0, z2)) Θ(z1, z2) = Θ(z1, 0, z2)�
'"	���-���	� �� ���� cis(argz) = z/|z| 
	������� ��� 
	�	���� ����

����@

cis(θ(z1, z, z2)) =
(z2 − z)

(z1 − z)

|z1 − z|
|z2 − z|

cos(θ(z1, z, z2)) =
|z1 − z|
|z2 − z|Re

(z2 − z

z1 − z

)

sin(θ(z1, z, z2)) =
|z1 − z|
|z2 − z|Im

(z2 − z

z1 − z

)

F���-� ��� 
��	�� ��
��	 ���	 ��	 ��� ��� ����� 
�� 	�	
�����	� 	�����	
��� ����(�	 ��� �� ��������	 �� � ��	������(� ��� �$�	��� ��� ���
�	���$� 	����$�� <�	 �	 ��� 	�	�������� �	�����	 ��	 �
����	 
	�	�����	�	
�	 	
�"������ ���
��	 �	 	������� �	 ���	�� �	� �� ���"� 
��(������
	�	������� ��������	��

���'����� -�.�-� �� ,� ��	 ���� ���	������ 	������� a, b ������ 
���� a2 + b2 ± ab = 0 	
������� ��� |a| = |b| = |a± b|�

%� ,� ��
	�	
��� 	������ ��� ���	� ���� ������ �	� �� 	�������"��

1� ,� �� ��	 ��	�������� �����	) ��	�� ��	"���� 	�	 ��� ���	���$� 	���
��$� a, b, c) ���	������� �� ������� |a| = |b| = |c| �	� a+ b+ c = 0 �
������  ���� a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc = 0 ���� �	 
	�	
��� ����	
	
������� ����"�� ���
������ ����$����



%; ��������� 	
 ��������� ��������

��������	 !������ �� �� 
�$�� �	� ������� ��$��	� !�����-���	� �� ���
���� ����

a3 ± b3 = (a± b)(a2 + b2 ∓ ab)

�� �� �
���� 
	������� ��	������

a3 = ∓b3, |a|3 = |b|3, |a| = |b|
,
� �� �����	��� �� 
	�	
��� ����� �� �� |a|2 = |b||a+ b| 
����
��� �	�
�����	

|a+ b| = |a| + |b|
<�	 �� 	�������"� �������

|a+ b| = |a| = |b| = r �
��� ā =
r2

a
, b̄ =

r2

b
�

,
� �� ����

r2 = |a+ b|2 = |a|2 + |b|2 + b̄a + āb = 2r2 + a
r2

b
+ b

r2

a


����
��� �� -��������

,
� �� ���� |a+b|2+ |a−b|2 = 2|a|2+2|b|2 = 4r2 
	������� |a−b| =
√

3r�
#����� 
����
���� 	���������� ������� ��	 �	 |c− b| �	� |a− c|�

!�� ����� ��$��	 ) ��	� ������������� �� 	���(����� �	������� ��	������
��� a2 + b2 + c2 − ab − ac − bc = (a − b)2 + (b − c)2 + (a − b)(b − c)) �
���
	�����	� ��	 
��������	�

���'����� -�.�2� F	 ������ �� �	�����	�� ���"� x + iy �� ���	�����
	������

(1 + i)953 �	� (
√

2 +
√

2 + i
√

2 −√
2)129�

0	�	������ ��� (1 + i)2 = −2i) �
��� (1 + i)953 = ((1 + i)4)233(1 + i) =
−2466(1 + i)�

# �������� ���
�� 5�	� 
�� �������� ������� 7 ���	� �� �� ���� ��
��������������� ��"�	�� 
�� �	 ��� �"	�������� ��� �
����� ��$��	�



	
�
 �� �������� �������
 %�

,� z = (
√

2 +
√

2 + i
√

2 −√
2) ���� |z| = 2 �	� �� ����$����

cos θ =
x

|z| =

√
2 +

√
2

2
, sin θ =

y

|z| =

√
2 −√

2

2

���	������� ��	 θ = π
4
�

'"	���-���	� ��� ��
� ��� Demoivre 
	�������

z129 = |z|129cis(129
π

8
) =

2129cis(32π +
π

8
) = 2129cis(

π

8
) = 2129(

√
2 +

√
2 + i

√
2 −

√
2).

���'����� -�.�.� ,� f(z) =
1 − z

1 + z
, g(z) =

a+ z

1 + āz
, |a| < 1) 	
�������

��� �� ���	������� ���	� 	�"��������	���� ��	 �����	 
�� �� ��
�� ���� �����
���	� !� �������	 (����� �	 �����	

f{z ∈ C : |z| < 1}, f{z ∈ C : |z| > 1}, f{z ∈ C : |z| = 1, z �= 1}
g{z ∈ C : |z| < 1}, g{z ∈ C : |z| = 1}, g{z ∈ C : |z| > 1, z �= 1/ā}.

w=(1-z)/(1+z)
H

1

w-επίπεδο

O

-i

D

1

z-επίπεδο

O

i

-1-1

!���	 ��1@

4 ������ 1−z
1−z

= w ����� ���	���� ��� z =
w − 1

1 + w
� '
��� ������



%% ��������� 	
 ��������� ��������

|z| < 1 ⇔ |1 − w|2 < |1 + w|2 ⇔
1 + |w|2 − 2Rew < 1 + |w|2 + 2Rew ⇔ Rew > 0)

�
������ �� ������ f{z ∈ C : |z| < 1} �	���-��	� �� �� ����� ���
�
���
{w ∈ C : Rew > 0}�

#����� 	
���������	� ���

f{z ∈ C : |z| > 1} = {w ∈ C : Rew < 0}

�	�
f{z ∈ C : |z| = 1, z �= −1} = {w ∈ C : Rew = 0}

54 ������� f �
���� �	 
	�����	���� �� �������� ��	����� ���	�����
���� ��� ����� 1 
�� ���������� �� ��	 �
��� ��	����� ��� ���
�� ���	��	��
����� ��� ��	 �	��
����	� ��� ��� "	��	����� ����	) �� �� ��������� ���
������ �	��
��� ��� �� ����� ���
�
��� �	� �� �� ��������� ��� �	��
��� ��
	������� ���
�
����7

'
������	� �� ������ g(z) = w 
	������� z =
w − a

1 − āw
� '
��� ������

|z| < 1 ⇔ |w − a|2 < |1 − āw|2 ⇔
|w|2 + |a|2 + 2Reāw < 1 + |a|2|w|2 + 2Reāw ⇔

(1 − |a|2)(1 − |w|2) < 0 ⇔ |w| < 1

�
���
g{z ∈ C : |z| < 1} = {z ∈ C : |z| < 1}

#����� 	
������������ ���

g{z ∈ C : |z| = 1} = {z ∈ C : |z| = 1}

�	�
g{z ∈ C : |z| > 1, z �= −1/ā} = {z ∈ C : |z| > 1, z �= 1/ā}

54 ������� g ** 	�	�	����� ���	�� ���� ++ �	 ����	 ��� ���	��	��� ������)
�� ���� �	� �	 ����	 ��� ���������� ������� ,�	�	����� �
��� �	� �� ���
��
��������� ��� ������ ��� −1/ā ���	"�����	� �� ���
	 ��� 1/ā7�



	
�
 �� �������� �������
 %1

����� �������� ��
"����� ��# �$���#�

3	�	����  ������ �	� ������ a1x + a2y + d = 0 ��	 z0 = a1 − ia2 �	�
z1 = iz0 �
���� �	 ��	"��� ���� ������	��� ���"��

Re(z0z) + d = 0 ) z0z + z̄0z̄ + 2d = 0) d ∈ R

Im(z1z) + d = 0 ) z1z − z̄1z̄ + 2id = 0) d ∈ R�

!� 	���������	 �� �� ��	����	���� 
	����	�  �����	 
�� �������	� 	
�
�	 ����	 a, b ��� �
�
���� 
	����	�	� 	
� �� �����	

E(a, b) = {z ∈ C : z = a+ t(b− a), t ∈ R} = {z ∈ C : Im
z − a

b− a
= 0}

,
� �� 
	�	
��� 
�����	"� �� �� 	���
��� ���������$� ���	���$� ����
���� 
	������� �� ������	� ������

z(b̄− ā) − z̄(b− a) = ab̄− āb

/0�����# -�.�.� F	 ��	��
����� �� ���	���� ���"� �� ����$���� ��� ���
	����� ����$��� �� ����"�� a, b, c �	� �	 �
	������� ��� ��������	� 	
� ��
���� ����� �� �
��� �� �������	 �	 �
����������

4 ������ �� ��	����� �� ����"� �� a �
���� �������	� 	
� �� �����
b+ c

2
���	�

z
(b̄+ c̄)

2
− z̄

(b+ c)

2
= a

(b̄+ c̄)

2
− ā

(b+ c)

2
#�����  ������ �� ��	����� �� ����"� �� b ���	�

z
(ā + c̄)

2
− z̄

(a+ c)

2
= b

(ā + c̄)

2
− b̄

(a + c)

2
.

,"	��$��	� �	�� ��� ��� 
	�	
��� ����$���� 
����
���  ������ �� �����
��	�����) 
�� ��	���� ��� �	� �� ����� ��������	� 	
� �� ���� ������ '
������
�	� �� 
����(����� �����	 ��� ��� ����$���� �� 
��� z �	� z̄ (��������

�� (	�������� z =
a+ b+ c

3
�

#��-���� ��� � ��������� ���	������ 	������� �	� �������� ���	�� ����
��	� �	 	��������	 ��	����	�	 ���	� �����	) ������� 
�� ��"��-��	� 	
� ��
����

|Θ(z1, z2)| = |Arg(z1/z2)| = π/2



%2 ��������� 	
 ��������� ��������

� ������	�	
Re(z1/z2) = 0

� ������	�	
Re(z1z̄2) = x1y1 + x2y2 = 0

.� (�� �	 
	�	
���  ������ �� �����	� 
�� �������	� 	
� ����� c
�	� ���	� ����� ��� �����	 E(a, b) �����	� 	
� �� ������

Re[(z − c)(b̄− ā)] = 0

� ������	�	
z(b̄− ā) + z̄(b− a) = c(b̄− ā) + c̄(b− a)

/0�����# -�.�3� F	 �������� �� ����$���� ��� � $� ) �	� �����	�����
����$��� �� ����"�� a, b, c �	� �	 �
	�������� �	 ������ ������	�	 ��
���������	� ��������	� ��� ���� �����	 �������	� 	
� �� ���� ������

�	 �  �� ����"�� �	 c, b 
������"���	� 	
� ��� 	���������� ����$����

z(b̄− ā) + z̄(b− a) = c(b̄− ā) + c̄(b− a) )
z(c̄− ā) + z̄(c− a) = b(b̄− ā) + b̄(c− a)�

,"	��$��	� �	�� ��� ��� 
���������� ������� 
����
���  ������ ���
������ � ��� 
�� ��	���� ��� �	� �	 ���	 ��������	� 	
� �� ���� ������

<�	 �� ����� ��� ������ ����� �
������ �	 �
������� �� 
	�	
���
�����	 �

.� (�� ��	 ��
	��  ������ �� �����	����� ��� ����������� ����	���
�� ���	 �	 ����	 b, c ���	�

z(b̄− c̄) + z̄(b− a) =
(b+ c)

2
(b̄− c̄) +

(b̄+ c̄)

2
(b− a).

�	� ������-���� �
�� 
�����������

/0�����# -�.�4� 5E
��������� ��(	��� ����$���7�
F	 �
��������� �� ��(	�� ��� ����$��� �� ����"�� �	 ����	 a, b, c ��

(�� �� ��$��	 �� ���������	� ��������	� 
�� �� ����� �	� �� �������� ���
��$� ��� 
����$� �	� ��� ������� �� 
���������� ����	��



	
�
 �� �������� �������
 %9

.� (�� �� 
	�	
��� �� ��(	�� ���	� ��� ��

|b− a||c− a|| sin Θ(b, a, c)|

'����������� � 	��� �	�����	 	�	
	������	� �� ����

sin Θ(a, b, c) = Im[
c− a

b− a
]
|b− a|
|c− a|

�	� 	����	����$��	� �� (�������� ��	 �� ��(	�� �� ����

|Im[(c− a)(b̄− ā)]|

����� �������� ��
"����� � ��	$�

�� ������ ��� ������ z ��� ������ ������� K �	� 	����	� R > 0

������"��	� ������	�	 	
� ��� 
	�	���� �������

z = K +Rcis(θ), −π < θ ≤ π, |z −K| = R,

|z|2 − K̄z −KZ̄ +K2 − R2 = 0

0	�	��$��	� 
��������� �� �� ������	�	 �����	 �	�	������� ��� ���
��	��
�	 ��� ���� ������ 
������"��	� 	
� ��	 ������ �� ���"��

|z|2 + az + āz̄ + b = 0 �� b ∈ R, a ∈ C : |a|2 − b > 0

�	� 	�������"���
�� ������ ��� �����	� 	
� �� ���� −ā �	�  	����	 	
� �� ���� √|a|2 − b�

/0�����# -�.�5� F	 (����� � ����������� ��
�� ��� ������ ��� �
�
����

�� � ����� ��� 	
������$� ���� 	
� ��� �����������	 ����	 a, b ���	� ����
�� ��	���� k > 0�

4 �
���� |z−a|2 = k2|z−b|2 ���� �� ������� ��� 
������ ���	���
��	�
��� ������	�

|z|2(1 − k2) + z(−ā + k2b̄) + z̄(−a + k2b) + |a|2 − k2b2 = 0



%> ��������� 	
 ��������� ��������

<�	 k = 1  ������ �����	�

z(b̄ − ā) + z̄(b− a) + |a|2 − |b|2 = 0

4 ������	�	 ������ ���	� ������	� �� ��

Re[(z − a+ b

2
)(b̄− ā)] = 0


�� 
������"�� 5�
�� 	�	���	�� 7 �� ���������� ��� ����������� ����	���
�� ���	 �	 a, b�

<�	 k �= 1 ��	������ �� 1 − k2 �	� �����-���� �� (�� �	 
��������	

�� 
��/
����  ������ �	 
	�������� ����� �� ������ ��� 	�����
ā− k2b̄

1 − k2
)

��	�� 	� ������
|k2b− a|2
(1 − k2)2

− |a|2 − b2

1 − k2
> 0.

0����	�� ������ �	� ������	 ������	� 
��������� ��� 
������  
	�	
���


	����	� 
	����� �� ��� � ���"�
k2|a− b|2
(1 − k2)2


�� ��	���� ��� ������ �����

�� ������
ā− k2b̄

1 − k2
�	� �� 	����	

k|b− a|
|1 − k2| �



�������� 


������� ��������� �� ��������

��� !�	���" ��� ������" � �	��

<�	 ���� ������� 	���� ��� ��������	��� ���	� �
	����� �� ��$���� ��
�������� ��� �
�
���� � ���������	 ��� �$��� R

n �� �� ���������	 	
���	�
�
�� ���������	� ��	 �	���	�	 
�	��	����� 	������ �	� 	
� 	��� �� �
� 
�
�����	� �	 �������� ������� '
��� �	 -���	�	 	��� 	
� ����������
 ���
�� ����� 	�������
����� ��� ��
�����	 ��� ������$� �$����0	���	
	��� ��� ���"�� 	��� �	 ������� ��	 ��������� 
	�����	� ��� ��������� ��
����� 
�� �	 ����	������ �� ��� 	�	��	��� 
���	������ ��� ���	���� �
�
����

,� X � ���� ������ �	� d ������� ������� ��� �	�����	�� ��������
X×X �� 
�	��	����� �����) ���� ���� ��� d 	
������ ������� � 	
���	� ���
������ X 	� ��	 ���� x, y, w ∈ X ��	��
������	� �� 
	�	���� ���������

• d(x, y) ≥ 0 �� �����	 ��� �	� ���� ��� x = y

• d(x, y) = d(y, x) 5��������	7

• d(x, y) ≤ d(x, w) + d(w, y) 5��������� ������	7

.� ��� 
	�	
��� 
���
������� �� -����� (X, d) �����-��	� �������� �$����
,� A ⊆ X �	� ���������� ��� 
��������� dA �� �������� d ��� A×A ����

� �������� �$��� (A, dA) �����-��	� �
������ ��� (X, d)� 5<�	 
�	�������
������ ��� ������� �$�� ��
���� "���� ��� ��� ���(���-���� �� �� -�����

%A



%: ��������� �
 ��������� ����������� ��� ��������

	��� ���� �� �� ������ 	"�� 
�$�	 
������ � 
������������ ��������
�$��� �
���$��	� �� ������� 
�� ��� ������ 
���������� �������

!�� 
���
��� ��� ���	����� �
�
���� �	� ���������	 ��� Rn  ������
������� 
�� ������
������ ���	�  ���������	 	
���	� ��	�� 	� z1 = x1 +
ıy1, z2 = x2 + ıy2 ����

d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

4 	
����� ��� 	
������ ������� 
����
��� ����	 	
� ��� �������� ���
���	���$� 	����$� 
�� ������ 	�	"�����

,� (xn)∞n=1 	�������	 ��������� ���� �������� �$��� X �	 ���� ��� ����
������ ��� x ∈ X � ���� ���� �� x �	� ���(���-���� �� lim

n→∞
xn = x ���

lim
n−>∞

d(xn, x) = 0 � !�� 
	�	
��� 
���
��� ��	� ��� �
����� ��������

��������� ���(���-���� �	� 
�� 	
�� xn → x � lim xn = x�
�� ���� ��	� �
����� ���	� ���	�����

!�� 
���
��� ��� ���	����� �
�
���� 	� zn ���	���� 	������	 ����

zn → z = x+ ıy ↔ |zn − z| → 0 ↔ xn → x �	� yn → y

4 	
����� 
����
��� ����	 	
� ��� ������� �	� 	��������

|xn − x|, |yn − y| ≤ |zn − z| ≤ |xn − x| + |yn − y|

4 ����(�	 ��� 
�	��	���$� 	�������$� �	� ��� 	���������� �����
���� 5�������	 )��	"���) ��������) 
����7 �
��������	� ��� ���	���� �
�
���)
<�	 �� 	
����� ��� 	���������� 
�������� ���� 	���������� 
���� �� ���
	���	��	 �� 	��������� 
�	��	����� 
���
���� ) ���� �������� �� ���	����
	�������	 �	� -����� 
�	��	���$� 	�������$� �0���

,� zn = xn + ıyn → z = x + ıy �	� z∗n = x∗n + ıy∗n → x∗ + ıy∗ ����
znz

∗
n = xnx

∗
n − yny

∗
n + ı(xny

∗
n + x∗nyn) → xx∗ − yy∗ + ı(xy∗ + x∗y) = zz∗

.� 	������ �"	��	 ������� x �	� 	����	� r > 0 �����-���� �� ������

S(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) < r}
�	� �� ������� ������� x �	� 	����	� r > 0 �����-���� �� ������

S[x, r] = {y ∈ X : d(y, x) ≤ r}



�
	
 �������� ��� �������� ������� %=

z N+1

ε

z 0

z 3

z N

z N+2z 4

z 2

z 1

!���	 %��@

?	 ���� ��� ��	 ������ A ���	� 	������ ������ ���� ������� �$�� 	� ���	�
�� ���� � 	� 	
������ ���� 	�����$� �"	��$� ��� ��	�� ��	 ���� x ∈ A
�
����� 	������ �"	��	 S(x, r) ⊆ A�

!������ �� �	 	������ �����	 ������ �� 
	�	���� ?�$��	�

!������ 2�-�-� �� 3��� 	������ �"	��	 ���	� 	������ �������

%� 4 ���� �
������
��� 
������ 	�����$� ������� ���	� 	������ �������

1� 4 ���� 
�
��	������ 
������ 	�����$� ������� ���	� 	������ �������

&'�	 ������ �����-��	� ������� ��� �$�� X 	� �� ���
����� ��� ���	�
	�������

�!������ �� �	 ������� �����	 ������ �� 
	�	���� ?�$��	�

!������ 2�-�2� �� 3��� ������� �"	��	 ���	� ������� �������



1; ��������� �
 ��������� ����������� ��� ��������

%� 4 ���� �
������
��� 
������ ������$� ������� ���	� ������� ������

1� 4 ���� 
�
��	������ 
������ ������$� ������� ���	� ������� �������

���$#���� 2�-�-� &#�	� �	�	����-���� ��	 ������ 	������ � �������

��
�� �� �������	 �	 
��������-���� �� 
��� 
��� �$�� �� �������� �����
�
���� �	 ���	� 	������ � ������� �� 
��� ��	� �
����� �	� �	 �� ���	� ��

��� ��� 	������ &#�	� ��� �� ������� �������� ��� 	����� �$��� ,� 
��
���������� �	� �
����� �� 
�	��	����� �����	� ��	 ������� ������	 ����
���	� 	������ ������ �� 
��� ��� �	��� ��� 	��� ��� ���	� 	������ �
�������
��� 	������ �$���� ,� 
������ 	������ ������	 ���� ���	� ������� ����
�	��� ��� 	��� ��� ���� 	������

1������ 2�-�-� &'�	 ����� �����-��	� ��������� ����� ���� �������
A ⊆ X 	� �
����� S(x, r) ⊆ A� �� ������ ��� ��������$� ������ ��� A
�����-��	� ��������� � 
����	� ��� A �	� ���(���-��	� �� A◦

# 
����	� ���� ������� �	���-��	� �� �� ���� ���� ��� 	�����$� �
�
�������� ��� �	� �
������ ���	� �� ���	������ 	
� 	����

1������ 2�-�2� '�	 ����� x �����-��	� ����� ������������ ���� �������
A 	� ���� �"	��	 S(x, r) 
������� �
���	 �������	 ��� A�

�	 ����	 ������������ ���� ������� A ��� 	������ �
��������� ��
	��� �	� �� ������ ���� ���(���-��	� �� A′�

!������ 2�-�.� #� 
	�	���� 
�������� ���	� ������	����

�� �� ����� x ���	� ����� ������������ ���� ������� A�

%� 3��� �"	��	 S(x, r) 
������� �������� ��� A ���"��� ��� x) ��	��
(S(x, r) − {x}) ∩A �= ∅

1� E
����� 	
������� 5���� �
���� 
����� ���$�7 	�������	 ������ ���
A 
�� ��������� ��� x�

1������ 2�-�.� &'�	 ����� x ��� ������� A �����-��	� ���������� �
	
��������� ����� ��� 	� �
����� �"	��	 S(x, r) 
�� �� ���	���� ��������
��� A 
�� 
������� ���	� �� x ��	�� S(x, r) ∩ A = {x}�



�
�
 ���������� 1�

'��	� "	���� ��� ��	 ����� ���	� ���������� �� ��	 ������ ��� �	� ����
��� 	����� �� 	��� �	� ��� ���	� ����� ������������ ����

1������ 2�-�3� 0���(��	 � ���������	 ���� ������� �����-��	� �� �����
�� A = A ∪ A′�

�� 
���(��	 ���� ������� �	���-��	� �� �� ���� ���� ��� ������$�
�
��������� ��� �	� �
������ ���	� �� ��������� 	
� 	����

<�	 ��� �	�	������� ���� ������� �� �������� ������� �	 
	�	�����

!������ 2�-�3� #� 
	�	���� 
�������� ���	� ������	���

�� �� ������ ���	� �������

%� A′ ⊆ A

1� A = A

2� �� ���� ���� ����������	� 	�������	� ��������� ��� 
�������	� ���
�������

.� ������ ���� ������� A �����-��	� �� ∂A = A ∩ X − A 
�� �����	
	
��������	� ��� ���	� ��� �� A− A◦�

'�	 ������ A �����-��	� 
���� ��� �$�� X ��� A = X�

,
���	� ��� ������� A,B �����-��	�  
�����	 d(A,B) = inf{d(x, y) :
x ∈ A, y ∈ B} �	� ��������� ���� ������� A  
�����	 d(A) = sup{d(x, y) :
x, y ∈ A}�

��� %��
�����

1������ 2�2�-� .�	 	�������	 xn ���� �������� �$��� �����-��	� (	����
� Cauchy ���

lim
n,m→∞

d(xn, ym) = 0,

��	�� ��	 ���� ε > 0 �
����� ������ n0(ε) ������� $��� d(xn, ym) < ε
��	� n,m > n0(ε)�



1% ��������� �
 ��������� ����������� ��� ��������

3��� ����������	 	�������	 ���	� Cauchy� 4 	
����� 
����
��� 	
�
�� �����	��� ��� ������� �� �� ��������� ������	 d(xm, xn) ≤ d(xn, x) +
d(xm, x)�

1������ 2�2�2� '�	� �������� �$��� �����-��	� 
���� �	� ���� 	������
��	 ��� 
�� ���	� Cauchy ����������

��$��� 2�2�-� 3��� �������� �$��� Rn 5�� �� ��������	 	
���	�7 ���	�

�����

��$��� 2�2�2� '�	� �
������ ���� 
������ �������� �$��� ���	� 
����
��� �	� ���� ��� ���	� ���������

!������ 2�2�-� ,� X 
���� �������� �$��� �	� F1 ⊇ F2 . . . ⊇ Fn . . .)
"������	 	�������	 ������$� �
�������� ��� �� d(Fn) → 0 ����  ����
���� ��� ������$� ������� ∩Fn ���	� �����������

��� &$��"����

?������� ��	� ������� �$�� X� .�	 ���������	 Oi, i ∈ I 	
� 	������
�
������� ��� �����-��	� 	������ ����  ��� X 	� X = ∪

i∈I
Oi�

1������ 2�.�-� &'�	� �������� �$��� �����-��	� ���
	��� ��	� ���� 	�����
�� ��� ����  Oi, i ∈ I 
������� 
�
��	���� �
�����  ��	�� �
�����
�
����� Oik , k = 1, 2, . . . n 	
� 	������ �� 	������ ���� � $��� Q =
Oi1 ∪ Oi2Oik . . . ∪ Oin

&'�	 �
������� ��� 	������ �$��� �����-��	� ���
	��� 	� � 	����������
�������� �
������ ���	� ���
	���� .�	 ������	� �� ��� ������ 
���	� ��
�� ���� ��� 	�����$� ������� ��� 	������ �$��� ���	�  �����

��$��� 2�.�-� &'�	 �
������� K ��� �������� �$��� ���	� ���
	���
��� �	� ���� ��� ���� 	������ �
������ � ��� 	
� ���������	 	�����$� ���
	������ �$��� ��	�� K ⊆ ∪Oi 
������� 
�
��	���� �
������  ��	��
�
����� Oik , k = 1, 2, . . . n $��� K ⊆ Oi1 ∪ Oi2Oik . . . ∪ Oin�

!������ �� �� �
�
��� �	� ���������	 ��	 ���� �$�� Rn������ �� 
	�	����
��$��	 	�	��$���� ���
	�$� ��������
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!������ 2�.�-� #� 
	�	���� 
�������� ���	� ������	����

�� &'�	 �
������� ��� ���	����� �
�
���� ���	� ���
	����

%� '��	� ������� �	� "�	������

1� 3��� 	�������	 ��������� ��� ���� ����������	 �
	�������	 
�� ��
���� �� 	����� ��� �������

��$��� 2�.�2� 3��� ������� �
������� ���
	���� �������� �$��� ���	�
���
	����

��$��� 2�.�.� ,� K ⊆ X1 ⊆ X ���� �� K ���	� ���
	��� �� 
��� ���
�$�� X ��� �	� ���� ��� ���	� ���
	��� �� 
��� ��� �
����� X1�

��$��� 2�.�3� ,� K ���
	��� �	� F ⊆ K ������� ���� �	� �� F ���	�
���
	����

!������ 2�.�2� 3��� ���
	��� �������� �$��� ���	� 
�����

��' &$�����������

1������ 2�3�-� K��� ��� ��	� �������� �$��� X ���	� �� ���������� ���
���	� ���	�� �	 ��	�������� �� ��� ���	 ���	�� ���� 	������ � ���� �
�������
��� ) ��	�� �
������ 	������ �����	 ��� �$��

O1 �= ∅) O2 �= ∅ �� O1 ∪O2 = X �	� O1 ∩ O2 = ∅�

'
���� �	 
	�	
��� 	������ �����	 ���	� ���
����	���� ���	�� ���� )
������  
	�	���� 
���	�

��$��� 2�3�-� �� &'�	� �������� �$��� ���	� � ����������

%� '��	� ���	��� � ��	�������� ��� �� ��� ������� �� ���� �
������� ���

1� E
����� ������ � ���� �
������� ��� 
�� ���	� 	������ �	� �������
�	�������	�
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�$�	 ���	� 
�� ���������  �	�	��� ��� ���������� �$��� 
�� 
���
"	�$� ��� �������� �	� ���� ��� � ���������� �	� ������  
	�	����

���	�

��$��� 2�3�2� ���� &'�	� �������� �$��� ���	� �����������

�� �	 ���	���� �
������� ��� 
�� ���	� �	�������	 	������ �	� �������
���	� �������� � �$��� �	� �� ���� �������

%� ,�  ���� ��� 	�����$� ������� �	���-��	� �� ��� �$�� ���� � �� ��	
	
� �	 ��� ���	� ���� �  ���� ���� ��� ���	� �� ���� �������

'�	 �
������� �������� �$��� �����-��	� ��������� ��� � 	����������
�
������ ���	� �����������

# ������� �� �����������	� ���� �
��$��� �����	� 
����� "���� ���
�������	 �� �� ���� 	�����$� ������� ��� 	������ �$��� �� ��� 
	�	����

���������

��$��� 2�3�.� &'�	 �
������� A ���� �������� �$��� X ��� ���	� ������
���� 	� ���	� ���	�� �	 ��	�������� �� ��� �� ���� �
������� ��� A1 �	�A−A1

	
� ��� 	������ �����	 O1 �	� O2 ��� 	������ �$���) ��	�� A1 = A ∩ O1

�	� A− A1 = A ∩O2�

��$��� 2�3�3� &'�	 �
������� A ���� �������� �$��� X ���	� ���������
	� ��� ���	� ���	�� �	 ��	�������� �� ��� �� ���� �
������� ��� 	
� ���
	������ �� ���� �
������	 O1, O2 ��� 	������ �$��� ��	�� 	� A ⊆ O1∪O2

���� � O1 ∩ O2 ∩ A �= ∅ � A ⊆ O1 � A ⊆ O2�

��$��� 2�3�4� ,� ��	 ������ ���	� ��������� �
������� �� 
�	��	�����
�����	� ���� ���	� ���� ���������� ���� ������	�

��$��� 2�3�5� ,� X �������� �$��� �	� A ⊆ A1 ⊆ A ���� �� A ���	�
��������� �� 
��� X ��� �	� ���� ��� �� ���	� ��������� �� 
��� A1�

!������ 2�3�-� ,�  ���� ��	� ���������	� ��������$� �
�������� ����
�������� �$��� ��� ���	� ���� ������ ����  ���� ��� ���$� �� ���	� ������
���� �������
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,� 
������ ��	 �������� x ���� �������� �$��� ���	� 
��"	��� ��� �� 	��
�������� ���������� ���	� ���������� ,� �� Cx ���(�������� �� ������ 
��

����
��� 	
� �� ���� ���� ��� ��������$� �
�������� 
�� 
��������
x 	
� �� 
��������� ��$��	 
����
��� ��� ���	� ��������� �	� ������	 ��
���	������ ���	�� �� 
	�	
��� ���������	�� �� 
	�	
��� ������ �����-��
�	� ��������� ������$�	 ��� x� ,� 
������ ��	 -����� ��������$� �� (��

��� �� 
��������� ��$��	 
����
��� ��� ���� �	���-���	� ���� ���	� �����
���	�� ����� �� ������ ���
��	��	 ���	� ��� ���� � ���������� ��������
�$��� ��	����-��	� �� ���	���� ���
� �� 
�
��	����� � �
���� 
����� ������
���$� �
��$��� ��� 
�� �����-���	� ���������� ������$��� ����

,� ��	 �
������� ���� �������� �$��� ���	� �	�������	 	������ �	� ������
���� �����-��	� ��
�� � ������ #� ��
�� ��� ���	����� �
�
���� 
	�-���
�
���	�� ���� �� ���	���� 	������ <�	 �	 �$����� ��"	� �� ��
�� ����
������	 �� 	������� �	� ���������� ������� �	 ���(���-���� ���� ��
��� ��
OC� #� ���������� ������$��� ���� 	������� ������� ���	� 	������ �����
�	 �� 
��� 	���������� 
������) ��	�� ���� 	������ �� ��������� �����
�� ��	����-��	� �� ���	���� ���
� �� �
������� ��
��� �� 
��� 	����������

�������

'�	 �
������� ��� A ���	����� �
�
���� �����-��	� 
��������� ������
���� 	� ��	 ���� -����� ��	"������$� ������ ��� �
	���� 
��������� ��	��

�� �	 ��$��� �	� 
�������	� ������ ��� A�

!�� 
���
��� 
�� �
������ ���� -����� �	 �� ��$����� �� ����	����

��������� ��	��� 5��	������ ������	��	 ����	�	 ���-����	 �	� �	�	����"	7
�� ������ �	 �����	� ����	���� ����������

�	 
�� 	
�� 
��������� ��������� �
������	 ��� ���	����� �
�
���� ���	�
�	 �����) ��	�� 	��� 
�� ��	 ���� -����� ������ 
�� 
��������) 
��������
�	� �� ������	��� ����	 
�� �	 ��$���)

��	�� 	� z1, z2 ∈ A ���� tz1 + (1 − t)z2 ∈ A ��	 ���� t ∈ [0, 1]�
!������ �� �� �����������	 	�����$� ������� ������ �� 
	�	���� ����

���� ��$��	 �	�	�������� �����

!������ 2�3�2� ,�O 	������ �
������� ��� ���	����� �
�
���� �� 
	�	����

�������� ���	� ������	���

�� �� O ���	� ��
��

%� '��	� 
��������� ���������



1> ��������� �
 ��������� ����������� ��� ��������

1� '��	� ����	���� ���������

��������	 (2, 3) → 1� 3	�	���� ���� 	������� ������ ���� �	� ��� ����� 
	�	�

��� ��������� ?	 ���������� ������ ��� ���� ������	��� ����	 ���	�
��������� ������� 5# 	�	��$��� �
���� �	 �� 	
������� ������
��$��	�
�� ������� 
���	� ��	 
�	��	������ 	������� ����� �
���� �	 
�������� ��
�
���� 
	����	"�7

3��� 
��������� ��	��� 	
� ��� ��	������ ������	��	 ����	�	 �
���� 	�

	���-��	� 	
� ��� ��������� �����	 �� � ���� ���� ���	� ��������� �������
'
	������ 	
��������	� �$�	 ��� ���� 
��������� ��	��� ���	� ���������
������� ,� 
������ ���� ��� ����	����� 
���������� ��	���� ��� O 
�� ��
������� 	
� ��	 ����� a �	� �
������ ����� � ���� ���� �� (�� �� ��$��	
�� ����� ��������$�  ����� ���� ���	� ��������� ������� '
���� ����
�� ������ ���	� 
��������� ���������  ����� ���� �	���-��	� �� �� ������ O�

1 → (2, 3)� ?������� ��	 ����� a ∈ O � ,� ���������� ����� z ∈ O1 �
��
O1 �� ������ ��� ������ �� �� ������	 �	 �
����� ����	���� 
���������
��	��� ��� O 
�� �	 �	 ������� �� �� a �	� ���������� ����� D(z, r) ⊆ O
���� ���� ����� ��� ������ ���� �� 
	�	
��� ������	 ����� �
���� �	 ����
����� ����	���� �� �� ������ z �	� �� �������	 �� �� a� ,
� �� 
������
���� 
����
��� ��� ����� ����� ��� O1 ���	� ������ ������ 
�� 
�������	�
�������� �� 	���) ��	�� ��	 ��� �	 ����	 ���	� ��������� � ������	�	 ��
O1 ���	� 	������ �������

,� 
������ �$�	 ����� ����� z ∈ O−O1 �	� ���������� �����D(z, r1) ⊆
O 
	�	������ ��� �	���	 �������� ��� ������ ��� �
���� �	 �������� �� ��
a ���"��	 �� ��� 	
	������� �	� ����� �	 ��� 	������ 
���
��� �	 ���
	�����	(���� ��	 �� ����	���� ������ ��� z ���� �� a ) ��	�� ��������
� 
�������	� ��� ������ O − O1 �	� �
������ �� ������ 	��� ���	� 	�������
0����	�� ,� �
���� ����� ��� ������ 
�� �
������ �	 �������� 
���������
�� �� a ���� �	 ������-	�� �� ��	��� ����� �� ������ ���� 
�� ��� �
����
�	 ���(�� �
���� �� ������ z ��� 	����� ��� O1�

'
���� �� 	����� ������ �	� ��
�� ��� ��	����-��	� �� ��� ���	 	������ ��
���� ��	���� ��� ��	 	
� �	 �����	 O1) O−O1 ���	� �� O �	� �� ���� �� ����

��"	�$� O1 = O 
�� ��	���� ��� �� ������ ���	� ����	���� ����������



�
�
 ��������������� 1A

��( ��
�	��$�)*���

,� f ���	���� ������� ������� �� ������ A ) z0 ����� ������������
��� A �	� a ∈ C ) ���� ���

lim
z→z0

f(z) = a

	� ��	 ���� ε > 0 �
����� δ(ε) > 0 $��� |f(z)−a| < ε ��	 ���� z ∈ A−{z0}
�� |z − z0| < δ(ε)�

!������ 2�4�-� ,� f ���	���� ������� ������� �� ������ A ) z0 �����
������������ ��� A �� 
	�	���� 
�������� ���	� ������	���

�� lim
z→z0

f(z) = a

%� <�	 ���� D(a, ε) �
����� D(z0, δ)) $���) f(D(z0, δ))) ⊆ D(a, ε)) �	� ��
	�������	�� ��$��	)

1� <�	 ���� 	�������	 zn ∈ A− {z0} �� zn → z0 ������ f(zn) → a�

0	�	������ ��� ���� 	����� ���� ��� 	����� �� z0 ��� ������ A ��	 ���
������ ��� ����� ���	-��	��� �	� �	 �� 	�����) ��	�� ���	-��	��� ���
������ A− {z0}�

C�����
��$��	� �� ����(�	 ��� ����� ��� 	�������$� �
������ �	
������ �� 	�������� ����(�	 ��	 �	 ���	 ���	������� �	� �� 
���	� ���
�� ���� ��	� ���	����� �������� �
����� �� ��	 ����� 	� �	� ���� ���
�
������ �	 ���	 ��� ���	������� 
�	��	���� �	� "	��	����� ������

,
� �� 
�	��	���� 	����� �����-���� �� 
���	� ��� 	� �� ���� �� ��	
����� ���	� ���"��� ��� ������ ���� **����� ��� �����++  ������� �����	�
����� ��� ������ 4 	�������� 
���	� ���	� ���	����	 ������ �� ���	����
	����� 
��������	� (�(	�	 �	 �� ������
�������� �� "��� �����
��� ����� 	��� �� ���"�� ��� �������

���$#���� 2�4�-� ,� f ���	���� ������� ������� �� ������ A ) z0
����� ������������ ��� A �	� lim

z→z0

f(z) = a �= 0) ���� �
����� δ > 0 ������

$��� |a|/2 < |f(z)| < 3|a|/2 ��	� z ∈ D(z0, δ) ∩A�
<�	 �� 	
����� �
�� ��� 
�	��	���� 
���
��� �"	���-���� ��� ������

��	 ε = |a|/2�



1: ��������� �
 ��������� ����������� ��� ��������

1������ 2�4�-� ,� f ���	���� ������� ������� �� ������ A) z0 ∈ A
�	 ���� ��� ��	 ������� ���	� ������� ��� z0 	� ��	 ���� ε > 0 �
�����
δ(ε) > 0 $��� |f(z) − f(z0)| < ε ��	 ���� z ∈ A �� |z − z0| < δ(ε)�

'
���� �� (�(�����	"�	 ����������� �	 ����� ��� ������ ��� ��	 �������
���	� ������� 	� �
����� �� ���� �	� ���	� ��� �� �� ���� �� 	��� �� (�� ���
������ 
�� �$�	�� ��� ���	� 	���(�� ����� �� �������	 ������ ���
�����(��
�	� �� 
���
��� 
�� �� ����� z0� ��� ���	� ����� �������������

�� 	���(�� ���	� �� ����� ,� �� z0 ���	� ���������� ����� ��� 
�����
������� �� ����  ������� ���	� ������� �� 	��� 5�������� �� ����� �	�
�� (�� ��� ������ �� �������	�7� ,� �� z0 ����� 	
� �� ������� ��� 	�����
��� 
���� ������� ���	� �	� ����� ������������ �� 	��� ����  �������
���	� ������� ��� z0 ��� �	� ���� ��� lim

z→z0

f(z) = f(z0)�

,� ���� ������ �� �������	� 	����	�	�������� �	 |z − z0| < δ �� z0 ∈
D(z0, δ) �	� |f(z) − f(z0)| < ε �� f(z) ∈ D(f(z0), ε) � ������	�	 z ∈
f−1(D(f(z0), ε)) � ������� 
	����� �� 
	�	���� ���"�

��$��� 2�4�-� 4 
	�	
��� ������� ���	� ������� ��� z0 ��� �	� ����
��� ��	 ���� ����� D(f(z0), ε) �
����� �	������� ������ D(z0, δ) $��� 	�

����������� �� ������� �� 	����  ����� �	 	������ ���� 
�$�� ��	��

f(D(z0, δ) ∩ A) ⊆ D(f(z0), ε)
� ������	�	

D(z0, δ)) ⊆ f−1(D(f(z0), ε))

���'����� 2�4�-� <�	 �� �������	 �� ��	 ����� ���	� �	��������� ��

���� ������� �� ��������� ,� ��	�� 
����������� ��	 ������� ��
������� �� ��	 ��������� 
���� ������� ���� ����������� � 
����������
�	 ���	� ������� �����  	����� ������� �	 �	 ���	� �������) ,� 	���
��� ��	� ����� ���� �	 ���	�� ���� �������� ���	������� �� ��	 ���� �	
����	 ����� �	 ��� 
������-	�� �� ����� ���������� z0 
�� �� �������� ���
���	� ����������� #� 
���������� 
�� �
��������� �� �������	 ���	� 	���� 
��
������	� �� ������ 
������ ��� z0 ��	�� �� �����	 �� ���"�� D(z0, r)∩A
�
�� A ���	� �� 
���� ������� �� ���������

?	 ���� ��� ��	 ������� ���	� ������� �� ��	 ������ ��	� ���	� �������
�� ���� ����� ����



�
�
 ��������������� 1=

f

ε

z0f(     )

A

δ z0

!���	 %�%@

C�����
��$��	� ��� ������	���� �� �������	� 
�� 	�	"��	�� ���	� �����
 	
����� �� 
	�	���� ���	����	 ������� 
���	���

��$��� 2�4�2� .�	 ���	���� ������� ������� �� ������ A ���	� �������
� �� 	��� ) ��� �	� ���� ��� 	�������"�� ���� 	������ �
������� O ��� �
�
��
��� �� 	������ �� 
��� �� A) ��	�� f−1(O) = O1 ∩A) �
�� O1 	������ ���
C�

��$��� 2�4�.� ,� ���	���� ������� ������� �� ������ A ���	� �������
�� 	��� ) K ⊆ A ���
	��� �	� C ⊆ A ��������� ���� f(K) ���
	��� �	�
f(C) ����������

# 	�	��$��� �
���� �	 ����� �� 	
����� ������-���	� �� 
��������

���	� �� ���� �������� ��� ���
	���� �	� ���������� ��������

������ 2�4�-� 3��� �����	 ) �������	 � ������	��� ����	 ���	� ������
���� �
������	 ��� ���	����� �
�
�����

!��� ������ �� �������	� �� ����� z0 ��	 �	 �
�������� �� 
��������
ε ������
����	�� δ = δ(ε) ����� �	 
���� ��� ��	����	� 	
� �� z0 �
����
�� ������	�� ��	����� #�	� ���� ������ �������	 �� ������ ��� ��	����
��� �� 
�������� ε �� �
����������� �� �� ���� δ �� ��	 �	 ����	 �	����
����	) ��	�� 
��
�� �	 ���"���� δ = δ(x, ε)� !�� 
��� �	�� 
���
���

�� �
��	��
��� 
�������� ε �� �
����������� �	�������	 �� *L�������"�
���
� ��� 
���� �������++  �������	 �����	� ��������"
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1������ 2�4�2� .�	 ���	���� ������� ���	� ��������"	 ������� �� ��	
������ A 	� ��	 ���� ε > 0 �
����� δ(ε) > 0 $��� |f(z1) − f(z2)| < ε ��	
���� z1, z2 ∈ A �� |z1 − z2| < δ(ε)�

I�����	� 
���	� �� 	��� �� ��������"� �������	� ���	�  
	�	�����

��$��� 2�4�3� .�	 ���	���� ������� ���	� ��������"	 ������� �� ��	
������ A 	� �	� ���� ��� ��	 ���� -����� 	�������$� zn, wn ∈ A �� ��
������	 |zn − wn| → 0) ������ |f(zn) − f(wn)| → 0�

!� 
����� 
���
�$���� �	 �����
�������� �� 
	�	���� ��$��	

!������ 2�4�2� ,� ��	 ���	���� ������� ���	� ������� �� ��	 ���
	���
������ ���� ���	� ��������"	 ���
	��� �� 	����

#� ������� �� 
�������� �	� �	 ������	�	 
�� ������ ������
������ ��
������� �$�	 ��� ���	���� �
�
��� ����������	� ����� ��
� �� �
�����
���
������� �$��� 0�������	�� �	 �	 �$����� ��� ���	���� �
�
��� ��	 �	 ������
��	 �	����� 	������	 �� �� ���� ���� ��	 �
����	 ��"��	�	�

��+ &$����	�	��� �	$ ����)�	$

?���-���� ��� ��� 
�	��	���� �����	 �
����� 	�� ��� ����	 
�� ����	��
�� ��	 �	 ���	� ���	������ ���� ��� 
�	��	���$� 	����$� �	� �� ���� ��������
����� �� ��� ������ R

⋃{+∞,−∞} �������� �	 ���	� ����� ��	���	�����)
����� ����� 	
� ������� �	� "�	����� ��	�� ���
	��� 	��� ��	�� �� ����
��� �$�	����

'�	� ���
�� ���
	��
���� ��� R ���	� � ����� ?������� �� �������

f(x) =
1

1 − x
− 1

x
) x ∈ (0, 1)� 0	�	������ ���  
	�	
��� ������� ���	�

	�"��������	�� ������� �	� f(0, 1) = R� '"���� �� 	������ ������	 (0, 1)
���	���	������ ��������"	 ��� R �	� ���
��� ��� ����	 ��	 �� �
���	�
�� 	
��������� ��� ���
	��� ������	 [0, 1]� .� �� �
����	  ��� ±∞ �	�
�� �
���	� f(0) = −∞) f(1) = +∞ .� �� ������� f−1 ���	���	���
-���� �� ��������"���� �� �
�����	��� �����	 ��� 
�	��	���$� 	����$�
��� ���
	��� ������	 [0, 1] �
����������	� �� ���
	��
��� �� �
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�
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'
���� ��� ���	���� �
�
��� ��� ������ �� 
��(��	 �� ����	�� ��	 ��	
	����� ���
	��
��� ��� �	� �����-���	� ��� 
������	 �������	 	��� ����
��	�

�� 
�$�� (��	 ���	� �	 ���	���	������� �� �
�
��� �� �
�"����	 ���
�	�
���	��	�	� �"	��	� ��� R3� 0�� ������������	 ?������� �� �
�"����	 ��
�"	��	� S = {(x1x2, x3) ∈ R3 : x2

1+x2
2+x2

3 = 1} �	� �� �
�
��� ��� ���������
������ 
�� 	
	���-��	� 	
� �	 ����	 �� ���"�� (x1, x2, 0) ∈ R

3 
�� ��
�	���-���� ���������� �� �	 ����	 z = x + ıy ��� ���	����� �
�
����� ,�
p0 = (0, 0, 1) �� ����� (������ 
���� �� �"	��	� ��	 ����� ����� p �=
p0 ��� �
�"����	 S  �����	 
�� 
������ 	
� �	 ��� 
��������	 ����	
������ �� ���	���� �
�
��� ��� ����� P (p)� <��������� ���	� "	���� ��� ��
�� 
	�	
��� ��	���	��	 �	�	������	�� ��	 	�"��������	�� 	
�������� ��
���
����� ���� (����� 
��� �
�"����	� �� �"	��	� S−{p0} �
� ��� ���	�����
�
�
�����

q

p

0

S
p = (0,0,1)

p( )
p( )q

p

0

C = (x ,x )-επίπεδο1 2

x
3

!���	 %�1@

.��� ���� �
���������� 
����
���� �� ��
��

(x1, x2, x3) ∈ S − {p0} → P (x1, x2, x2) =
x1

1 − x3

+ ı
x2

1 − x3

∈ C
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z = x+ ıy ∈ C → P−1(z) = (
2x

|z|2 + 1
,

2y

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1
) ∈ S − {p0}

,
� ���� 
	�	
��� ��
��� 
����
��� ��� �� ���	������� P �	� P−1 ���	�
�������� �� ���	 ����	 	
������� ��������"������ 	�����	 ����� �$���� C

�	� S−{p0} ���	"�����	� �	 	������ �����	 ��� ���� ��	 	������ ��� ������
�� ��
������� �	���� ��� ��� 
	�	
��� �$��� �
������ �	 �� �����

	��� �	�����	 ��������	� �� 
	�	���� ��	 ������� ��� ���	���� �
�
����
,� ���������� ��	 -����� ������ (z1, z2) ��� ���	���� �
�
���) ���-����
�	� ������� 	
���	� X(z1, z2) �� ��������	 	
���	� ��� ������� ����
��� S − {p0} ��	��

X(z1, z2) = |P−1(z1) − P−1(z2)| =
2|z1 − z2|√

(1 + |z1|2)(1 + |z2|2)
.

4 ��	 ������� ��� ���	���� �
�
��� ���	� ������	� �� �� ��������	 �� ��
�����	 ��� 
	����� �	 ���	 	������ �	� ������� �����	 �	� �
������ ��
��	 ���
	���-�� ��� ������� �� �
��	 ������� �	 �� ��������� '"���� �� �
�
���
��������$��� ��������"	 �	� ���	���	������ �� ���
��� �
�"����	 ��
"	��	� ��	 ����� �	� ���
�� ��	 �	 (���$����� �� ���
	�

!� 	����� �	��	���� ��$��	 �
�����
����� ��� ���	���� �
�
��� ��	
����� 
�� �� �����-���� ∞ �	� �� ������ C∞ = C ∪ {∞} �����-����
�
�����	���� ���	���� �
�
���� !� �������	 �
���������� �� ������� P
��� �
�"����	 S ���-���	� P (0, 0, 1) = ∞ �	� �� ������� 	
���	� ��� C∞
�� �� ����

X(z,∞) = |P−1(z) − P−1(∞)| =
2√

1 + |z|2 .

0	�	������ ��� �� 	
���������� P �	� P−1 ��	����� ��� 	
�������� 	�����	
����� �$���� C �	� S) ��	�� ���	� ���������� �
��� �� 
���������� �$��� ���
�	� ���������� ��������"��� �$�	 ���	� "	���� ��� �
���� �� S ���	� ���
	���
�	� �� P (S) = C∞ �	 ���	� ���
	���� 4 	
������� P �����-��	� ������
���	"��� 
��(���� .� (�� �� 
	�	
��� ��
������� �	���� �
��	��
���
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������	�	 ������ ��	 ���	�	 �������� ��� C∞ 
��(�����	� �� ������	�	
������	�	 ��� �
�"����	 S�

I��	����	 �������� ���	� �� 
	�	���� �
����������
�	 �����	 �� ���"�� Δ[∞, r) = {z ∈ C : |z| > r} ∪ {∞} ���	� 	�������


������� ��� 	
������
'�	 �
������� ��� ���	����� �
�
���� 5��	�� ��� 
������� �� �
����7

���	� 	������ ��� ��� C∞ ��� �	� ���� ��� ���	� 	������ ��� C� �� ∞ ���	�
��������� ����� ���� ���� ������� A ⊆ C∞ ��� �
����� 
������ Δ[∞, r) ⊆
A� '
���� � �$��� C∞ ���	� ���
	��� ��	 �	 ������� ��� �
������	 ���	�
���
	��� K	�(�����	� �
�  �� 
	�	
��� ���
��	������ ��� ��� ���	� ��	 �	
������� ��� ���	����� �
�
���� ������� �	� ��� �
�����	����� 	��� ���� �	
���
	���

!������ �� �	 ���	 	�������$� ) 	� ��	 	�������	 ��������� ��� ���	�����
�
�
���� ��������� �� �������� ��� ���	����� �
�
���� �� �� ��������	 �������
��� 	���-�� ��
��	 �� ��	 �	����	�� 4 ������� zn → ∞ ��	��X(zn,∞) =
|P−1(zn) − p0| −→ 0 ���	� ������	� �� |zn| −→ +∞�

H�� ���	� ���� �� 
������ �� �� �
���� �
����
��� 	��� ���� 	���� 
�� ���	�
���(	��� �	 ��� ������� ��� ����� 
�� ���	� �� 
	�	����@

• ∞ + z = z + ∞ ��	 ���� z ∈ C�

• ∞ · z = z · ∞ ��	 ���� z ∈ C∞ − {0}�
• z/∞ = 0 ��	 ���� z ∈ C�

• z/0 = ∞ ��	 ���� z ∈ C∞ − {0}�
• H�� ����� ���	 �� 
������ ∞±∞,∞/∞, 0.∞, 0/0�
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�������� �

�����	������ ��� ��������� ����	�����

��� ,��-	
��������� ��� �$�����# Cauchy-Riemann

.��� ��� ������ ��� �����  �������� �� �����	� �� 
	�	�$��� ���
���	���� �
�
���) 
����
��� 	������	 �	� 	
������ �� ��	���	��	� ��

�	��	����� 
	�	�$��� 	����	����$��	� �� x �� z�

1������ .�-�-� ,� ��	 ������� f(z) ���	� ������� �� ������ A) z0
����� ����������� ��� A 
�� �	 	����� �� 	��� �	� ������

lim
z→z0

f(z) − f(z0
z − z0

= a,

���� � 	������ a ���-��	� �	�  
	������� �� f ��� z0 �	� ���(���-��	�
�� f ′(z0)�

# 
	�	
��� ������� ���� �� ���� ������	� �	� ���	����	 ������ �������
,� Δz = (z − z0), Δf(z) = f(z) − f(z0) �	� �
	���� 	������ a ∈ C �������
$���

Δf(z) = aΔz + ΔzE(Δz) �� lim
Δz→0

E(Δz) = 0

���� � 	������ a ���-��	� �	�  
	������� �� f ��� z0 �	� ���(���-��	� ��
f ′(z0) 4 	
����� ��� �
��	 	�	"�����	�� ���	� �
� �� ��	���	��	� �	� ���
�
� �� ����	� ��	��  �
���	� ������� ��	 �������	 
������� ��	"��� �� �	��
	
������ 	
�������	�	 
�� ���	� �	� �� 	���������� �� ���	����� 	�������

29
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?	 �
����������� �� �	 �������	 
�� ������ �� ������� �	�) ����� �	 �������
��(	��� �	��	����� 	(	����) �	 ��	
���$����� �������	 	
� �	 
�������
�������	 �� ��	"���� 
�� 	�	"��	���

4 
�$� ��"	��� ��	"��� 
�� 	�	"������ ���	� ��� ��� 
�	��	���� 
	����
��� �� ���� 
����
��� 	
� �� *����++ ��� x 
��� �� x0 �
��� ��� 
�	��
�	���� �����	 ��$ ��� ���	���� 
	������ 
	���� ������ �
����� �
����

������	� ������ 	
� �� z ��� z0  ������� 	������ ���� **������� 
��
���������� 
�� �����-���	�++ $���  ��	���	��	 �	 �	�	����� �� ���	�� ����
��	 ����� ���� ������� 	���	������� .� ���	 ����	 �
��������	� 
�������
��	"��� ��� 
�
��	������ 	
� �� �
�����

!�� 
���
��� 
�� f ′(z0) �= 0 
�������-���	� �� z0 *M
� ��� ��	"����
������ ������� ++ ������

lim
z1→z0

arg
Δf(z1)

Δz1
= argf ′(z0))

lim
z2→z0

arg
Δf(z2)

Δz2
= argf ′(z0)

�	� ���� �� 	"	���� 
����
��� ��� ��	 Δz1,Δz2 → 0 ������

(argΔf(z1) − argΔf(z2)) − (argΔz1 − argΔz2) → 0,

�	� �� 
�� ������� ��$��	

θ(f(z1), f(z0), f(z2)) ≈ θ(z1, z0, z2) ����� ��� z0.

,
� �� 
�������� ���� 
����
��� ��� ��	 �� ������� f = u+iv �	
u �	� v ����� �� �	������� ������� ���	�� ���� $��� �� -����� (u(z), v(z))
�	 ����"��	� 
��� 	
� �� (u(z0), v(z0)) *8��++ �� (x, y) 
��� �� (x0, y0)� ?	
�
	�������� �� 
�� 	����� ��$��	 ��� �����	 �� ��	����� ��� ����$�
	
� ������� f �

4 ������� z̄ = x − ıy 	� �	� 	
������ -����� ��� ��	"�������� 
�	��
�	���$� ���	������� ��� 
	�	����-��	� ��� ����� 0����	�� 	� ��� �������
z̄ − 0

z − 0
������� z = h ∈ R ��	 h → 0 �� ���� ���	� 1� ,� z = ıh, h ∈ R ���

	 h → 0 �� ���� ���	� −1� 54 ����"� �	�� π/2 ��� z ���� 	
� �� ����

���	��� ����"� �	�� π ��� z̄7�
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!�� �
�
���) �� �	 ���	���	 ��� ��	����	����� �$���) ������ ��������
�� ������ ��	"���������	 5������� 
	�������7 �	� �� ��	"���������	 ��	�

�	��	����� �������� ��� ���	(��$�� <�	 �	 	�	�������� �	 
�������
�������	 �� ��	"���� 	��� �	� �� ���� ���� �� �� ���	���� 
	������
�������� 	�	��	�� �	 �	 �	�	��������� �	� �	 �	 	
��$����� �� ���	����
��$��	�

&'��� ���	���� ������� f(z) = f(x, y) ������� �� 
������ ��� z0 =
(x0, y0)� 4 ������ 
	������� �� f �� 
��� x ��� (x0, y0) ���-��	� 	
� ��

	������ �� �������� f ∗(x) = f(x, y0) �� ��� x0 �	� ���(���-��	� ��
fx(z0)� #����� ���-��	� �	�  fy(z0)� ,� f = u+ıv �����	 ��	
���$����� ��� 
fx(z0) = fx(x0, y0) �
����� ��� �	� ���� ��� �
������ �� ux(x0, y0), vx(x0, y0)
�	� ��� 
���
��� 	��� ������ f(z0) = ux(z0) + ıvy(z0)�

0	�	������ ��� ��	 �	 ���������� ��	 ������ 
	�	������� 5������ ���
	"������7 ���	���� ������� ��� z0 �
�������� �������	 �
�����
��� -���
��� 
�	��	���$� ������ ��	"�������� ���	������� ��� ����� 	��� ���� 
��
��� ������ ��	 ���	���� 
	�	������� �
�� "���� ��� 
	�������	 �� z̄�

'��	��� �$�	 ������� �	 �$����� ��	 	�	��	�	 ������ ���	����� 
	�	��
���������	� �� ������

!������ .�-�-� ,� f = u + ıv ���	� ���	���� ������� ������� �� 
��
����� ��� ������ z0 ��� �
��� ���	� ���	���� 
	�	������� ���� ������� �	

	�	�����

�� E
������ �� ������� 
	������� fx(z0), fy(z0) �	� ������

fx(z0) = −ıfy(z0),

� ������	�	

ux(x0, y0) = vy(x0, y0) �	� uy(x0, y0) = vx(x0, y0).

%� <�	 �� 
	������ ������  ����

f ′(z0) = fx(z0) = −ıfy(z0) = ux(x0, y0) + ıvx(x0, y0)
= vy(x0, y0) − ıuy(x0, y0)



2:��������� �
 ��������������� �����������������������

��������	 4 ���	 �� 	
������ ���	� �	 
������ ��� "���� �� ���� ��

	�	�$��� �
�������	� ���-����� �	� �	�	����"� ����� 
��� �� z0� 0�� ����
��������	 <�	 h ∈ R ������)

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
= lim

h→0

f(x0 + h, y0) − f(x0, y0)

h
= fx(z0)

�	�

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + ıh) − f(z0)

ıh
= −ı lim

h→0

f(x0, y0 + h) − f(x0, y0)

h
= −ıfy(z0).

#� 	�	��	��� �������� ���	����� 
	�	����������	� 
�� 
������ 	�� �	
	�	"�����	� �	� �$ �	 �� ���	����� �������� ����	��	 �������� Cauchy-
Riemann (C-R)� !�� ��$��	 �� 
���������� 
��
�� �	 
���������� ����
�������� Cauchy-Rieman ��� ����� z0 = (x0, y0) $��� �	 �
�������� ��	���
�������� ��	"���������	�  	
���� (������	� ��� 
�� ������ �����	 	
�
�� ������ 
	�	����������	 
�� ������	�� ��� 
	������) ��	��) �� ���
	"���������	 �� �� 
�	��	���� �����	 � 
�	��	���� ��	"���������	� ,�
�������� ���� �	�����	 ���� ���������

#��-���� ��� ��	 
�	��	���� ������� ������� �� 
������ ��� z0 =
(x0, y0) ���	� 
�	��	���� ��	"������5� ��	"������ �� �� 
�	��	���� �����	
� R���	"������7 ��� �
������ a, b ∈ �����	 $���

u(z) − u(z0) = a(x− x0) + b(y − y0) + |z − z0|Eu(z)

�� lim
z→z0

Eu(z) = 0�

!�� 
	�	
��� 
���
��� 	
��������	� �����	 ��� �
������ �� �������

	������� ��� z0 �	� ������ ux(z0) = a) uy(z0) = b�

#��-���� ��� ��	 ���	���� ������� f = u + ıv ������� �� 
������
��� z0 = (x0, y0) ���	� 
�	��	���� ��	"������5��	"������ �� �� 
�	��	����
�����	� R���	"������7 ��	� �� u �	� v ���	� ��������

,"����	� ���� 	�	��$�� �	 	
������� �� 
���	�@
.�	 ���	���� ������� ������� �� 
������ ��� z0 = (x0, y0) ���	� R�

��	"������7 ��� ����� z0 ��� �	� ���� ��� ���	� ������ 
	�	������� �	�
������

f(z) − f(z0) = (x− x0)fx(z0) + (y − y0)fy(z0) + (z − z0)Ef(z)



�
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�� lim
z→z0

Ef(z) = 0�

,� ��� 
	�	
��� ���� �������

x =
z + z̄

2
) y =

z − z̄

2ı
) fz =

fx − ıfy

2
) fz̄ =

fx + ıfy

2

���"��	� ��� ���	����	 ������ ���"�

Δf(z) = Δzfz(z0) + Δzfz̄(z0) + ΔzEf (Δz)

�� lim
Δz→0

Ef (Δz) = 0�

�$�	 ���	��� �� ��� �	 ��	��
$����� �� ��$��	 
�� �
	�������	���

!������ .�-�2� .�	 ���	���� ������� ������� �� 
������ ���� ������
z0 ���	� ���	���� ��	"������ 5
	�	�������7 ��� z0 ��� �	� ���� ��� ���	� R�
��	"������ �	� ������� �� �������� C-R ��� ����� 	����

��������	 ,� ������� ��	 ������� ��� ������� �� ���	����� 
	�	�$���
�� ������ ���"� 
�� �$�	��) ��	��

Δf(z) = aΔz + ΔzE(Δz)

�� lim
Δz→0

E(Δz) = 0

�	� ��� ������� �� ��	"���������	� �� �� 
�	��	���� �����	

Δf(z) = Δzfz(z0) + Δzfz̄(z0) + ΔzEf (Δz)

�� lim
Δz→0

Ef (Δz) = 0�

0	�	������ ��� ��� 
�	��	���� ��	"���������	 �
����� � �
� 
���� 
	������	�
Δzfz̄(z0)� 4 ������ C-R fx(z0) = −ıfy(z0) ������	��� �� �� fz̄(z0) = 0 	
�
�� �
��	  ���� �� ��	"���������	� �� �� 
�	��	���� �����	 ���	���
��	�
��� ���� �� ���	����� 
	�	����������	 
�� 
�� ������	�� ��� 	���� .�


������ (�(	�	 �	 ��	�������� �� Δz �	� �	 
������ fz(z0)+E(Δz) =
Δf(z)

Δz
)

�
��� ��	 Δz → 0 
	������� �� -������� ���
��	��	�



9;��������� �
 ��������������� �����������������������

���$��#���� .�-�-� �� '
���� �
����� ��	� �������� �	 �
������ ����
������ ������� �� ��� 
	�	������������ �	� ��	"����������� 
��
�� �	
�
����
�������� ��	 ���"���	 ������� �� �� �������	�

.����� 
	�	������� �� ����� ������ ��	� �
������ �� ������� 
	����
���� ��� ����� 	���� H�	"������ �� �� 
�	��	���� �����	 � 
�	��
�	���� ��	"������ � R���	"������ ���	� 	��� 
�� ����	�� �
�� ��	�
������ �	� �	� ����� ��	"������ 	
� �� 
�	��	���� ,������

#�	� �� ������ ��� ����������	� 	
� �	���	 
����������� ) ��	�� ��	�
������
������ ��� �	�	������� ��	"������ � 
	�	������� 5�����7
��� z0 �	 �������� �� �
	�� �� ���	����� 
	�	�$��� �	� � 
����
��������� ���	���� �	 
	�	���
��	��

&#��� �� 
	�	
��� ������� ���	� ����	��� �	�  	�	"��� ���� �� ������
���� �� �����	 ��� ������� �� ��	 �	 ����	 ��� ������� ) 
� ��	"������
�� ������ A ��	���� ��	"������ �� ���� ����� ��� A�

%� #� ���(������� fz) fz̄ ��� ���	� ���	��� ��	�� ���(���-��� ��� 	����������
������� 
	�	�$���� 
�� �	 
���� ��� 	� ��� ������� �������
x = z+z̄

2
) y = z−z̄

2ı
�	� ���������� �	 z, z̄ �	� 	��������� ���	(��

���� !�� 
���
��� 	��� �� �������� C−R ���� �-���	� ��� ����
fz̄ = 0 �	� �� ��
���� 
���
�$���� 	���  ���"� ������������ 0�� 
������� f(z) = z̄ ��� ���	� 
������ ��	"������ ����� fz̄ = 1 > 0) ��$
 ������� g(z) = z̄2 
	�� �� ������� ��� ���	� 
	���� R���	"������
�
���� gz̄(z) = 2z̄ ���	� ��	"������ ���� ��� ����� �����

<�	 �� ����(	� 	
� �� 
�	��	���� �� ���	���� ��	"���������	 ��
�� ����	

R���	"������ 6C-RN��	"������

��� ���	� 
���	 ������� � � ������� �� 
�	��	����� ��	"���������	�
���� ��� ������� ��� !�� ����� 	��� �	 �
��	�������� �� (�����	
���� ���	����	 �������� ������	��� �� 
�	��	����� 	�������

!������ .�-�.� ,� �� 
�	��	���� ������� u(x, y) �
������ �� �������
ux) uy �� 
������ ������ (x0, y0) �	� ����� �������� �� 	��� ����  �������
���	� R���	"������ ��� ����� (x0, y0)�
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4 
	�	
��� 
���	� ���������	� ����� ��
� �� ���	����� ���	������� ��
��� 	"��� �� 
�	��	���� ��	"���������	�

I������ �� 
	�	���� 
�������� 
�� 	
������� �
���	� ��� 	����������
�� 
�	��	����� 	�������

��$��� .�-�-� ,� f ) g ���	����� ���	������� ��������� �� 
������ ���
z0 �	� ��	"�������� �� 	��� ����)

i) #� 
	�	
��� ���	������� ���	� �������� ��� z0�

ii) #� ���	������� f ± g) �	� fg ���	� ��	"�������� ��� z0 �	� �������)

• (f ± g)′(z0) = f ′(z0) ± g′(z0))

• (f · g)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + g′(z0)f(z0)�

• ,�  g ��� ���� ��-�� �� 
������ ��� z0 ���� 
f

g
���	� ��	"������

��� z0 �	� ������

(
f

g
)′(z0) =

f ′(z0)g(z0) − f(z0)g
′(z0)

g2(z0)

��$��� .�-�2� ,� g ���	� ���	��� ������� ������� �� 
������ Uz0

��� ������ z0) f ������� ������� �� 
������ Vg(z0) ��� ������ g(z0)) ��
g(Uz0) ⊆ f(Vz0) ) �	� �
� 
���� g f ��	"�������� ��� z0 �	� g(z0) 	��������	 )

���� 

f ◦ g ���	� ��	"������ ��� z0 �	� ������ (f ◦ g)′(z0) = f ′(g(z0)g′(z0)

4 ��	���	��	 ��� 	
�������� ��� ��	"���� 	
� ��� 	���������� ��� 
�	��
�	���$� 
	�	�$��� �	� ��	��� �	 
������������ �� ��	 ����
���� 	
�����
������	�	� 
���	���
,
� �� ��	"���������	 ��� f ) g ������)

Δf(Z) = f ′(Z0)ΔZ + ΔZEf (ΔZ))
Δg(z) = g′(z0)Δz + ΔzEg(Δz)�

,� 	����	�	��������



9%��������� �
 ��������������� �����������������������

Z = g(z) �	� Z0 = g(z0)


	�������

Δf(g(z)) = f ′(g(z0))Δg(z) + Δg(z)Ef (Δg(z))
= Δzf ′(g(z0))g′(z0) + ΔzEf◦g(Δz)

�� Ef◦g(Δz) → 0 ��	� z → 0�

1������ .�-�2� ?	 ���� ��� ��	 ���	���� ������� ���	� 	�	������ 5��
(�(�����	"�	 �	 �� ���	������� �	� �	� ������"7 ��� ������ A 	� ���	�

	�	������� �� 
������ ��� ������� A ��	�� �� 	������ ������ O ��
A ⊆ O�

0	�� �� ������� ��� � ������� ���	� 	
���  
���	 �
	������� ���	����

������ �� ��	"��� 
	�	����������	� 5��	"���������	�7 �	� 	�	��������
�	�� &#
�� ��
	��  
	�	����������	 ���	� ����	�� �����	 ��$  	�	���
������	 ��
���) ��	�� 	"��� 
	�	����������	 �� 	������ �����	 � 4 	�	�
��������	 �� ����� ��	���� 
	�	����������	 �� ������ 	������ 
������
��� ������� O����� ��	� �� ������ A ���	� 	������ �
���� ���	� 
������ ���
�	���� ���  
	�	����������	 ��������� �	�  	�	��������	 �� 	��� ���	�
�	������� ��������

!������ .�-�3� ,� ��	 ���	���� ������� ������� �� ��
� OC ����

	������ ���� �� ��	 �	 ����	 ��� ��
�� ���� ���	� ��	�����

<�	 �� 	
����� �	 ����	������ �� 
	�	���� ������ 
���	� �� 
�	��
�	����� 	������

��$��� .�-�.� ,� 
�	��	���� ������� u(x, y) ������� �� ��
� OC
���� ������� 
	�	�$���� ���� �� ��	 �	 ����	 ��� ��
�� ���� ���	� ��	�����

?	 �$����� �� 	
����� �� 
	�	
��� 
���	�� �
���� 
����� "����
�
��	����	�	� 	
� �� �����	

**  ������ 
	������� �� 
��� x �����-��	� ��	 	��������� ��� x)������
�	� �� 
��� y �	� �	� 	������� 	
� ��� ���	(���� ���	� ��	����++�
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!� 	��� �� �
��	����	�� 	
������ ��� ���������  �
���� ��� ��
��
���� "���� 
������ �	���	 ������	 
�� �"	����	�� �� ������� ��$��	
��� 	
���������� �������� ��	 �� 
	�������

��������	 ,� ���������� �
�����
��� ������� ���-����� ������	��� ����	
�
������� ��� ��
�� ) ��	�� ������ �� ���"�� {(x, y0) : a ≤ x ≤ b} �	�
���������� �� ������� uy0(x) = u(x, y0) ������ (uy0)

′(x) = ux(x, y0) = 0
��� [a, b] 
�� ��	���� ��� � 
���������� �� �������� u �� ����� ���-���
��� ������	 ��� ��
�� ���	� ��	���� �������� #����� �	� �� �	�	�����
"�� '��	� ������ ��� �� ��
�� ���	� ����	���� ��������� �����	 �
��� 	�

������ ��� ����	 z0 �	� z �
����� 
��������� ��	��� 
�� �	 �������
�	� 	
�������	� 	
� ��	������ ���-����	 �	� �	�	����"	 ������	��	 ����	�
�	 [z0, z1], [z1, z2], . . . [zk, z]. ,
� �� 
�������� ��	
����� ������ u(z0) =
u(z1) = . . . u(z)�

��������	 6$�% ��"�#��$��7
,
� �� �
���� �	� ��� �������� C-R ������ 0 = f ′(z) = ux(z) + ıvx(z) =
vy(z) − ıuy(z)�

'
���� �����-���	� ���� �� ������� 
	������� �� (�� �� 
���������
����	  ������� f = u+ ıv ���	� ��	�����

���'�*���$� .�-�-� &'��� f = u+ıv 	�	������ ������� �� ��
� OC�

(i) ,� �� ����� �� �������� 
	�	����� ��	���� ���� ��
� �	 	
��������
���  ������� ���	� ��	����

(ii) ,� au + bv = c �� a2 + b2 �= 0 �	 	
�������� ���  ������� ���	�
��	�����

(iii) D����� ��	��� �	� 	�	��	��� �������� $��� �	 �
����� 	�	������ �������
f = u+ ıv �����	 $���

au+ bv + d(u2 + v2) = c �� a, b, d, c ∈ R�

��������	 (i) ,
� �� ���� |f |2 = u2 + v2 = c 
	������	� ��� �������

	�	�$���� ������

2uux + 2vvx = 0, 2uuy + 2vvy = 0



92��������� �
 ��������������� �����������������������

�	� �� �� �"	����� ��� �����$� C-R

uux − vuy = 0, vux + uuy = 0

,� c �= 0 5 
���
��� �� �����	� �� ���� ���	� ���������7 ����
�
����  ���-���	 ��� ������	��� �� 
��� ux, uy ���	� u2 + v2 = c �= 0
�� �����	 ���� ���	���� ��� ux = uy = 0�

.� �� �"	����� ��� �����$� C-R 5vx = vy = 0)� 
����
��� ��� ����
�� ������� 
	������� ���	� ���� �	� �
���� �� 
���� ������� ���	� ��
��
 ������� ���	� ��	�����

(ii) 4 	
����� �
���� ����� 
��(��	 �	 ����� 	
� ��� 	�	��$�� 	�������
"���	� ������ �� ��	���	��	 ��� 
���������� ��������

(iii) <�	 d = 0 �� 
��(��	 	�������
����� ��� 
��������� ������� <�	
d �= 0  ������ ������	��� �� ������ ������

(u+
a

2d
)2 + (v +

b

2d
)2 =

c

d
+

a2

4d2
+

b2

4d2
,

�
��� 	�	��	�	 ������ �
	��� 	�	������� �������� ���	�  ����

c

d
+

a2

4d2
+

b2

4d2
≥ 0

4 
�������� ���� �� ���	���� ���"� ���"��	� |F (z)| = C ��	 ����
z ∈ OC �
��

F = f +
a+ ıb

2d
�	� C =

√
c

d
+

a2

4d2
+

b2

4d2

.� (�� �� ���
��	��	 ��� 
�$��� �������  ������� F �
������
�	�  f ���	� ��	������ �� ������ �
������ 	
�������	� 	
� ��� ���	����

���� ft(z) = −a + ıb

2d
+ z · C · eıt) t ∈ R �	� ���	� 	
����� 
������ �����

	
� �� 
���
��� C = 0 
�� ���	� �����������
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���$��#���� .�-�2� �� �� ����� ������ ���������� �� ��
���	 �� �
�����
��� ������� 
�� ���	������ 
�� ����� �	� �� 	��� ��� 	�	"�������

,� ��	 ������� ���	� 	�	������ �� ��
� ���	� ��	���� ��� 
���
���

�� ������ �
� 
���� �
��	��
��� 	
� ��� 
	�	���� �
��������

�� 
�	��	���� ����� ���	� ��	���� (a = 1, b = 0, d = 0)) 
	����� ����
"	��	������ ����� (a = 1, b = c = d = 0)) �� "	��	����� ����� ���	�
��	���� (b = 1, a = d = 0)) 
	����� ���� 
�	��	����� ����� (b = 1, a =
c = d = 0)�

%� ,� ������� ��	 �������� ���������� �	��� ��� �"	����� 
�� ���	��
	
� �� 
�$�� ������ 
����
��� ��� �� ������ ���$� ��	� � ��	�����
� 	�	������� �������� �� ��
� ��� �
���� �	 ���������� �� ������
,
� �� ������� ������ 
����
��� ��� 	
�������	� �	 ���������� �� ���
���	 � �� ����� ������ 	
������� �	� �� 
���
��� ��	� 
�� �������
�	�
���� .��� �� �	��� 	��������  
����� 	� �
����� ��	���
��� �
�
���� F (u, v) = 0 
�� 
������� �� ������ ���$� ��	� � ��	�
����� 	�	������� ��������� ,������$��	� 	����� ��	���	��	 ��
�� �"	�����) ��	��

∂F ∂x =
∂F

∂u
ux +

∂F

∂v
vx = 0

∂F

∂y
=
∂F

∂u
uy +

∂F

∂v
vy = 0

������ 
����
��� ��� ��� 
���
��� 
��

(
∂F

∂u
)2 + (

∂F

∂v
)2 > 0 �� ��� ������ ���$� (u, v) �� �������� f 

������� ���	� 	�	��	����� ��	���� 5��
��������� �� 	
������ 	"��
����	� ���� 	�	��$��7� �� ��$��	 	� �
����� ��	��� 
�� �
�����	
"���������� ���� ��� ����� � ��	����� 	�	������� �������� �� ��
�
�� ���	��� 	��� �� ��� �	 �� 	
	��������� <�	 �� ��������� ��
����
	��
������ 	
	������ ��� 	��� ��� �
���� �	 ����� ����� �� ������ ���$�
	��$� ��� ���	������� ���	� ������� 	������ �������
<�	 �� 	
����) �
����������
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���'����� .�-�-� F	 ����	����� �� 
��� �� 
	�	����������	 �	� 	�	�
��������	 �� ��� �� ���	���� �
�
��� �� ���	�������

e−y(cosx− y sin x) + ıe−y(x sin x+ y cos y)) zRez �	� 2z997Rez+ 2ız1997Imz�

!������ �� �� 
�$� ������� ��	� ��
����� ��	��������� �� ���	�����
����(�	� ��� �
�
���� �
���� �	 
	�	������ ��� 
������	� ��	 �� 	�	������
������� zeız �	� �	 �����$���� '
����  ��	������� �� 	��� ��� ���	� ����P��

��������� �� � �������� ��� �����$� C-R �	� ������)

fx = e−y(cosx− x sin x− y cosx) + ıe−y(sin x+ x cosx− y sin x)
fy = e−y((sinx− x cosx+ y sin x) + ıe−y(− cosx+ x sin x+ y cosx)

0	�	������ ��� �� �������� C-R fx = −ıfy ������� �� ��� �� �
�
���� '
���
�� �
������ �� ������� 
	������� �	� ���	� �������� �� 	��� ������ �	� �� �
��

���� �������� �� R���	"���������	� ��	 �	 ���
�������� ���  �������
���	� 
	�	������� �� ��� �� ���	���� �
�
��� 
�� ���	� 	������ ������ �
���
���	� �	� 	�	�������

<�	 �� ������ ������� zRez = x2 + ıxy) �
���� fx = 2x+ ıy) fy = y)
���	� "	���� ��� �� �������� C-R fx = −ıfy ������� ���� ��� ����� z = 0)
�
��� 	��� ���	� �� ���� ���������� ����� 
	�	����������	�� '
���� �
�

����  ������� ���	� �	� R� ��	"������ ��� ����� ���� 5�
������ ��
������� 
	������� �	� ���	� �������� �� 
������ ���7 �	 ���	� 
	�	�������
�� 	��� �	� ������ f ′(0) = fx(0, 0) = 0� 5,� �	� ���� ����� � 
���������� �
���	�� ������� �� �
� 
���� 
��/
���� �� 
�	��	����� ��	"���������	�
���� 	�	��	����� �	 ���	�� ��� ������ �� ��� ������ �� 
	�	�$��� 
��
��� 
���
���� �	� ��� �
����� �	��	 �������	7

<�	 �� ���� ������� �	� ������ ���� ���"�� f(z, z̄) �	� ����������� �	
������
�������� ��� �������� C-R ��� ������	� ���"� fz̄ = 0� !��

���
���� �	� ������ f(z, z̄) = z997(z+ z̄) + z1997(z− z̄) �	� 
	�	����-���	�
�� 
��� z̄ 
	�������

fz̄(z, z̄) = z997 − z1997 
�� �����-��	� ��	 z = 0 �	� z1000 = 1�

4 ������ ������ ����� ��-�� zk = e
2kπı
1000 k = 0, 1, . . . , 999� �� ������ ���

��-$� �	���-��	� �� �� ������ ��� ������ 
	�	����������	� �� ��������
�
���� �� ������� 
	������� �
������ �	� ���	� �������� 
	����� ,� �	� 
���
����-	� �	 ������� ��� ������ �� ��� ������ �	 ����	-��	� 	�"	�$� 
���
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��������� ������� 	
� �� 
�������� 
���
��� 5 �	 ��	� �	�� ��	 ��

�	����� ���� ���� �
����� 	�	��$�� �	 �� �
���������7� 4 
	�������
��	 ����	 	��� �����	� 	
� ��� 	���������� ����� ��

fz(z, z̄) = 998z997 + 997z996z̄ + 1998z1997 − 1997z1996z̄

#
���

f ′(0) = 0 �	� f ′(zk) = 2996z−3
k − 1000z−5

k �

���'����� .�-�2� H$��� 
	�������	 ���	����� �������� �������� ��
������� �� ���	���� �
�
��� 
�� �� ������ ��� ������ 
�� 
	�	����-��	�
���	�  ���� ��� ������ |z| = 1 �� �� �������� y = x�

4 ������� 
�� �	 	������������ 	
������ **(�������	++ �	�	������ ������
�� 
	�	����������

�� 
�$�� (��	 ���	� �	 "������ �� -������ ��	��� 
	�	����������	�
��� ���"� f(z, z̄) = 0� !�� 
���
���� �	� � ������ ��	"��	� zz̄ − 1 = 0)
	� ������� 2x = (z + z̄) 2ıy = z − z̄)  ������ �� ��������� �����	�

z(ı− 1) + z̄(ı+ 1) = 0

�	�  ���� ��� ��	��$� ��"��-��	� 	
� �� ��������

f(z, z̄) = zz̄2(1 − ı) + z2z̄(1 − ı) − z(ı− 1) − z̄(ı+ 1) = 0.

�� ������� (��	 ���	� �	 	�������
������ �� z̄ �	� 	�	����� �� �	(���
�� f(z, z̄) �	� �	 (����� ��	 
	������	 �� 
��� 	���� !�� 
���
���� �	�

	������ �� �������

h(z) =
1

3
(1 + ı)zz̄3 +

1

2
(1 − ı)z2z̄2 − 1

2
(1 + ı)z̄2 − (1 − ı)zz̄ + C.

4 
	�	
��� ������� ���	� 
�	��	���� ��	"������ �	� �
���� hz̄ Nf(z, z̄)

���� ��� -�������� 
���
�������� ��	 ����	 
�� �
�����  
	������� ��
�����	� 	
� �� ����

h′(z) = hz(z) =
1

3
(1 + ı)z̄3 + (1 − ı)zz̄2 − (1 − ı)z̄
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��� !���$���)# �����"���# �
��������� �$��
���

����

!� �����	�� ������ ��
	����� ��������� ���	������� 
�� ����� ������
��� 
���������� �	� ������
�����	� ���	����	 ��	 �� ����� ����� ���	����
���� ��� 	
��	���� �������$�����

������� ���	� �	 
���$���	 ) �� �������� ��	���
��� ���"��) �� ���������������
���	�������) � ����������� # ���� �������$���� ���	� ������ 	������� �	� 	�
���	� 
�	��	���� 	�	��	�	  ���� ��
���� �	�	�������� �	 
��������	 ���
��� ������$�����

&'�	 ������	 
�� ������	� ��$ ���	� 
���� 	
� 	���� ����� 	�	������ �
���
�	� �� ��
� �	� �� 
�����

�� �
����� ��$��	 
�� 
����
��� ���	� 	�  	�	������ �
���	� ����
����� ���	� ���	����� !�� ������� ��$��	 ��� ������ 	����� ���	���	 �	
	
	�������� �� 	��� � "�� 	��� 
��	�	��������� ��� �	 	����������
���������� ��$��	 
�� �	 	
	����� �������

�	 �
����	 ������	�	 	"����� ��� �������� 	������ 
�	��	����� ��������
� �
���������	� �	� 	���� 
�� ��� �
���������	��

�	 
���$���	 
��"	�$� �
���������	� �� ��� �� C �	� �� ���� ���	����
���� ���� ��
� 
�� 
����
��� 	� 	
� �� ���	���� �
�
��� 	"	�������� ��� ��-��
��� 
	�	���	����

����� !���$���� ��)����� ��# �$�"
����# ex�

<�	 �	 (������� 	� 	�	-������� ��	 	�	������ �
���	� E(z) 
�� �	
��������� ���� ������ �� ������	 ��� �������� ��	��

E(z) = E(x+ ıy) = exE(ıy) = ex(C(y) + ıS(y)

,
� ��� �������� C −R) Ex = −ıEy 
	�������

ex(C(y) + ıS(y)) = ex(−S ′(y) + ıC ′(y) � S ′ = C �	� C ′ = −S
'
��� 	
� �� ���� E(0) = e0 = 1 
	������� S(0) = 1 − C(0) = 0�

&#
�� �� 
��������� ���"�� 	�	"��	�� �� -����� ��� ���	������� �� ���

	�	
��� �������� ���	� �� ���	���� (C(x), S(x)) = (cosx, sin x)�



�
�
 ���������������������������������������������� 9=

5&#��� �� (�� 
�������� �
������ �	� ��� 	
�����	� ��� ��������� 	� ��
������ �$�	 
	�	����-���	� � ������� (C(x)−cosx))2+(S(x)−sin x)27�

,� �$�	 ������� E(z) = ex(cos y + ı sin y) ���	� 
��"	��� ��� �
������
�� ������� 
	������� �	� ���	� �������� �� ��� �� ���	���� �
�
��� �
��� E
	�	������ �	� 	
� ��� �������� C −R 
����
��� E ′(z) = Ex(z) = −ıEy(z) �
E ′(z) = E(z)� 5�	 �	�	���	�� ��� ���	 �
���	� 	� 	����	�	�������� ��
	����� 
	�	���� �� �� E = E ′ �	� �� ���������� �	� ����7�

'��	� ������ 
��"	���� �� �������

E(z1 + z2) = E(z1)E(z2)) E(z)E(−z) = 1) E(nz) = En(z) ��	 	���	���� n�

0	������	� �
�  �� ������� ���  	�	������ �
���	� E(z) �
������
�	� ��������� (	����� �������� �� ���	�� ex �	� �� �
����� ��� �	 �	�
	
��	�� �� �� ������� �� ���	������	�) ����-���� ��� ���	����	� �� (�
�
����	 �� ���	� ez �
����
��$��	� ���� �	� �� �����	

eıθ = cisθ = cos θ + ı sin θ

I��	���� 
������ �����-��	� ���� �������� 
�� ��� �
���������	�� ,�	"���
� �� 
�������	��� ����� ��� ������

ez = 1 �	 �����	� 	
���� z = 0 �	� ���	���� ��� ��$ ������ �
����

����� �������

0����	�� |exeıy| = 1 � ex = 1 x = 0, eıy = 1 �	� ������
������ ��� ������ zk = 2kπ, k = 0 ± 1 ± 2 . . .

����� !���$���� ��)����� �	$ log x�

0���������� �	 	����������� �� �
���	� �� �����	� ��� ���	������ ��
��
� �� ����� �� 
�	��	����� 	������ �	� ������� �� ��� �� �������
ez = a�

'
���� |ez| = ex = |a| 
��
�� �	 �
�������� ��� a �= 0 �
��� x = Rez =
log |a|

,� θ = Arga �	� a = |a|eıθ ���� eı(y−θ) = 1 � y − θ ∈ {2kπ, k = 0 ±
1,±2,± . . .}�

,� �������� �� ������ ��� ������ �	� loga ������ ������

log a = {log |a| + ıArga+ 2kπ, k = 0 ± 1,±2, . . .} = log |a| + ıarga.



>;��������� �
 ��������������� �����������������������

3	�	�	����	 �� �	 �����	�	 �����-���� ����� ��������� ��� a ��� 	�����
Loga = log |a| + ıArga �
���)

log a = {Log|a| + 2kπ, k = 0 ± 1 ± 2 ± . . .}.
<����$���	 ���-���� Logaz = log|z| + ıArgaz�

!������ �� ��� log z ������-���	� ��� ������ ��� �� ��� �������� ���
�����	��� 
����
���  ����

log(z1z2) = log z1 + log z2.

4 ������� Logz ���	� ��	 
��� ��	 �	� �
� 	
� �� C − {0} ��� �����	
��� �
�
���� −π < Imz ≤ π� <�	 ��� ����� ��������� ��� ������ �� ������

w=e

z=Log
O 1-1

z

π i

-π i

O

w-επίπεδοz-επίπεδο

w

!���	 1��@


���
��� � �	���	� ��� ���������) 	��� �	�	�	����	 ���	 �����	�	 ������)

Log(z1z2 . . . zn) = Logz1 + Logz2 + . . .+ Logzn) ⇐⇒
−π < Argz1 + Argz2 + . . . Argzn ≤ π.

,� a ∈ R ���-���� Logaz = log|z| + ıArgaz�
4 ������� ������ ���������� �
�� ������� ��� ���	� ���� �������

� �
���	� ��� 
�	��	����� ���	������ ����� ���	� 	������� ��� 	������

�	��	���� �������	� ,� ���� �� 	"	�������� 	
� �� �
�
��� � 
������
����� �� �������� ���� ��
� 
�� 
����
��� ���	� ������� ����� � 
��
��������� �� Argz ���	� �������� 4 ������� �
���	� 
�� 	�	"��	�� ���
C−π = C − {z ∈ R, z ≤ 0} ���	� 	�	������ ��������



�
�
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.� �� ���	���	 �	 	
��������� ���� ���������� 	"�� 
�$�	 �$����� ���

	�	���� �������

1������ .�2�-� ?	 ���� ��� ��	 ������� L(z) 	
������ ����� ��� ����
	������ ���� ��
� OC 	� ���	� ������� �	� ������� �� ��
� OC �
� 
����
������ eL(z) = z ��	 ���� z ∈ OC�

!������ .�2�-� �� 3��� ������ ��� ���	������ ���	� 	�	������ �������

�	� ������ L′(z) =
1

z
�

%� ,� ��� ������ ��� ���	������ ���	� ��������� ���� ���� ��
� ���� 
��	"��� ���� ���	� ��	���� ������� �� ���"�� 2kπı ��	 �	������
	���	�� k� 5.� ���	 ����	 	� (����� ��	� ���� �� ���������� 	
	���-��
�	� 	
� ���� ������� Lk = L+ 2kπı, k = 0 ± 1 ± 2 . . .

��������	 ,� L ������ ��� ���	������ �	� L(z1) = L(z2) 	
� ��� ������

����
��� z1 = z2� ?������ Z = L(z) Z0 = L(z0) �
���

L(z) − L(z0)

z − z0
=

1
eZ−eZ0

Z−Z0

<�	 z → z0 	
� �� �������	 �� L 
����
��� Z → Z0) �
��� �	�(�����	� �	
���	 ��� 
�������� �����	 
	�������

L′(z0) =
1

eL(z0)
=

1

z0
��	 ����� z0�

!������ �� �� ������� ������ 	� 
������ ��� ������� L1, L2  ��	"���
���� ���� ������� 
	������ ���� ��
� �
��� ���	� ��	���� �� 	����� ,
�
�� ���� eL1(z) = eL2(z) = z 
����
��� eL1−L2 = 1 �	� �
����  ��	"��� ���
������ ���	� ��	���� 
	������� �� -��������

# ������ ������ ��� ���	������ ���	� 
��"	�$� ��	� ������ 
�� 	�����
������ ���� ��
� C−π = C − {x ∈ R : x ≤ 0}�

5'
���� ����-��� �� ��������� ���������� 
������ �� ��	"��� 	�����
�	 �� ������� ������ ���������� �	� ������ ������ ��� ���	������� 4
������ ������� ���	� 	�	������� 
���������� �� 
�$��7�

3���� ��� ���	������ �� ��� ���� ���
� �
������ �	 
������ 	
� �
���	���

��� ������� Logaz 	� �� 
����������� ���� ��
� Ca
�� ����-���� ���
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������� 	"	��$��	� 	
� �� �
�
��� �� �������	 �� 	��� �� ���� �	� �����
	 �	 argz = a�

0	�	����� !�� ��$��	 
���� ������	� �� "�������	 ������ ���	���
���� ��� ���	��� 	��� $����� ��	 ��	 
��� 	
����)�� �	 
	�	
��� ����
�$�	�� ��	 ������ 	
���� ��	 ���� ��
��� 
�� ��� ������� ��
��	 �������	
�� 	��� �� �����

����� �������)# �$�"���#

,���������	� ��	� ������ ��	 �� ��"�	� ab �� ��� ����� �� 
�	��	�����
	������ 	������	 �	� �����	� ��� ���  �����	 ab = ebloga 
�� ��	 ��	
�������	 ���� ���	) ��� ���� �	� 	������ 	��� �	� �������

.� ���	 ����	 ���-����

ab = {eb log a = eb(log|a|+ıArga+2kπı), k ± 0,±1,±2, . . .}
�� 
	�	
��� ������ �
���� �	 ���	� ���� 
�
��	����� ���� 	����������

	"������ ���� 	�	��$�� �	 
	�	����
,� b = n 	���	��� ���� ������ ���������� �� �� ������ �	� ����� 5!��


���
��� 	��� �	 ������� ��	���� �	� ��	�$��	� ��� 
	��� ������ �� ��
��"�	� �	 �������� �� ���� �	� ��� �� �����������7 ,� b = m

n
����

�� 	����� ���"� ���� �� ������ ��	������	� �� n ��	������ �������	 ���


	�	
��� ��
�� �	� �
������ �	 ���"���� a
m
n = (a

1
n )m �
�� �� a

1
n �	���-��

�	� �	 �� ������ ��� n���$� ��-$� ��� a 
�� ������	�� ��� 
��������

	����	"��

!�� �����	 �� ���	�� 
�� ����	�� ��� ������� �� �� ��������������
�����	 
�� ����� ���	 �� ������� ������� za+b = zazb) (za)b = zab�

�

(−1)1/2.(−1)1/2 = {±ı}.{±ı} = {+1,−1} �= {−1}) (ı2)
1
2 = (−1)

1
2 = {ı,−ı}�

3���	 ���� �� ���	�� � ����	 ���	� ab ���-���� �� ���� 
�� 	����������
���� ��
� ���� ����� ��������� 5k = 07 �	� �	 ���(���-����

ab
(0) = ebLoga

!� 	���������	 �	 ���� ������� ��� ���	������ ���-���	� "���������� ��
������ �� zb) ��	�� ��	 ������� f ���	� ������ �� ���	�� zb 	� �
�����
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������ ��� ���	������ L ������� $��� f = ebL �	� �	 ���(���-���� �� za
L�

3����� ������ �� ���	�� za 	���� 
�� 	���������� ���� ����� ����� ���
���	������ �	� 	
������ 
��������� ��� ����	� ���	�� ���� ��
� C−π ��	���
������
������ ��� ���� ���(������ 
���������	� �� ��� ������ ��	 �	 ��
����������� ���������� ������ za

(0) 7�

!������ .�2�2� <�	 �
�����
��� ����� za
L ������ (za

L)′ = az
a−1)
L �

��������	 (za
L)′ = (eaL(z))′ = (eaL(z))1

z
= a(eaL(z)) 1

eL(z) = a(e(a−1)L(z)) =

az
a−1)
L

���$#���� .�2�-� # ������ ������ �� za 	
������ 	�	������ �
���	�
�� 
 �	��	����� �������� xa ��	 x > 0 �	� a 
�	��	���� ��	�����

����' !�)
��� ��)����� ��� �.��
������ sin x ���
cosx�

w = sin

z = ArcsinO
- /2π

S

z-επίπεδο

π/2
O-1 1

w-επίπεδο

z

w

!���	 1�%@

,
� �� ����

cosx =
eıx + e−ıx

2
, sin x =

eıx − e−ıx

2ı
,
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	����	����$��	� �� x �� z 
����
��� 	����	�	 ��	 	���	�	 	�	������ �
���
�	� ��� 
	�	
��� �������������$� ���	������� 
�� �� ���������� �	�
�	� ������) ��	�� ���-����

cos z =
eız + e−ız

2
, sin z =

eız − e−ız

2ı
.

.� 	
���� �
���������� ��	
���$����� ��� �
���������	� �� ���������������
��
�� ��� 	������	���) �� ��	"���� �	� ��	�������� �	 ������� '
���	������
���� �� ������� 
�� ��� �� �
�����	����� ���	������� ��� ���	� "�	������ )
�� ������ ���$� ���� ���	� ��� �� C �	� ������	 ���� ���� �
	�	�	�(����	�
�
����� "���� 	���������� 
�������

0����	�� 	� w ∈ C  ������ cos z = w 	� ������� Z = eız �����	�Z2 +
2wZ+1 = 0 �	� ����� ��� � �������� ������ Z1, Z2� ,
� �� ���� Z1 = eız


����
���� �� ������ �� ������ z1,k = −ı log |Z1| + ArgZ1 + 2kπ) k 	���	����
#����� ���������� ��	 �� Z2 �	� �� �������	 ��	 �� �������

w = sin

z = ArcsinO
- /2π

S

z-επίπεδο

π/2
O-1 1

w-επίπεδο

z

w

!���	 1�1@

#� 	�	������� �
�������� ��� �
����
�� �������������$� ���	�������

�� 	����$� 
����
���� 	
� �� ������ �	� ��������� �� �� (�����	 ���
�����$� ��
���

.�	 ������ �	�����	 
�	��	���$� ���	������� 
��  � �� 	��	 ����
���� �� 	�	������� ��	 �	���	�	 �� 
�	��	����� 	������ ���	� 	���� 
��
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����� �� ���"� ���	��������� 0����� ������� 	
� 	���� 
�� ������
����
�	�� ����� �$�	 �
����� �	 
����� 	��� � ���"�� Q� ������ ����� ����
���� 
	������ ��� 	������ ������	 ������� ����� .� (�� 	��� �	 �������
�	 �� ��$��	 	� �
���������	� 	�	������ �	� ������ 	� ����������	� 	
� ���

��� �	��� ���� �������� ��	� �
���	���� ���	� ���� 
���������� 	
� �������
4 �������� 
�� 	�������� ���� �
������ �	� �	 ���
������� �����  
���� �
"�	 ��� 
�������� 
����
���� �� �������$���� 
	���(����� ��� 
�	��	����

���
����

��� ,$���	���
)# � ���
)# Laurent�

����� &��
)# ��������� �
�����

!� ���� ���	���� 	�������	 (an)+∞
n=0 	������������ �� 	�������	 ���

�����$� 	���������

S0 = a0, S1 = a0 + a1, Sn =

n∑
k=0

ak = a0 + a1 + . . .+ an,


�� �� �����-���� ����� �� 	�������	� �	� �� ���(���-���� ��

∞∑
n=0

an � a0 + a1 + . . . .

,� �
����� �� ���� �� 	�������	� ��� �����$� 	���������� ��	�� �
���
��� a ∈ C �� lim

n→+∞
Sn = a ���� �	 ���� ���  ����� ��������� ��� a� !��


���
��� �� ����������	� ������ ���� �������� �
���	����� �� ���� �	 ����

(���-��	� �� �� ���� ���(��� �
��  ����� ��	�� �	 ���"����
∞∑

n=0

an = a�

'
���� �� ���� ���(��� ������
�����	� ��	 ��� �����$� ��	"�������� �������

��
�� �	 
��������� ��� 
����������� 
�� �� ����������

.� �� ���(������

∞∑
n=k

an � ak + ak+1 + . . .
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������� �� �����
∞∑

n=0

ak+n�

�	 	������	�	 �	� �� ��	"���� ����$� � 
���	
�	��	���� ������ �
� ���
�	���� 	����� ���-���	� �� ���	�� ���
� 	
� �� ����

a
∞∑

n=0

an ± b
∞∑

n=0

bn =
∞∑

n=0

(aan ± bbn).

!������ �� �� �������� ���-����

(
∞∑

n=0

an)(
∞∑

n=0

bn) = (
∞∑

n=0

cn)

�
��
c0 = a0b0, c1 = a0b1 + a1b0 �	� ������ cn = a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0�

?	 ���� ��� ��� �����
∞∑

n=0

an ��������� 	
����	 ���  �����
∞∑

n=0

|an| �����
������

'
���� �� ������ ��� ���	���$� 	����$� �� �� ��������	 ������� ���	�

���� �������� �$��� ���	� 
��"	��� ���  ����� ���	� ����������	 ��� �	�
���� ���  	�������	 Sn ��� �����$� 	��������� ���	� Cauchy) ��	��
limn,m→ |Sn − Sm| = 0 � ������	�	) ��	 ���� ε > 0 �
����� ������ n0(ε)
������� $���

|Sn − Sm| = am + am+1 + . . .+ an < ε ��	� ���� n > m > n0(ε)�

,� 
������m = n−1 
����
��� ��� 	�	��	�	 5�� ����-���� 	���7 ������

��	 �� ������� ������
∞∑

n=0

an ���	� �	 ���	� �������  	�������� 	�������	

5 an → 07� <�	 �� ������� ��� ��� ���	� ��	�� �������� �	� 	���
	�������	
�� ����� 
�� 	���������� ��� 	�������	 1/n�

��$��� .�.�-� �� ,� ��	 �����
∑∞

n=0 an ��������� 	
����	 ���� ����
������� 5���� ��������� �	� 	
��7�

%� 53������� ��������7� ,� ��	 ��� 	��������� ������ |an| ≤ |bn| ������
5��	�� ��	 n > N7 �	�  �����

∑∞
n=0 bn ��������� 	
����	 ���� �	� 

�����
∑∞

n=0 an ��������� 	
����	�
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��������	 �� ,� Sn(a) �	� Sn(|a|) �	 ������ 	������	�	 �� ������
∞∑

n=0

an

�	�
∞∑

n=0

|an| 	��������	 	���� �	 	
��������� ���

lim
n,m→+∞

|Sn(a) − Sm(a)| = 0

!�����-���	� �� ���� |Sn(a) − Sm(a)| ≤ |Sn(|a|) − Sm(|a|)| )��
�
���� �� 	
����� �������� �	� �� �������� �� 	�������	� Cauchy

�� 
������ 	�� 
����
��� �� -��������

%� '��	-��	��� �
�� ��� 
��������� ��$��	 �	�(�����	� �
�  ��
����

|Sn(|a|) − Sm(|a|)| ≤ |Sn(|b|) − Sm(|b|)|.
E
������ ��	 ����� �������	 �������� ����$� 
�� 
����
���� 	
�
�� �������� ���� �� ��� 	
��� 	��� ���	����	 ��	������ ������ ���
����������� 
�� 
����
���� �� ���� ������������� z 	
� �� 	������
��	 ���������� 
����� azn�

,� ��	 ������������� z ���������� �� �����

+∞∑
n=0

azn, a �= 0,

����@
��	� |z| < 1  ����� ��������� ���� 	�����

a

1 − z
�	� ��	� |z| ≥ 1 ���

���������� �� ������� ������ 
����
��� ����	 	
� �� ������� ��� ���
������  	�	��	�	 ������ zn → 0 �

!�� 
�$� 
���
��� ������

Sn = a+ az + . . .+ azn =
azn+1

z − 1
− a

z − 1

'
���� ��	� |z| < 1  	�������	 zn+1 ���	� ������� ������

lim
n→+∞

Sn =
a

1 − z
.
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<�	 �	 ��	��
$����� �	 �
����	 �������	 �������� �	 ����	���� �	 ���
����� �� 
�$� -��� �� �����	 ��� 	�$����� ����� 
�	��	����� 	������
��	��

# 
�� �������� ������� ��� 	�$����� ����� ��	� 
�	��	����� 	�������	�
���	� �	� �� ������� ���� 
�� �
���� �	 
���� �� 	
� �
	�������	 ��) ���+∞
���
����	�(	�������� ,
� �� 
�	��	���� 	����� �����-���� ��� ������
���� �
����� �	� ��� 
���
��� 
��  	�������	 ���	� ��� "�	���� 	���
�	 ���	� � 
�	��	����� 	������ a 
�� �	����-��	� 
����� 	
� �� 
	�	����
������	� ,� ���������� ������	 
����� (a − r, a + r) ����  ���� an ∈
(a− r, a + r) ������ ��	 �
���� 
����� �����$� n) ��$  ���� an ≥ r ������
��	 
�
��	����� 
����� �����$�� ,
��
��$��	� ��� ���(������ ��� ����� ��
	�$���� ���� �	 �� ���(���-���� �� liman�

��$��� .�.�2� ,�
∑+∞

n=0 an ���	���� ����� ����@
,� lim n

√|an| < 1 ����  ����� ��������� 	
����	�

,� lim n
√|an| > 1 ����  ����� ��� ����������

��������	 ,
� �� ������	 ��� 	������� ����� 
�� 
������ 	�� 
����
��� ���
�
������ �	 (����� 	����� ρ 	�����	 �� 	��� �	� �� �����	 $��� n

√|an| < ρ
� |an| < |ρ|n ������ ��	 ����� ���� �������) !�� 
���
��� 	���  �����
�	� ����	�����	� 	
����	 	
� �� ����������	 ���������� )�
��� �� (�� ��
�������� �������� �	 ��������� 	
����	�

!�� 
���
��� 
�� �� ���� �� ������ ���	� ������ � �������� �	� �� ����

lim
|an+1|
|an| �
����� ���	� ������ 	
� �� 
�	��	���� 	����� 5�� �
����������

�	� �	� ����7 ��� �
����� �	� �� lim n
√|an| �	� ���	� ��	 ���	�� ����� .� ��


	�	
��� 
���
���� �
������ ������ ��	 ��	��	����� ������ ��� 
������
����� �������� 
�� ���	�����	� ��� (�(�����	"�	 �� �� ����	��	 ��������
��� ������

1������ .�.�-� ,� ���������� ��	 	�������	 ���	������ fn ���������
�� ������ A �	� z ∈ A �	 ���� ���  	������	 ��������� ����	�� ���
������� f ��	� ��	 ���� z ∈ A  	�������� 	�������	 ��� ���	���$�
	����$� fn(z) ��������� ��� f(z) � ������	�	)
��	 ���� ε > 0 �	� z ∈ A �
����� ������ n0(ε, z) ������� $���

|fn(z) − f(z)| < ε ��	� n > n0(ε, z)�
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'
���	������ �� 
������ �	� ��� ������� ��� � ������ ��	����	� �	�
	
� �� z ��� ����	�� �������� ,��� ��	���� ���  
�������� ε �
����
�	 �� �
���������	� �	�������	 ��	 ��	 �	 z� 
� �
���� ��	 ��
��� z1 �	
����	-��	��� 9; ����� ��	 ��
��� z2 ��; ����� �	� ��	 ��
��� zn ������ P (zn)
����� �� 	�������	� �� P (zn) → +∞�

!�� 
��� �	�� 
���
��� 
�� ����  
����������� �
����������	� �	����
����	) ��	�� ���� 
��������� ������ � ������ ���	� n0(ε) 5��� ��	����	�
	
� �� z7 ������ ��������" ��������

1������ .�.�2� ,� ���������� ��	 	�������	 ���	������ fn ���������
�� ������ A �	 ���� ���  	������	 ��������� ��������"	 ��� ������� f
��	� ��	 ���� ,� ���������� ��	 	�������	 ���	������ fn ��������� ��
������ A �	� z ∈ A �	 ���� ���  	������	 ��������� ����	�� ��� �������
f ��	� � ��	 ���� ε > 0 �	� z ∈ A �
����� ������ n0(ε) 5	��������� ��� z 7
������� $��� |fn(z) − f(z)| < ε ��	� n > n0(ε)�

# 
	�	
��� ������� ������	��� �� ��� 
	�	���� 
��������

�� <�	 ���� ε > 0 �	� z ∈ A �
����� ������ n0(ε) 5	��������� ��� z 7
������� $��� |fn(z) − f(z)| < ε ��	� n,m > n0(ε)

%� lim
n→+∞

supz∈A |fn(z) − f(z)| = 0�

��$��� .�.�.� ,� ��	 	�������	 �����$� ���	������� ��������� ������
���"	 ���� �	� �� ���� ���	� ������� ��������

�	 ��	 ��
	�� ��	 ������� 	�������$� �
������ �� �����$��� ���"�
��	 ��������� �$���� �	� � 	�	��$��� �
���� �	 	�	-����� ��� 	
���������

.� ���
� 	������ �� ��� ������ ���	���$� 	����$� ���-���	� �� ������

���	�������
+∞∑
n=0

fn�

!� ���� ����� ���	������� �	� ����	"����� �	 
	�	���� �����	�

�� �� ������ ��� ������ 
��  ����� ���������) ��	�� �
����� �� ���� ��

������
+∞∑
n=0

fn(z) 5����	�� �������7� '�$ �� 
��(��� �	� 	�����	�



A;��������� �
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�� 
��(��	 �������� ���	���$� ����$� ) ��	�� �� ���� z ���������
�� 	�������
�-���� �	� ����� ���	���$� 	����$��

%� �	 �
������	 ��� 
���������� ������� ���	 ��	 �
��	  �������
���	� ��������"� '"	���-���	� �� ������ 
���	� 
�� 	�	"��	�� ��
	��������� ���	������� � ���� 	��������� ��� �����$� 	����������
Sn(z) = f1(z) + f2(z) + . . . fn(z) 
����
���  
	�	���� 
���	�

��$��� .�.�3� .�	 ����� ���	�������
+∞∑
n=0

fn(z) ��������� ��������"	 ��

��	 ������ A ��� �	� ���� ��� ��	 ���� ε > 0 �	� z ∈ A �
����� ������ n0(ε)
5	��������� ��� z 7 ������� $���

|Sn(z) − Sm(z)| = |fm+1(z) + fm+2(z) + . . .+ fn(z)| < ε

��	� n > n0(ε) ��	 ���� z ∈ A�

!�� 
���
��� 
�� ��	 ����� ���	���$� ���	������� ����	�����	� 	
��
���	 	
� ��	 ����������	 ����� ���	���$� 	����$�) ���� ������ 	
���� �	�
��������" �������� 0�� �����������	

��$��� .�.�4� 5.�test7�
,� ��	 ��	 	�������	 ���	������� ������ |fn(z)| ≤ Mn ��	 ���� z ∈ A �	�

n > N �
��  ����	
∞∑

n=0

Mn ���������) ����  ����� �� ���	�������
∞∑

n=0

fn(z)

��������� 	
����	 �	� ��������"	 ��� A�
4 	
����� 
����
��� ����	 	
� ��� �����	��� �� 	������	�)

fm+1(z) + fm+2(z) + . . .+ fn(z) ≤ |fm+1(z)| + |fm+2(z)| + . . .+ |fn(z)|
≤Mm+1 +Mm+2 + . . .+Mn

�� �� �������� Cauchy ��	 �� ������� ����$��

����� ,$���	���
)#

,� z0 ∈ C ���� �� ������ ���	������� �� ���"��

∞∑
n=0

an(z − z0)
n



�
�
 ������������ � ������� LAURENT
 A�

�����-���	� ���	�������� �� ������ z0�
,� ��	 ���� ������������� z �"	�������� �	 �������	 �� n���� ��-	�

�	� ��� ����� ��� 	�������	 an(z − z0)
n 
	������� ����	 �	 
	�	�����

��$��� .�.�5� ,� ��	 ���	���� 	����� z ������

|z − z0|lim n
√
an < 1

����  �����
∞∑

n=0

an(z − z0)
n ��������� �	� ������	 	
����	 �	� 	�

|z − z0|lim n
√
an > 1

����  ����� ��� ����������

!�� 
���
��� 
�� an �= 0 ������ ��	 ����� ���� ������� �	� �
����� ��

�� lim
n→∞

|an+1|
|an| �
������ �� 
�������� 
�����	 �	 �� 	����	�	��������

��

|z − z0| lim
n→∞

|an+1|
|an|

.� �� ���(��	 ∗ 1
x
�	 ���(���-���� �	 +∞, 1

x
, 0 ��	 x ����) 
�	��	����

���"��� ��� ������ �	� +∞ 	��������	�
,���
��$��	� �� 
�������� 
���	� �	�	������� ��� 
	�	���� ��	��

���� ��$��	 ��	 ���	���������

!������ .�.�-� ,� R = ∗ 1

lim n
√
an

��	 �� ���	�������
∞∑

n=0

an(z − z0)
n

������� �	 	������	�

�� 4 ���	������� ��������� 	
����	 ��� ������ |z − z0| < R �	� ���
��������� 5���� 	
��7 ��� ������ |z − z0| > R�

%� ,� r < R  	
���� �	�  	
�� ������� ���	� ��������"�� ���� �������
����� |z − z0| ≤ r�

���$��#���� .�.�-� �� <�	 R = 0  ����� ��������� 	
����������
���� ��� ����� z = z0 �	� ���� ���� �� a0� <�	 R = +∞  ���	�������
��������� 	
����	 �� ��� �� C� !������ �� ��� ����� |z − z0| = R
��� �
����� ���	�	 	
���� ���� 	"��� �� ������� �	� 	
������ ��
����� ����	"���� ������	�� 
��(��	 
��  ����� ��� ��� ���	� �����
������� ��� (�(���� �	� �����-��	� ���� �� ������� 	
��� 
���
�$�����
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%� ,� �� ���� �� 	�������	�
|an|
|an+1| �
����� � 	
����-��	� ���� �����	� ��

R�

��������	 �� 
�$�� ������ 
����
��� ����	 	
� ��� 
���������� 	�����
������ 
�������� ��	 �������

<�	 �� ������� 
	�	������ ��� ��	 z = z0 + r ������ |z − z0| = r < R

�
���  
�	��	���� �����
∞∑

n=0

|an|rn ����������

<�	 |z − z0| ≤ r ������ |an(z − z0)
n| ≤ |an|rn� '"	���-���	� �$�	 ��

�������� �������� 
	������� �� -�������

���$#���� .�.�-� !�� ������� ������ ��� ������	��� �
�����	�� 	���
��� �������� ������ 	����	� r �	 �� 	
��������� ��	 �
�����
��� ���
	���
�
������� ��� ������ |z − z0| < R ����� ���	� �
������� �	
���� �������
�������� �������

,� ���������� �� ���������� z0 �	� �� C ������� �� �� �����	 �����	
������� z0 �	� 	����	� 0 �	� +∞ 	��������	 �	 
	�	
��� ���� �-���	� ���
���
��	��	 ��� �� ������ ��� ������ 
�� ��	 ����� ��������� �	� �
�����
�� 	���������� ��� ������� ���� ���	� 	�����	 ���� 	������ �	� �������
����� ������� z0 �	� 	����	� R� # 	������� ������ 	
������ �� ������� 	�����
�� ������ 
��  ���	������� ��������� �	� ������	 ��������"	 �� ��	 �	
���
	�� �
������� ����

4 	����	 R ��� �������� 	������� ������ 
�� ���	������� ��������� ���
��������� ��� �����-��	� �������� �� ���	���������

��$��� .�.�8� ,� ��� ���	�������� �� �� ���� ������ ����� ��	"��������
	������ �������� R1 < R2 ����  ���	������� �������� ���� 	����	 R1�

'
���� ����� ��� ���������� 	������� ������ ���������� �	� �� ��� �	
��������� �	� �� �������	 � ,�  ����� 	����	 ��� ��	�  -������ 	���
��
��	 ���	����� �	 �
�����	�� �	 (����� ��	 ����� z �� R1 < |z| < R2


��  ���	������� �������	 �	 ��������� �� 	���� ,��� ��� �
���� �	 ���(��
�����  ��	 ����� ��������� ��� ����� 	���)  ��� ��� ��������� �	� �
������
��� ��������� �� �������	�

���$#���� .�.�2� ,� �� 	������ ���	� ���� ��� ������ 	����� 
���	��
!	� 
	�������	 �
������ �	 
������ ��� 	�������� ���	���������
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 A1

,
� ��	 ��
	�� 
����
���  
�$� ����� 
������� ��	"��� ��� ���	���
����$� 	
� �	 
���$���	 
�� ���	�  **�������	 ��� 
�$���++ ��	 
���	 �����
��� 
�� �	 
�������� 	
���������� ��������������� �������� ,� �� (�	��
����� �	 	
	�������� 	� 	��� ���	� ���������	 �	� 	� 
����������� ���

�� ��	����� ��	�� ��� ����� �� 	�	��������	� ���� ���� ����� 
��
���-���	�) �	� ��$ �	 ��	 ���	� ��������	 ��	�� 
	�	����-���	� �	� 
���$���	�

!������ .�.�2� ?������� �� ���	�������
∞∑

n=0

an(z − z0)
n �	� �� 	�����

����
∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1 =

∞∑
n=0

(n + 1)an+1(z − z0)
n

�� # ��� 
	�	
��� ���	�������� ����� �� ���	 	����	 ��������

%� ,�  	����	 �������� ��� ���	� ������� ���� 	������ ����� ��������
 ������� ���� 5�	 �� ���� ���	�������7 ���	� 	�	������ �	� ������

(
∞∑

n=0

an(z − z0)
n)′ =

∞∑
n=1

nan(z − z0)
n−1

��������	 !������ ���� 
�$�� ������� 4 	����	 �������� �� ���	��������
∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1 ���
�
��� �� �� 	����	 ��

∞∑
n=1

nan(z − z0)
n� 5��	��7�

,
� �� ������ ���� limn→+∞ n
√
n = 1 
����
���

lim n
√
n|an| = lim n

√
|an|

	
� �� �
��	 
����
���� �� ������� ��� 	�������
!�� ������� ������) ��	 �	�	�� �
������������ ������ 
�� ��� �
����

-��� �� ����	 �
�������� ��� z0 = 0�
,� r < R) ���	-������ �
�� ��� 
��������� ������ ��	
���$����� ���

 �����
∞∑

n=1

|an|n2rn−1 ����������

<�	 �	 �� 
	���(������ ���$���� 
	�	������� ��� �$�	 �� 	
������
� ��	��
$����� ��	� ��������� 
�� 	
������ �	� ��	 �	�� �����	�� ����
	"�����	� �� 	
������ ��� ��	 �� ������
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,� |z| ≤ r �	� |w0| ≤ r ����

|z
n − wn

0

z − w0

− nwn−1
0 | ≤ |z − w0|n

2rn−1

2

,� w0 ���	�� ����� ���� 	������ ����� �������� �� 
��� 	
����� ����
��� ������	��� �� � ����

lim
z→w0

∞∑
n=0

(
zn − wn

0

z − w0
− nwn−1

0 ) = 0

<�	 z �� �	����� 
������ ��� w0 �
����� r ������ $��� |z|, |w0| ≤ r < R)
�
���

|
∞∑

n=0

(
zn − wn

0

z − w0

− nwn−1
0 )| ≤ |z − w0|

∞∑
n=0

|an|n2rn−1

'��	� �$�	 "	���� ��� �� ���� ��	 z → 0 �����-��	��
!������ �� ��� 	����� ���������) �	�	���� ������

|zk − wk
0 | = |z − w0||zk−1 + w0z

k−2 + . . .+ wk−1
0 | ≤ |z − w0|krk−1

�	�

|z
n − wn

0

z − w0
− nwn−1

0 | = |(zn−1−wn−1
0 )+w0(z

n−2−wn−2
0 )+. . .+wn−2

0 (z−w0)| ≤

|z − w0|((n− 1)rn−1 + (n− 2)rn−1 + . . .+ rn−1) =
n(n− 1)

2
rn−1

0	�	����-���	� ��	������ 
����
���� �	 
	�	���� 
�����	�	�

������ .�.�-� ?������� �� ���	�������)
∞∑

n=0

an(z − z0)
n �	� �� 	�����

����
∞∑

n=k

n(n− 1)...(n− k + 1)an(z − z0)
n−k�

�� # ��� 
	�	
��� ���	�������� ����� �� ���	 	����	 ���������
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%� ,�  	����	 �������� ��� ���	� �������) ���� 	������ ����� ��������
 ������� ���� �� 
�$�� ���� ���� ���� 
	������ �	� ������

(
∞∑

n=0

an(z − z0)
n)(k) =

∞∑
n=k

n(n− 1)...(n− k + 1)an(z − z0)
n−k

1� ,� f(z) ���	�  ������� ���� �� 
�$�� ���	�������� ���� ������

an =
f (n)(z0)

n!

������ .�.�2� #� ���	��������
∞∑

n=0

an(z − z0)
n �	�

∞∑
n=0

an
(z − z0)

n+1

n+ 1
��

���� �� ���	 	����	 �������� �	� ��� 
���
��� 
�� ������ 	������ �����
��������  ������ ���	� 
	������	 �� 
�$�� 54 
	������� �� �������
���	�  
�$� ���� 	������ �����7�

���$#���� .�.�.� <�	 ��� �
�������� �� 	����	� �������� ���� ���	���
������ ���� �� �
�����-���� 	
�����	� �� �� ������� ��$��	 ) ���� ��	 ���	��
z 
�� �� �������� ��	���� �"	���-���� �	 �������	 �������� ��	 �� 	�����
���� ����� ���	���$� 	����$�� C����� ���	� ��
���� "����  
���	� 	
� ��

�	��	���� 	����� ���"��	 �� �� �
��	 	� �
����� �� ���� �� 	�������	�
|an+1/an| ���� �
����� �	� �� 	�������	� n

√|an| �	� �	���-���	�� !� ��
����

���
�$���� ���	������ ��"������ �� ���"��

∑
an(z−z0)h(n) �
�� h(n) > n

������ 	�����	 	�������	 "����$� 	����$�� ,� ��	��������� �	 ���	 ��
�	��	����� �	� 	�������	�  
	�	
��� ��"�	� ��� ���� ���
����"���
���� ������ �� ���	�������� 
�� �$�	�� 	��� ���(���-�� �� ����� 
�� 	����
������� ��� 	�������	 ���	������� an(z−z0)h(n)� ,� ����������� �	�����	
�� ��-��� �� ��	 ������������ 
	�������	�
?������� �� ��"�	�

∞∑
n=1

z2n

n2n

4 
	�	
��� ��"�	� �	� ����� ���	������� 
�� 
����
��� 	
� �� 	������

��	 fn(z) =
z2n

n2n
��
��� ��� ���	� ���	������� ����� ���"��	 �� ��� �����

�� �	� � n����� ���� �� 	�������	� ���� ���	�������� ���� n���� ���	��
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&#�	�  
	�	
��� ��"�	� 	�	"����	� �	� ���	������� �� �������� �	��
��
���"���	� �	� �� ����
������� ��	"� �� 	������ ���	�������� �� ��
���	�����  ��� ���� 
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!�� 
�$� 
���
��� �� 	������	 ���	�������

S1 = z2/3, S2 = z2/2 + z4/8, Sk =
k∑

n=1

z2n

n2n

!�� ������ 
���
��� �� ���	������� ������ �� 	�������	 �����$� 	����
�������

S∗
1 = 0, S∗

2 = S1, S
∗
3 = S1, . . . S

∗
2n = Sn, S

∗
2n+1 = Sn

H�	
���$����� ��� 
������	� ��	 ��� ��	"�������� ������ ���	������� 
��
���� ���������� ��� ���� 	���($� ������ �� ��� ���� ���
� �	� ��� ���� �����
!�� ������ ��$��	 ��	�� ���� ��� ��"	�  	
���� ���	� ���  ������
	��� ��������� 
��(���	�	 ��� ���� �"	����� ��� ��������� ��	 ��
����� ��� 	����	� �������� �� 	��� ������-���� �� ��� �
�������� ���
,� �� ����� 	����� �	� ���	������� ��� �
������ �	 
������ 	
�����	�

�� 	����	 �� �� ���� �� 	�������	�
|an|
|an+1| �����  ���	������� ������ �
����


����� ������$� ���������$�� ,� ���� �� ��"�	� ��	 ���� ������������
z �� ����� �	� �� 	�������� ����� ���	���$� 	����$� �
������ �	 �"	��
������� �� �������� ��� ������ 0����	�� �� ����� ��� ����� ��� ��	�����$�

���� ���	�
|z|2n

2(n+ 1)
�	� �� ���� ��	 n → ∞ ���	�

|z|2
2
� �� 
	�	
��� ����

�����	� ��������� ��� ��	 ��	 |z| < √
2 �
������  	����	 �������� ���	�

√
2�

# 	
�����	� �
��������� �� �� 	��������� ��$��	 ��	 ���	�������� ��

���� �	 ����� 
��������	� ���  ��� ��� ���� �	����-��	� 	
� ��� �����
�
��� ��� ������ 
���
��� �	 ������

R = ∗ 1

lim h(n)
√|an|

!�� 
	�������	 
�� 	�	"����	��� ������

lim(
1

n22n
)

1
2n =

1√
2
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 AA

�
������  	����	 ���	�
√

2�

���'����� .�.�-� F	 �
���������� �� 	������ �������� ��� ���	���
����$� ∑ nn

n!
zn,

∑ nn

n!
zn2

,
∑

(
n + 1

n
)n6 1

n!
zn5

.

<�	 �� 
�$� ����� �� n! �	�  	��
	���	 � ������$� ���������$� �	�

����	����� ��	 �� ����� ��� ����� �� 	�������	�

nn

n!
(n+1)n+1

(n+1)!

=
1

(1 + 1
n
)n

�� ���� ���	� 1/e �	� �����	� �� �� 	����	 ���������
<�	 �� ������ 
�� ��� �"	���-��	�  
�������� ������� �"	���-����

�� �������� ����� ��	 ���	�� |z| �	� 	�	-����� �� ������ 
�� ����� ����
��������� �� �����	�� # ����� �����	� 	
� �� 
�����	

(n+1)n+1z(n+1)2

(n+1)!

nnzn

n!

= (1 +
1

n
)nz2n−1

 
	�	
��� 	�������	 ��	 |z| < 1 ���� ���� ���� ��	 |z| = 1 ���� ����
e > 1 �	� ��	 |z| > 1 �� +∞� '
������  	����	 �������� ���	� ��	 �	�
�
�
���� ������ �	� ��	 	
���� ��� ��� ������ ������� �� �	���	 �����
��� ��������

<�	 �� ���� 
���
��� �
������ �	 ������ 	
�����	� 	
���� �� ��
���� 	��� 
���	������� �"	����� ��� ��
�� �� 	����	� ��	��

R =
1

lim n5
√

(n+1
n

)n6

= lim
1

(1 + 1
n
)n

=
1

e
.

!�����-���� �� ������ 
	�	�����	�	 �
�������$� �� �� ���� �� <����������
� !������

���'����� .�.�2� F	 �
���������  	����	 �������� ���	��������
∞∑

n=0

nkzn

�	� �	 �
��������� �� ���� ��� ��������� ��� ������ �������� ��	 k = 1, 2, 3�
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R = lim
n→∞

nk

(n + 1)k
= 1

R������� �� 	���� ��� 
���
�$���� ���	� �� �������

n2 = n(n− 1) + n, n3 = n(n− 1)(n− 2) + 2n(n− 1) + n

<�	 k = 3 ������

∞∑
n=0

n3zn =
∞∑

n=0

nzn +
∞∑

n=0

2n(n− 1)zn +
∞∑

n=0

n(n− 1)(n− 2)zn

= z
∞∑

n=0

(zn)′ + 2z2
∞∑

n=0

(zn)′′ + z3
∞∑

n=0

(zn)′

'"	���-���	� �� ��$��	 �� 
	�	�$���� ���	������$� �� �����

∞∑
n=0

zn = 1
1−z

��	 |z| < 1

 
�������� 
�����	 ���"��	�

z(
1

1 − z
)′ + 2z2(

1

1 − z
)′′ + z3(

1

1 − z
)′′′

&#�	 �	 �
����
	 	"�����	� ���� 	�	��$���
&'����� �� �������� ��	 	
�� �	� 
��� ��	����� ������� �� 1/(1−z)


�� 	�	
������	� �� ���������� ����� ���� ����� |z| < 1� ,� ������ ��	
������	 	�	������ ������� f(z) �� 	������ ����� ������� z0 
��/
����
��	 �	 	�	
������	� �� ���	������� ���	� �	 ���� ���� ���� 
	������ ���
����� � ,� ���� 	��� �� ������	  �
� �"�	 ���	������� ��	 �� ���������
�	����� �� ���	� 

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

H������ ������ 
	�	�����	�	 �����$� ���	������� 
�� 	�	
������	� ��
���	���������
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 A=

���'����� .�.�.� F	 ��"�	����  �������
1

(z − a)k
, k = 1, 2, . . . ��

���"� ���	�������� �� ������ b �= a �	� 	����	 R = |b− a|�
3	�	����

1

z − a
=

1

b− a

1

1 − z−b
a−b

'
����
|z − b|
|a− b| < 1

,
� �� �������	 �� ����������� ������ ������

1

1 − z−b
a−b

=
∞∑

n=1

(z − b)n

(z − a)n

�
���
1

z − a
=

∞∑
n=0

(z − b)n

(b− a)n+1
.

<�	 �� ��������� 
	�	����-���� �	�� ��� �
��� ������

1

(z − a)2
=

∞∑
n=0

−n(z − b)n−1

(b− a)n+1
.

5H�����$� �� 	
	������� ����� �	 � $����	� �� ���	� �� 
	�������� ���
	������	��� �����	� �� ��� 	�����	 
�����	 7�

!�����-���� �� 
	�	�$��� ��	 ��� �
������ ��������� ,"����	� ����
	�	��$�� �	 (��� �
	������ ��� ������ ��
��

����� �� �$��
�����# ez / cos z/ sin z Logz ��� �$���	�
���
)#

'
����  ez ���� ���� ���� 
	������ ��� �	��� ��  �
� �"�	 ���	���

����� �� �� ������ �� ���� ������
��$��	� ��� ������� ��
� an = f(n)

n!
= 1

n!

�����	�
∞∑

n=0

zn

n!
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<�	 �� 	����	 �������� ������ R = lim (n+1)!
n!

= +∞� ,� E(z)  �������
���� �� ���	�������� 
	�	����-���	� �� 
����
��� E ′(z) = E(z)� '
���
E(0) = 1� &#
�� �� 
�������� 
	����	"� �
�����	��  ������� �� ���
��� 
���������� �������� ���	� ���	���� �	� �
������ �	 ���	�  E(z) = ez�

5,� ���	�� 
������� �� ��"��	�� ��� ���	������$� � ������� �� ���	��
ez �
������ �	 ����� ���� �� 	��������� ���	��������7�

,���
��$��	� �� 
��������� 	��
����	 �� ez ������

cos z =
1

2
(eız + e−ız) =

1

2
(

∞∑
n=0

(ız)n

n!
+

∞∑
n=0

(−ız)n

n!
)

=
∞∑

n=0

(−1)n+1z)2n

(2n)!
= 1 − z2/2! + z4/4! − z6/6! + . . .

#����� ��	 �� ������ ������

sin z =
1

2ı
(eız − e−ız) =

∞∑
n=0

(−1)n+1z2n+1

(2n+ 1)!
= z − z3/3! + z5/5! − z7/7! + . . .

!��� 	�	��$�� 	"�����	� �	 	�	
����	�	 �� ����� ������ z0 �= 0 	��
��
��$��	� ��� �������

sin z = sin(z − z0 + z0) = sin(z − z0) cos z0 + cos(z − z0) sin z0, cos z = . . . .

!������ �� ��� Logz53����� ������7 ��	 �� 	��
����� ��� �� ���	������� ��
������ z0�

**��	 �	 �� ��������� ��� 	������ ������	++ ���	��� �
���������� �	 
��
����������� ���� D(z0, |z0|) 	� ���	��� ��� ����� ���
�
��� �	� D(z0, |Imz0|)
�� 	������ 
���
��� � '
��� ������

(Logz)′ = z−1, (Logz)′′ = (−1)z−2, (Logz)(n) = (−1)n−1(n − 1)!z−n) 
�
� �"�	 ���	������� ���	�

Logz0 +
∞∑

n=1

(−1)n−1 z
−n
0

n
(z − z0)

n

� '����� ��	 z0 = 1 ������

Logz =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(z − 1)n
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��� ����� |z − 1| < 1
�

Log(1 − z) = −
∞∑

n=1

1

n
zn

��� ����� |z| < 1
�	 
	�	
��� 	�	
����	�	 ���	� ������ ��� 
�	��	���� �����	�

,� ���������� �� ������� ez + e1/z �	� �	� ������ �� ��$��	 �	 ��
�$����� �� ���"� ������ ���	������� �� (�� �	 ��	 ���	�� �� 
�� 
��	��
��	� �	 ���	��

ez + e1/z =

∞∑
n=0

zn

n!
+

∞∑
n=0

1

znn!
.

,
� �� ���"� ��� �������� 
��������� 
����
��� ��� ��� ���	� ���	�������

	�� �� ������� ��� 
����
��� 	
� ������ ���	�������� �� �� �������
1/z� 	�	��������	� ���
��  	���� �	 ����������� ������ �� ���"��

∞∑
n=−∞

an(z − z0)
n


�� �����-���	� ������ Laurent�

��' &��
)# Laurent

!� ���� ���	���� *M�������	++ �� ���"�� (zn)∞n=−∞ 	����������  ��
��
	�������	 ��� �����$� 	���������� Sm,n = z−m + z−m+1 + . . . z0 + . . . + zn


�� ���-��	� �	� ��
�� ����� �� 	��������� 	�������	� �	� ���(���-��	� ��
∞∑

n=−∞
zn � 4 ��
�� ����� ���	� ����������	 	� �
����� �� lim

m,n→∞
Sn,m ��	��

�
����� ���	����� 	������ z ������� $��� ��	 ���� ε > 0 �
����� "������ n(ε)
$��� |Sm,n − z| < ε ��	 ���� m,n > n(ε)� �� 
�� ��	����� ����� ����
	"��� �� ���� ���	� ��� ��	 ��
�� ����� ��������� ��� �	� ���� ��� ����������
�	� �� ��� 	
��� ������

∞∑
n=0

zn = z0 + z1 + z2 + . . . �	�
∞∑

n=1

z−n = z−1 + z−2 + . . .
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�  �����
���� ��
��� ������ 	�����	� 
����� ��� ����� ��� ��� 	
�$� ����$�� .�
���
� 	������ 
��� ��� ���	�������� �
������ �	 �������� ��� ��
��� ������

���	������� �� ���"��
∞∑

n=−∞
an(z−z0)n 
�� �	 ��� �����-���� ������ Lau-

rent �� ������ �� z0�
'
���	������ �� 
������ ��� ������� ��� ���� ����� Laurent 	�	"����	�

�� 	����� 
������������� ���	���� ������ ����� ������$� �����	� �	��� "���
�� ��(	�� ����� �	 	����-���	� ������ Laurent �� ��	"������� �����	 �	� ��
�������	 �	 �������	� ��"	����	 ����� Laurent� �� 
��(��	 �� ������
��� ������ �������� ��	� ������ Laurent 	�����	� ���"��	 �� ��	 ��
	��
��� ����� ��� ������� ��� ������ z 
�� ���������� �	�������	 �� ������

∞∑
n=1

a−n(z − z0)
−n �	�

∞∑
n=1

an(z − z0)
n�

4 
�$� �����-��	� ����� ����� �	�  ������ 
�� ���	� ���	������� �����-��
�	� ��	�� ����� �� ������ Laurent�

�� ����� �����) 	� ������� Z = (z − z0)
−1 ���	���
��	� �� ���	�������


�� ��������� 	
����	 ��� ������

|Z| < ∗ 1

lim n
√|a−n|


�� ��� 	����� ����� ������	��� ��

|z − z0| > r = lim n
√

|a−n|

.� (�� �� 
	�	
��� �� ����� ����� ��������� 	
����	 �	� ��������"	 ��	
���
	�� �
������	 ��� ��� ������� |z − z0| > r ��������� ��� ������
C(z0, r) �	� ��� ��������� ��� ���������� �� ��	�� ����� ���	� ���	������� ��

	����	 �������� R = ∗ 1

lim n
√|an|

� '
���� ��	 ����	 �������� �� 	������

������ ���������� �	� �� ��	�� �	� �� ����� ����� �	 �
	������ 	�	��	�����
��� ���� r ≤ |z−z0| ≤ R .� (�� �	 
	�	
��� ��	���"$���	�  
	�	����

���	�
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��$��� .�3�-� �� ,� r > R ��� �
������ ����	 �������� �� ������
Laurent�

%� ,� r = R ���������	 ����	 �������� ���������	� ��	 ���� �����
C(z0, r)�

1� ,� r < R  ����� Laurent ��������� 	
����	 �	� ��������"	 ��	
���
	�� �
������	 ��� 	������� �	������� Δ(z0, r, R) �	� 	
�������
��� ��������� ����

'
��������	� �	� ���� ������ Laurent �� ��$��	 �� �	�� ��� 
	�	�$����
� 
�� ������ ��	 ���	��������

!������ .�3�-� ?������� �� ����� Laurent
+∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n �	� ��

	��������
+∞∑

n=−∞
n(n− 1)...(n− k + 1)an(z − z0)

n−k�

�� # ��� 
	�	
��� ������ ����� ��� ����� 	������ ��������

%� ,� r < R �� ���� f(z) �� 	������ ������ ���� ���� ���� 
	������
���� 	��������� 	������ �	������ �	� ������f (k)(z) =

∑+∞
n=−∞ n(n −

1)...(n− k + 1)an(z − z0)
n−k

��������	 !��"��	 �� �� 
�������� 
���	� � 	������� �	������� �����
���� 	
������ �� ���� ��� 	�����$� ������� �������� ��� ��	��� �	�
��� ������ ������� H��������� ��������� ��	 �� ��	�� �	� �� ����� ������
�� ��	�� ����� ���	� ���	������� �	� �� ������  
	������� ���	�������
�
�	���
��� ���� ��	���� �� 	����	�

'
���� �� ����� ����� 
����
��� 	
� ������ �� �� ���	��������
+∞∑
n=1

anZ
n

�� �� ������� Z = 1/(z − z0) �
������ �	 �"	�������� ��� ���������
�	����� 
	�	������ ���	�������� �	� ������� ���������

,���������	� ��	 ��� ����
���� 
	������	� ��	� ������ Laurent ��$ ��	
"	����	� �	 ��������� �	��) ��	��  
	������	 ���� ���� an(z − z0)

n ��	�

an
(z − z0)

n+1

n + 1
������"����� ��� n = −1) ��	�� ���� ��� a−1/(z − z0) �	�

���� 	���	���� 
�� 
����
���� �� ���� �������� ��� ���	�������
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,���  ��	"���
��� 	
� ��� ���	�������� ��� ���	� ��	 	
�� ��
�������	)
	��� �
�� �	 	
�������� ������� ��	 �������	 
������� ��	"��� 
�� �	 �	�
	
	�������� ���	����	� 0��� �� 
	��� �
������ �	 ��"������ ���� 	� 
����
��������� �� 
���
�$���� 
�� a−1 = 0 � 	� 	
� �� 	����� ����� 	"	��������
��� ��� ���� −1 �
��� ������ �� 
	�	���� 
���	��

��$��� .�3�2� ,� Δ(z0, r, R) � �	������� ������� �� ������
+∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n ���� �	���-��	� �� ��� 	��������� �� ������
∑

n �=−1 an
zn+1

n+1
�

,� f(z), F (z) �	 	��������	 ���	 ��� ��� 
���������� ����$� ���� �	������

���� ������ F ′(z) = f(z) − a−1

z − z0
�

#
�� ��� 
���
��� ��� ���	������$� �	� ��� 
���
��� ��� ����$�
Laurent �����	� �� ��$��	 	� ���� �� 	�	������� ���	������� �� �	������
	�	
�������	� �� ����� Laurent� 4 	
���� �	 ���	� ������ 	��� ��	 �	 ��
	
��������� �	 ����	������ �� ��	������(� �� �����	� ��� �
��	�
�����
������$�	��� 
�� �	 ���	� �� 	���������� ��� �
������ ��"	�	���� 0	���	
	��� 	��� � ������ ������ ��	 ����	 �	� ��	 
������ ����� 	
� ���	�������

�� �
������ �� �	 ���	���	 
�� ������ 	��� � ������ �� ��	���� �	� �	
��� 	�	
�������� 0������	� ��	 ���	������� 
�� 
�������� 	
� 
������ �	�
��������� ��� **��������$�++ ���	������� 
�� �
������	�� 	�	������ 	
� ��

�	��	���� �����	 ��� ���	���� �
�
����

�� ������� ��� ��	 ����� Laurent 	
������ �������	 ��	� ���	��������
5��	�� �����7 �	� 	� �	� �
���	
��  ��"�	� ��	� ���	��	����� ���	���
������ 5����� �����7) 	�	������� ��� �	��������� ���� ��� 	�	
�������� ��
���	�������� ��� �
���� ������� 
��(������� ,� ����������� �	�����	
�� ������ 
	�	�����	�	�

���'����� .�3�-� F	 	�	
������ �� ����� Laurent  ������� 1/(z−a)k

����� �	�������� Δ(a, 0,∞) = C−{a} �	� Δ(b, |b− a|,+∞) = {z : |z− b| >
|z − a|}�

&#��� 	"��� ��� 
�$�� �	������ �
���� �� ������ ���	� a) � ��
�� ��
�������� �	� 
���"���� ����� � ����� Laurent . . . 0+0+(z−a)−1+0+0+
. . .� 5
����� "������ �� ����� 
	�����  ������	� ��	 ���� 
�� ��������7 �	

����	�	 ��� ���	� ���� 	
��P�� ��� ������� �	������ 
�� �	 	������������



�
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	����� ��	���	��	 �� �� 	��������� 
��(��	 �� ���	�������� 0��������

��� �	 �	�	���������� ���� ����������� ������ 
	�	������ ��� |a− b

z − b
| < 1

�
���

1

z − a
=

1

(z − b)
.

1

1 − (a−b)
(z−b)

=
1

(z − b)

∞∑
n=0

(a− b)n

(z − b)n
=

∞∑
n=0

(a− b)n

(z − b)n+1
.

<�	 �� 	��
��� �� ���	�� 1/(z−a)k k "������ 
	�	����-���� �� 
������
���� k "���� �
�� ��� 	��������� 
��(��	 �� ���	��������� �	 �
����
	
	"�����	� ���� 	�	��$���

K	�(�����	� �
�  �� 
	�������	 
�� �$�	�� �	� �� 	��������� ����
���	�������� �
������ �	 	�	
������� �� ����� Laurent ��	��
��� ��� �������

�� �����-���� ��� ��-�� ��� 
	�	���	��� �� �
������
��� �	������ 
�� ���
���� ��-�� � H������ ��	 ������ 
	�������	�

���'����� .�3�2� F	 	�	
������ �� ����� Laurent ��� �	������ 1 <

|z − 1 − ı| < √
2  �������

1

z2(1 − z)2
�

4 ������� �� ����� ��	������ ���"��	�
2

z
+

1

z2
+

2

1 − z
+

1

(1 − z)2
�

<�	 
�	������� ������ �	� ������ ��	 �	 �� ��������� �� ������ �������
Z = z − 1 − ı �	� ���	���	��-���� 
�������� �� 
��(��	 ��� ����� ���
	�	
����	��� �� ������ �� ���� �� 	��������� �������� ��� �	������
1 < |Z| < √

2�

!������ �� �� �������
1

Z + 1 + ı
) �
���� |1+ı| =

√
2 ������

|Z|
|1 + ı| < 1

�
���
1

Z + 1 + ı
=

1

(1 + ı)
.

1

1 − Z(−1)
1+ı

=

∞∑
n=0

(−1)n

(1 + ı)n+1
Zn

�

1

z
=

∞∑
n=0

(−1)n

(1 + ı)n+1
(z − 1 − ı)n

�	� ���� �� 
	�	�$��� �	�� ���

1

z2
=

∞∑
n=0

(−1)n+1

(1 + ı)n+1
n(z − 1 − ı)n−1.



:>��������� �
 ��������������� �����������������������

<�	 �� ������� 1
Z+ı

�
���� | ı
Z
| < 1 ������

1

Z + ı
=

1

Z
.

1

1 − ı(−1)
Z

=
∞∑

n=0

(−1)nınZ−n−1

�
1

z − 1
=

∞∑
n=0

(−1)nın(z − 1 − ı)−n−1

�	� ���� �� 
	�	�$��� �	�� ���

1

(z − 1)2
=

∞∑
n=0

(−1)nın(n+ 1)(z − 1 − ı)−n−2.

4 ��	������ ��� �
� ������ 	
����������� ��	 �� ������ 	��
����	 	"����	�
���� 	�	��$���

���'����� .�3�.� F	 	�	
������ �	�� Laurent ��� �	������Δ(1
2
, 0,+∞)

 ������� sin2 z + sin 1
2z−1

,� ������� sin2 z = 1
2

+ 1
2
cos 2z �	� Z = z − 1

2

sin2 z =
1

2
+

1

2
cos(Z + 1) =

1

2
+

1

2
(cosZ cos 1 − sinZ sin 1) =

1/2 +
1

2
cos 1

∞∑
n=0

(−1)nZ2n+1

(2n+ 1)!
− 1

2
sin 1

∞∑
n=0

(−1)n Z
2n

(2n)!
=

1

2
+

1

2
cos 1

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
(z − 1

2
)2n+1 − 1

2
sin 1

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(z − 1

2
)2n.

<�	 �� �
����
� ������ ������ ��	������

cos
1

2z − 1
= cos

1

2Z
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!22n+1Z2n+1

=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
(z − 1

2
)−2n−1

4 ������ ��� ������� 	�	
����	��� 	"����	� ���� 	�	��$���
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���'����� .�3�3� F	 	�	
������ �	�� Laurent ��� �	������ Δ(1
3
, 0,+∞)

 ������� z2e
1

(3z−1)3 �
?������ z − 1

3
= Z �
���  
	����	�� �����	�

(
1

9
+ Z2 +

2

3
Z)e

1
27Z = (

1

9
+ Z2 +

2

3
Z)

+∞∑
n=0

1

27nn!Zn
=

+∞∑
n=0

1

927nn!Zn
+

+∞∑
n=0

1

27nn!Zn−2
+

+∞∑
n=0

2

327nn!Zn−1
.

<�	 Z = z − 1
3

	������� �� -������ ������
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�������� �

�������� ������	���

'�� 0������ ��	 	�	���
��� ��� ��
"�	$��

'
���� �� (�(�����	"�	 ��� �
����� ���	�	 
�	����� ��	 ��� ������ ��
�	�
��� 5	��� �	� ��� ���� (�(��� ������� "���� ������
������	� ��	"����
����� �������7 ����$ 	�	��	�	 ��	 ��-��� 
�� �	 ����� �	"� �	� ����
�������� �� ���"���	 
�� �	 ��������

4 	������ ������ ��	 �� �����	 �� �	�
��� ���	�  �����	 ����������
��	�� ��	�� ��	 ��	��� ��� �
�
��� � ��� �$��� E
������ ����� ���
������� 
�� 	
������� �����	 ��������	� �	� "������ ����� ���� �
���� 
�	�
�� 	���������� ��� ���������� ���� ������ �
��� �� ��	 �����������
��	��� 5�����7�

4 
�$� ������ �� �����	� ���������� ��� �	�(���� �
�  ���� 	���(���
������� 
�� 
�	��	��
�����	� 	��� 
������"�� �� 	���(� ��	���� ��� ������
��� ������ ������� ��� �

4 ������ 
�� �"���� ������ 	���������� �� ��	 ������������ 	�����

������������� ��� ����� ����������) ��	�� 
�� ���	� �
�
���� ������ 
������� ������ ��� ������ 	�	�$��� �	� ������ �	� �� 	���(�� ����� 
��
�� ����� (������	� �� ���� �������� �������

�� ������	�	 �� ������ ����� �	 ������������ 
�� 	����� �	��	����
��$��	 ��	������� ���-���� �	� �	�
�� ���� ������� γ : [a, b] → C

������ ��� 
���� ������� ���

!� �������	 "������ �����  �	�
�� 
������"�� �� *B�	���� 
����������

:=



=; ��������� �
 �������� ����������

����++ ���������� 
��  ������ �����	� �� ������� ������ a 	
� �� �����
γ(a) � ����	������ �� ������� ������ b ��� ����� γ(b) �	� ������ � �������
������ t �� ����� (������	� �� ��� γ(t)� 4 ��	��� 5������7 ��� ����
�������� ���	� �� ������ ���$� �� �	�
��� γ[a, b]� 0	�� �� ������� ��� ��
���� ���������� ������� ���	� �	�� �� ��$� ��� 	����� ������� ) �	 ��	�� �
���� ��$ �� "���������	 �	-� ���� ����� 	� 
��������� ��� �������	 
��
�
����� �� (�(�����	"�	 ������ ������ �	 
���	����	�� <�	 �� ������
���$� γ[a, b] 5
�� 
	�� �� 
��� ��� 	�������� ��� ��������	�� �	� �	��

�� 7 �	 ������
������ ��� ��� �����	 �� �	�
��� � ����� �� �	�
���
�	� �	 �� ���(���-���� �� γ∗ �

.� 	��� �	 �������	 ��	 ���	���� �	�
�� ��� �
���� �	 
	�	��	��� ���
�
�
��� ����� �	� �����-���	� ��� ��	������� ��	 �� ����� �� �	� ��	 ��	 ��
���	(��� t ��� 
����� ������� ��� '
���� 
�	����� ��� ���	� �"���� ��	 �����	

	����	� ������� 
������"���� �� �	�
�� �� �� ����� �� ��� �
�
���
������������ �� 
�����	"� ��� ���
����	���$� ��������� 
�� 	
	������	�
�	� �	 �
��	 ��� 
��
�� �	 �
���������

4 ������ ��� ** ����������� �� �� ������ �����	++ 
�� ��� ��������	��
�	� (�� ��	 ��� ������ �� �	�
��� �	� ���	� ���	����	 ������ ��	��� �	
�� ���������� �� ���	����� 	�������	�

,� ������ ��� **�����	 ���������	 ++ 
�� ���	� �	�����	 ���� 	"��� ��
**�	����++ �� �� ��� ��	"��� ��� ����������	� �� ��	"��������� ������� �	
��������	� ������	�	� �	 
	�	
��� 
������"���	� �� ��� 
	�	���� 	�����
�������

1������ 3�-�-� ,� γ1, γ2 ��� �	�
���� ��������� ��	 ��	����	�	 [a1, b1], [a2, b2]
�	 ���� ���  �	�
�� γ1 ���	� ������	� �� γ2 5γ1 ∼ γ27 	� �
����� �����
��� ������ 	�����	 
�	��	���� ������� �� φ[a1, b1] = [a2, b2] �����	 $���
γ2(φ(t)) = γ1(t) ��	 ���� t ∈ [a1, b1]�

,"����	� ���� 	�	��$�� �	 	
������� ���  ���� ∼ ���	� ���� ����
���	��	�) ��	�� �������

γ ∼ γ) &,� γ1 ∼ γ2 ���� γ2 ∼ γ1

&,� γ1 ∼ γ2 �	� γ2 ∼ γ3 ���� γ1 ∼ γ3 �
!� ���� �	�
�� γ(t), t ∈ [a, b] �
������ �	 	�������������� �� �	�
��


�� 
������"�� **�� �	���� �� �
�����"�� ��� ���� ������� ������	++ ��	��
γ1(t) = γ(a + b − t), t ∈ [a, b] 
�� �	 	
��	����	� �	� 	������ �� γ 5�	



�
	
 ������������ ����������� ��� ���������� =�

�� ���(���-���� �� −∗γ7 ��	 �	 	
�"������ �� ������ �� �� �������
−γ(t)� �� ����� ���� �	�
��� ���	� ���
	��� �	� ��������� ������ �	�
�����	 ���
	���� �	� ���������� ������� ���� �������� ���	��������

�� 
�$�� *S�
���	++ 
�� �����	�  
��������� ��� ������� �� �	�
���
�� ���������� �	� �� �����  �����	 ��� ������ ��	�� 
����
���� ��	������
�
����� ������� ,� 	�	������� �	�����	 ��� ������ ��� �������

,� δ = {a = t0 < t1 < . . . < tn = b} ��	 ��	����� ��� ��	����	��� [a, b])
μ(γ, δ) =

∑n
k=0 |γ(tk+1 − γ(tk)| �� ����� �� 	��������� 
����������

��	���� �	� μ(γ) = supμ(γ, δ) ��	 ���� ��� ���	��� ��	�������� ��� [a, b])
��� 
���
��� 
�� μ(γ) <∞ �	 ���� ���  �	�
�� ���	� �	�
�� �� �����
� ������	������� !�� 
	�	
��� 
���
���  ���� μ(γ) ���-��	� �	� �����
�� �	�
��� γ�

4 �
���� 
�� ��	����� �����	 
�� 
��
�� �������� ���	�  �����	 ���
�
��	�
����� ������$�	��� � ������$�	��� �������� �
����� ��	� �	��

��� γ� # 	������ ������� �
���������	� �� ��	 	
�� 
	���(	� ����
������ ������ ��� ������$�	��� Riemann �
����� �������� ��	����	���
	����	����$��	� �	 tk − tk−1 �� γ(tk) − γ(tk−1)�

0�� �����������	 �������� f ���	���� ������� ������� �
��� ���
����� γ[a, b] ��	� �	�
��� γ) δ = {a = t0 < t1 < . . . < tn = b} ��	 ��	�����
��� ��	����	��� [a, b] �	� T = {τ1 < τ2, < . . . < τn} �
����� ������ �����	
$��� tk−1 ≤ τk ≤ tk �	�

S(f, γ, δ, T ) =
∑

(γ(tk) − γ(tk−1))f(γ(τk)

,� �
����� �� limS(f, γ, δ, T ) ��	�  ��
����	 λ(δ) �� ��	������ ������
��� ���� �	� ���	� 	�������� 	
� �� �
����� ��� ���������� ������� T 
���� ��� ���-��	� �	� �� �
��	�
���� ���������	 �� f �
����� �� γ �	�
���(���-��	� ��

∫
γ
f(z)dz �

∫
γ
f(z)dγ�

!� 	�������	�� ��$��	 ������	� 
���	� ���	� ��� �
����� ���	����� 	���
���� 
�� �	 ���(���-���� ��

∫
γ
f(z)dz ������� $��� ���� 	������	 S(f, γ, δn, Tn)

�� lim λ(δn) = 0 ���� ���� ��� 
	�	
��� ���	���� 	������ ,� ��	 	������
�	�	 	����	�	�������� �	 γ(tk) − γ(tk−1) �� |γ(tk) − γ(tk−1)| �� �� ���	
	���($� ��	���	��	 ���-���� �� �������� ��������	 �������� ������ �
�
����� �� �	�
��� 
�� ���(���-��	� ��

∫
γ
f(z)|dz| 0	�� �� �������	 ��

��	���	��	 �� ��������� �
����� ����� 
������� ��	"��� �� �	 
�	��	����



=% ��������� �
 �������� ����������

������$�	�	 ����� �	 	������	�	 	
��������	� 	
� �������	 ���	���$� 	���
��$� �
��� �
���������	� �	� �� ����"��� 0���������	 ��	��� �� �������	�
�	 
����	�	 ���� 	
��
������	� ��	�  �	�
�� ���	� ��	"������ � �	��
����	�	 ��	"������ ��	�� 	�	�������	� ��	 	
�� ���� 	�����	 ��	 �
��	��

���	 ������$�	�	 �	� ��	 ������ �	� 
�	��	���� ������$�	�	 � 0��
������������	 ��� �	�
�� γ �	 �����	� ��	"������ 	� �
�����  
	�����
��� γ′ �	� ���	� ������� �	� �	�� ����	�	 ��	"������ 	� �
����� ��	�����
��� 
����� ������� �����	 $��� � 
��������� �� �	�
��� �� ���� �������
�
�������	 �� ��	������ �	 ���	� ��	"������ �	�
���

��$��� 3�-�-� ,� γ ���	���� ��	"������ �	�
�� �	� f ���	���� �������
������� �
��� ��� ����� �� γ[a, b] ����

�� 4 �	�
�� ���	� ������	������ �	�  ���� ��� ������ �� ���	� μ(γ) =∫
γ
|dz| =

∫ b

a
|γ′(t)|dt]

%� E
����� �� �
��	�
���� ���������	 �
����� �� γ �	� �������

∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t)γ′(t)dt =

∫ b

a

Re[f(γ(t)γ′(t)]dt+ı
∫ b

a

Im[f(γ(t)γ′(t)]dt

∫
γ

f(z)|dz| =

∫ b

a

f(γ(t)|γ′(t)|dt

�	 
	�	
��� ����� ����� 	���������� ����	�� ��� 
�	��	���� 	�����
�	�  	
������ ���� ��"����� 	
� ���� ������� ��� ��������	���� '
����
������	 �	 
������������ �� �	�� ����	�	 ��	"�������� �	�
���� �
�����	��
�	 ������
�������� ��	 ��� ������ ��� ������ �	� ��� ������$�	��� ��

	�	���� 
���	�� !������ �� �� ��	������ ��� ���	��� 	���� �
����	�� ��
���� �������� �	������ ,����� ������	�	 �	� 
�������� �	 �	 ��	��
$�����
��� ��������� ���"� �	�
���� 
�� ������� 	��� �	 �	 	
����������� ��	
��	"�������� ��	 �	 ��	�"	������� 
������� 
���"��� ��� 	�	��$��
�	� ���� ������ ���� 
�� 	
	������ �	 	�	-����� �� ��������� !������
�� �� 	��	�� ���	(���� ������  
	�	���� 
���	��

��$��� 3�-�2� ,� γ1, γ2 ������	��� ������	�������� �	�
���� ����  f(z)
���	� ������� ������$��� �
����� �� ��	� ��� �	� ���� ��� ���� ���	�
������$��� �
����� �� ���� �	� ��� 
���
��� 	��� �	 ������$�	�	
���	� ���	�



�
	
 ������������ ����������� ��� ���������� =1

,
� ��� ������ �� ������	��	� ������ γ2(t) = γ1(φ(t)) �
���

∫
γ2

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ1(x))γ
′
1(x)dx =

∫ φ(b)

φ(a)

f(γ1(φ(t))γ′1(φ(t))φ′(t)dt =

∫ φ(b)

φ(a)

f(γ2(t))γ
′
2(t)dt =

∫
γ2

f(z)dz

1������ 3�-�2� ?	 ���� ��� ��	 
�
��	���� 	�������	 �	�
���� ���	�
��	������ 	� �� ����� ���� 
��������� ���
�
��� �� �� 	��� �� �
������

1������ 3�-�.� ?������� ��	 -����� ��	�����$� �	�
���� γ1) γ2 �����
����� ��	 ��	����	�	 [a1, b1] �	� [a2, b2] 	��������	� #��-���� �� γ1 +∗ γ2

�� �	�
�� γ 
�� ���-��	� 	
� �� ���� γ(t) = γ1(t) ��	 t ∈ [a1, b1] �	�
γ(t) = γ2(t+ a2 − b1) ��	 t ∈ [b1, b1 + b2 − a2] �

5!� ��$��	 "������ ����� �� �� 
	�	
��� 
��� ���	���	�� �������
�� ������� ���������� $��� �	 ���� 	��	
����� 	���($� �� ������ �	� ���
����� 
�� �����$��� �� 
�$�� �����$������ �	 ���� �� ��	 ���	��7� 4 
	�	�

��� 
��� ��	�����$� �	�
���� ���	�����	� �� (�(�����	"�	 �	� �������	
�	�
����� <�	 �	 	
�"������� ��������� �� �� 
������ ���	�������
������
������ ��	 �� 
��� �� ���(��� +∗�

,� ������ n���	 ��	�����$� �	�
���� �
������ �	 �������� �� ��������
���� 
���������	� ��� �������	 ��� ��� 
�$��� �� ���� ��� 	
�������	
�� �
���� ��� ���� ��� ��	��������� �����

,"����	� ���� 	�	��$��  	
����� �� 
	�	���� 
���	���

��$��� 3�-�.� ,� ��	 ���	���� ������� f(z) ���	� ������$��� �
�
����� ��	�����$� �	�
���� γ1)γ2 ���� ���	� ������$��� �
����� ��� �	��

���� −∗γ1 ) γ1 +∗ γ2 �	� �������

∫
−∗γ

f(z)dz = −
∫

γ1

f(z)dz,

∫
γ1+∗γ2

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz



=2 ��������� �
 �������� ����������

���$#���� 3�-�-� R	�	�����-���	� �� ���� ������	��	� �$� �	�
���
�� ��� "$� ��� ������	��� 
�������� ��	
���$����� ���  
	�	
��� ����
��� ���	� ��
��� 	��� 	
������ ��	 *B����� �	���
���++ 	�����	 ��	 ������
�	�	 -��� �	�
����� #� ������	��� �	�
���� 
��� ��	 �	�
�� γ 54 ��
��� ������	��	� [γ]7 ����� 	
� �	 ���	 ���	) ��� �	� ��� ������ �	� �� ����
�
��	�
���� ���������	 �	� �� 	��� �� �����	 ��	 ��� 	������ �� ���	�����
	������ ���
���"�����	� �	� ���	�	 �	�
��� #�������� �����	"��� ������	

�� ��������� ��	 ��� ������ �� �	�
��� �� ������ ��� ����������� ��
�� ������ �����	 ���-��� �� 
	�	
��� ���� �	� �	�
��� '���� ��	 ��

	�	
��� ���� �	 ������������ ��� ��� ������	�
�� γ �	� ���-���� �	�
���	) �����) �����) ���������	 �
����� �� ������ �	 	��������	 �����
� �
������
��� ��
���$
�� ��� ������ ��	�
���� �� 
��������	 
��

����
��� ���	� ��� ��	 	������	�	 ��� �����-��	� �	 
	������� ��	������ 
���	
��������

'
���� 	
� ��	 �	�
�� �� ��	 ������	�� �� 
�	������ ����������� � ��
������� 	�����	 ������ ������� 5	��	�� ���	(����7 ��� (�(�����	"�	
 ������	��	 ��� �	�
���� ���	�����	� �� �� ��"�	� ���  ��	 ���	�������	�
	�	
	�	����� �� �����

,� ��	 �
������� ��� �
�
���� 	
������ ����� ��	� �	�
��� ���� 
���
"	�$� 	
������ ����� �
����� 
����� �	�
����� #� �	�
���� ��� (�(���
���	"�	 ���	�������	� �	� �� �� ����	��	 
	�	����� ��� ������ ����� '�$

��
�� �	 
��������� ��� �� 
	�	��������� ��� ����� ������ ��� ���	� 
���	
������	��� �

I��	����	 �������� �	� ���	�  
	�	���� 	���������

��$��� 3�-�3� ,� f ������� ������$��� �
����� ������	�������
�	�
��� γ �	� |f(z)| ≤M �
��� ��� ����� �� �	�
��� ���� ������

|
∫

γ

f(z)dz| ≤
∫

γ

|f(z)||dz| ≤
∫

γ

M ||dz| = Mμ(γ).

4 	
����� 
����
��� ����	 	� �	�	"������ ����� �������� �������� ���
������������ �������-���	� �	 ������ 	������	�	 
�� 	����������� ���
���	 ��	������

?	 �$����� ���� �	� �
� 
���� 	
����� ��	 �� 
���
��� ��	"�������
�	�
����



�
	
 ������������ ����������� ��� ���������� =9

,���
��$��	� �� ���� |w| = weıθ) θ = −Argw ������

|
∫

γ

f(z)dz| =

∫ b

a

eıθf(γ(t))γ′(t)dt ≤
∫ b

a

Re(eıθf(γ(t)γ′(t))dt ≤
∫ b

a

|eıθf(γ(t)||γ′(t)|dt =

∫
γ

|f(z)||dz|.

�� �
����
� ����� 
����
��� ����	 	� ����������� 	���
��$��	� ��
	������	 |f(z)| ≤M �

?������ ��	 ��� ���	���� �	� 	
������  
	�	���� 
���	��

��$��� 3�-�4� ,� ��	 ������� f ���� 
	������	 F �� 	������ ������
O �	� γ ������	������ �	�
�� �� �� ����� �� ��� O ���� ������

∫
γ
f(z)dz =

F (B)−F (A) �
�� A = γ(a)  	��� �� �	�
��� �	� B = γ(b) �� ����� ���

�&�'��,��

∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

F ′(z)dz =

∫ b

a

F ′(γ(t))γ′(t)dt =

∫ b

a

(F (γ(t))′dt = F (γ(b)) − F (γ(a)).

���$#���� 3�-�2� ,� ��	 ������� ���� 
	������	 � 	� �
������ �	
�� 
����������� �� ��	 ��
� �	������ $��� �	 ���� �� 	���� ���� �� ���
�	 �� �
��	�
���	� ���������� �� ���	� ������ �
��� �� �	�
���� ���
��
�� ����� ���	� *M�������� ��� ������++ �	� 
��������-��	� 	����� 	
� �	
���	 ���� 0��"	�$� �� �������� �	�
���� �
� ��� ��
�� �� 
	������	� ��
��������	 �����-��	�� '�$ 	�	��
���� ��	 ����� 
��� ����	"�����	 ������
�	�	� �� ��	 ���	� 	� ���� 	�	������ ������� ���� �
���� �	 
����������
�� �	�������� ��
��� $��� �� 	����� �	 ���� 
	������	 �	� �� �
�����
	� �
������ ���� �	��� ��
�� �	� 
���� ���	� 	���� 
�� ���� �� 	�	�������
���	������� �� 	����� ����� 
	������	 �
��� 	
��
�����	� �� 
��(��	 ��
�
��	�
���	� ����������

,� ������� ��	� 
�$�� ������ ���� ������� �	� ���	������� 
�� ���	��
���	�� �	 ����� �� �	 
���� ��� 3	�	���� �� ���	������� ez, cos z, sin z �����



=> ��������� �
 �������� ����������

��	 
	�������� ��� ez, sin z,− cos z 	��������	� ,� L(z) ������ ���	������ ��
	��������� ��
� DL ���� ���� 
	������	 �� ������� zL(z) − z) z ∈ DL�

#� �������� (z − a)k ) k 	���	��� ���"���� ��� −1 ����� 
	������	 (z−a)k+1

k+1
�

<�	 �	 
���$���	 �	 
����	�	 ���	� 
��"	�� �	� ��	 �
��	��
��� ���	���
�����

∑
an(z − z0)

n ��� ��������� ��� ������ �������� ���� 
	������	
��

∑
an

n+1
(z − z0)

n+1� !�� 	
�
���	 �	 ���������� �� 
��(��	 ��	 
����

��������� 	��� �	� 	� �� ���	��� ���� �� �������	 	
�$� ��	������ 
���
���� ������ ���� �� ������� �� ���"�� 1/(z − z0) �� ���� ��� 	�	
�����
��� ���	����� ���	������� ��� 
��� �� 
	�	
��� ��
���� �	 	
���������
	�	��	�	 ���� ��	 �	 "��������� �� �	����	 
���������� �	 ������������
0����� 	��������� ������ �� 	��� � ������� 	� 
������ ��	 	���	 ��
������ 
	�	�����	�	 �� ��	 ��
	�� 
	�	
����

���'����� 3�-�-� F	 �
���������� �	 ������$�	�	�

∫
[a,b]

fk(z)dz,

∫
[a,b]

fk(z)|dz|,
∫

[−1,1,1+ı]

fk(z)dz,

∫
[−1,1,1+ı]

fk(z)|dz|,

�
�� [a, b] ���	�  �	�
�� ������	��� ����	 �� 	��� �� a ����� �� b) [−1, 1, 1+
ı]  	�������� 
��������� �	�
��) f1(z) = |z|2) f2(z) = z̄ �	� f3(z) = x�

'"���� 
������	� ��	 ���	���	 ��	"�������� �	�
���� �� 	�	��	��� 	��
���	�	������� ��	 �� ������	 [a, b] ���	�

z = t(a− b) + b, 0 ≤ t ≤ 1)
dz = (a− b)) |dz| = |a− b|)
|z|2 = t2 + |b|2 + 2tRe(b̄(b− a)))
x = tRe(a− b) +Reb)
z̄ = t(a− b) + b�
3�����	� ��� 	����	�	������� ������)

∫
[a,b]

|z|2dz =

∫ 1

0

(t2|a− b|2 + |b|2 + 2tReb̄(a− b))(a− b)dt.

'
���� ��	 
	������	 5 	������ ���������	 7 �� 
��� �� 
�	��	����
���	(��� t ���	�  �������



�
	
 ������������ ����������� ��� ���������� =A

(
1

3
t3|a− b|2 + t|b|2 + t2Reb̄(a− b))(a− b)

������
∫

[a,b]

|z|2dz = (
1

3
|a− b|2 + |b|2 + Reb̄(a− b))(a− b)

�	� ������

∫
[a,b]

|z|2|dz| = (
1

3
|a− b|2 + |b|2 +Reb̄(a− b))|(a− b)|.

<�	 a = −1, b = 1 �	 
	�	
��� ������$�	�	 ������	�∫
[−1,1]

|z|2dz = −2
3
�	�

∫
[−1,1]

|z|2|dz| = 2
3
�

,� ������� a = 1, b = 1 + ı ������∫
[1,1+ı]

|z|2dz = −4ı
3
)∫

[1,1+ı]
|z|2|dz| = 4

3
�
���∫

[−1,1,1+ı]
|z|2dz =

∫
[−1,1]

|z|2dz +
∫
[1,1+ı]

|z|2dz = −2
�	�∫

[−1,1,1+ı]
|z|2|dz| =

∫
[−1,1]

|z|2|dz| + ∫
[1,1+ı]

|z|2|dz| = 2
# 	�	��$��� ���	-������ 	���($� �� ��� ���� ���
� ������
��$��	�

���� ���	���	������� 
�� �$�	�� �	����	� �	 �
�������� �	 �
����
	 ������$�
�	�	�

���'����� 3�-�2� ,� γ(t) = teıt, t ∈ [0, π]) �	 �
���������� �	 ������$�
�	�	

∫
γ
|z|dz �	�∫

γ
|z||dz|�

#� 	�	��	��� 	����	�	������� ���	�
z = teıt) dz = (teıt)′dt = (tıeıt + eıt)dt) |dz| =

√
t2 + 1

�
��� ������

∫
γ

|z|dz =

∫ π

0

t(teıt)′dt = t2eıt]π0−
∫ π

0

teitdt = −π2+

∫ π

0

t(ıeıt)′dt = −π2+t(ıeıt)]π0−
∫ π

0

ıeitdt = −π2 − π − eıt]π0 = −π2 − π − 2.



=: ��������� �
 �������� ����������

�� �
����� ��������	 ���� ��� 	����	�	������� ���	���	��-��	� ���
∫ π

0

t
√
t2 + 1dt =

∫ π

0

1

3
((t2 + 1)

3
2 )′dt =

1

3
(π2 + 1)

3
2 − 1

3
.

0 1-1

i
γ

!���	 2��@

���'����� 3�-�.� F	 �
���������� �	 �
��	�
���	 ������$�	�	 ���
���	������� f1(z) = z2k−1ezk

) k "������ 	������ �	� f2(z) = sin 2zesin
2 z

�
����� ��� �	�
���� ��� 
���������� 
	�	��������� �	� �� �	�
���

�� "	����	� ��� 
	�	
��� ����	�

?	 	�	-������� 
	������	 �� 
�$�� �������� 	������$��	� ���
	���	��	 	����� �� 	��� �� 
	�	�������� �����������

z2k−1ezk

= zk 1

k
(ezk

)′ = (zk 1

k
(ezk

))′ − 1

k
(ezk

)′ = (
1

k
ezk

(zk − 1))′.

,"�� (���	�� �� 
	������	 �� ��������	 �
����� �	�
��� γ ������
-���� ��� �	���-��	� �� �� ��	"��� ��� ���$� �� 
	������	� ��	 ���	 ��
�	�
��� �	� ��� 
���
���� �	� ��

(
1

k
eγ(b)k

(γ(b)k − 1)) − (
1

k
eγ(a)k

(γ(a)k − 1)).

!�� 
���
��� ��� ������$�	��� �
����� ��� ����������� ����	���
[a, b] ������� ��� 
	�	
��� 
�����	 γ(a) = a �	� γ(b) = b� !�� 
���
���



�
�
 ������������ ���������� ��� ������� ��������
 ==

�� 
���������� ��	���� [−1, 1, 1 + ı] ������� γ(a) = 1 γ(b) = b �	� ���

���
��� �� �	�
��� ��� 
	�	
��� ����	��� ������� γ(a) = 1 γ(b) = ı

!������ �� �� ������� (sin 2z)esin
2 z 	� ������� sin2 z = 1

2
(1− cos 2z)

������

(sin 2z)esin
2 z = (sin 2z)e

1
2e

− cos 2z
2 = (

1

2
e

1
2e

cos 2z
2 )′.

.��� �� ����� �� 
	������	� 	���������� ��	 ���� �
���������� ��
��	���	��	 ��� 
���������� ��������

,� ��	 �������� f(z) 
�� 	�	
�����	� �� ���	������� �� ��	 �����
�
���� �
�� 	
�����	�� ���� 
	������	 ��� ����� �� �
��	�
���� ���������	
�� �������� �
��� �� ������� �	�
�� �� ����� ��� ����� �����-��	��

,� ����  ������� ���� 	��
����	 Laurent �� 	������ �	������ �������
z0 ���� �
�� 	
�����	��  ������� f(z)− a−1

z−z0
���� 
	������	 ��� �	������

�
��� 
��� �� �	�
�� γ �� ����� �� 	���� ������
∫

γ

f(z)dz = a−1

∫
γ

1

z − z0
dz.

'��	� �$�	 
��"	���  	���� ��	 
	�	
��	 ����� ��� 
	�	
��� ������$�
�	����

'�� 0������ ��	 	�	���
��� ��� �����# ��
	-�#�

�� ���������	
∫

γ
1

z−z0
dz �����	 �� ���������	 	�����	� ��� 
���
���

z0 = 0 �� �
��	 �	 ����������� ,� �
����� �������	 �� 	��� �� ���� 
��
��� ������ �� ����� �� �	�
��� ��	�� (������	� �� ��
��� Cw 
�� ���-��	�
� ������ ��� ���	������ Logwz = log|z| + ıArgwz � !�� 
���
��� 	��� 
������� 1/z ���� 
	������	 �� Logwz �
��� ������∫

γ

1

z
dz = Logw[γ(b)]−Logw[γ(a)]dz = Log

|γ(b)|
|γ(a) |+ ı(Argwγ(b)−Argwγ(a)).

<���������	� ��� 
���
��� 
�� �
����� �������	 �� 	��� �� z0 
�� ���
������ �� ����� �� �	�
��� 
	�������

∫
γ

1

z − z0
dz = Log[

|γ(b)|
|γ(a)| ] + ıΘ(γ(a), z0, γ(b)).



�;; ��������� �
 �������� ����������

0	�	������ ��� �� "	��	����� ����� ��� 
	�	
��� ������$�	��� 
	��������
�� �������� ����	 
�� ��	���"�� �� ����� γ(t) �	 ����"� �� z0� '�� ����
���	  �	�
�� ���	� ������� ��� 
���
��� 
�� 	�������
�-���� 
��"	�$�
�� ���������	 �����-��	� �
��� ���  �������� ����"� ���� 	
� �� z0 ���
�	� �������� ,��� ��	���� ��� �	�� �� �
	�	"��� ��� 	��� �� 	�������
������ �	� �� ������� 
�� ��	���"��	� ����� �� ���	 	
���� �����

!�� 
���
��� 
�� ��� �
�����  �������	 
�� -���� �
������ �	
������� �	����� ��	����� ��� ������	 $��� 	� 
������������ �� ����
��������� �
�������	 �	 �"	���-��	�  
�������� 
���
��� �
��� 	�
����-���	� 
	�������

∫
γ

1

z − z0
dz = log[

|γ(b)|
|γ(a)| + ıΔθ

�
�� Δθ =
∑

Δθk  �������� ����	 
�� ��	���"�� �� γ(t) 
��� �� z0�
.� ���	 ����	 	� �� �������	 �z0z ����"��	� 
��� �� z0 	������$��	� ��

���������� �� �	�
��� �� "	��	����� ����� ��� 
	�	
��� ������$�	���
���
�
��� �� �� 	���(���� ������	 ��� ����$� 
�� ��	���"���

,�  �	�
�� ���	� ������� ���� �� Δθ ���	� 	���	�� 
���	
����� ��� 2π
�
���

n(γ, z0) =
1

2π

∫
γ

1

z − z0
dz = k

�
�� k �� 	���(���� �������	 ��� ����"$� ��� γ(t) �� 
��� z0 �	� ��	 ��
���� 	��� �� n(γ, z0) �	 �����-��	� ������ ����"�� �� �	�
��� γ �� 
���
�� ����� z0�

�	 
	�	
��� ������� �� �������� �	�
���� ��"��-���	� 
�� ����������	
�� �� 
	�	���� ��$��	�

!������ 3�2�-� ,� γ ������� ������	������ �	�
�� ��� [a, b]) ���� 
������� n(γ, z), z ∈ O = C − γ∗

�� 0	����� ���� 	���	��� �����
%� '��	� ������� ��� 	������ ������ O�
1� 0	�	����� ��	���� �� ���� ��������� ������$�	 ��� O�
9� .����-��	� �� ���� � "�	���� ��������� ������$�	 ��� O ���

���	���� �
�
��� � ������	�	 ��� �� "�	���� ��������� ������$�	 ���
C∞ − γ∗�



�
�
 ������������ ���������� ��� ������� ��������
 �;�

�&�'��,��
!������ �� �� %�
,� 
������������ �� �������D[z0, r] �
����

1
w−z

���	� ������� ���D[z0, r]×
γ[a, b] 
�� ���	� ���
	��� �	 ���	� ��������"	 ������� �� 	��� ���� ��	 ����
ε > 0 ���� **����� ��� z0 ++ ������

| 1
z−w

− 1
z0−w

| < ε �
���

|n(γ, z) − n(γ, z0)| ≤ 1

2π
|
∫

γ

| 1

z − w
− 1

z0 − w
||dz| ≤ εμ(γ)


�� ����� �� -��������
!������ �� �� 1�
4 ������� n(γ, z) �	� ������� ���	"���� ���� ��������� ������$�	 ��

��������� �
������� ��� R ��	�� ������	 � ����������� 4 
�$� ������
	
�������	� ��	�� ������ ���� 	���	��� ����� �
��� ������ �� -��������

!������ �� �� 2�
'
���� �� γ[a, b] �	� ���
	��� ���	� "�	����� 	
� �� ���� |w| < M ��	

�
�����
��� "����� n �	� �	����� 	�������	 |zn|− >∞ ������ |zn−w| >
|zn| − M | > n �	� 	� k  	���	�	 ���� �� �������� �� �� "�	����
��������� ������$�	 ������

|k| = n(γ, zn)| = 1
2π
| ∫

γ
1

w−z
dw| ≤ μ(γ) 1

2πn
�

<�	 n→ ∞ 
	������� �� -��������
!������ �� �� ��
4 	
����� 
�� �$�	�� ��� 	��� ���	� 	
��	��
���� ��	 � ����������

��	��	 ��� �
��	�
������ ������$�	��� �	� ��� ���
� 
�� ������$��� ���
**�������$���� ����"�� ++ ���� 	
� ��	 ������ .�	 
�� �"���� 	��� ��������
	
��	��
���� 	
����� ���	�  �����

,� ���������� �� �������

H(t) = 1
γ(t)−z

h(t) �
�� h(t) = e
∫ t
a

γ′(x)
γ(x)−z

dx)

���� �� ������� ��� �
�������$� 5
�� ��������	� ���� 	�	��$�� �	 ���
������� ��
�����$�7 
����
��� H ′(t) = 0 ��	 ���� t ∈ [a, b] � ,
� ��
���
��	��	 ��� H ��	���� �	� γ(a) = γ(b) 
����
��� 1 = h(a) = h(b) �
���∫ b

a
γ′(x)

γ(x)−z
dx = 2kπı)k 	���	��� � ������	�	 n(γ, z) = k�



�;% ��������� �
 �������� ����������

!�� 
���
��� 
�� ������ ������� 
�� 	�	
�����	� �� ����� Laurent
�
�� ��
	�� 	� 	"	�������� ��� ��� ����−1  �
����
 ����� ���� 
	������	
�	� �
������ ������� ���������	 ) �
��� �� ��������	 �� �
����� �	��

��� ��� �	������� 2πın(γ, z0)a−1 � <�	 ��� 
	�	
��� ����	����� ���� ���
���� �
�������� ����������� # ����������� a−1 �����-��	� Residues �	�
��	 ������� ����������� �
����
� �� f ��� z0 �	� �	 ���(���-��	� ��
Res(f, z0)�

���$��#���� 3�2�-� �
��� �� 
��� ���	�� ���	���� ���	� � ������ ����"�� "	����	� 	
� ��

������� ���  ��$� ��� ���	���
�� �� 
���
	�� ��� �
��������� �
��	�
����
�� ������������ ���	������� 
�� ����� �� ���"� 	������	��� ����$�
Laurent 
�� ��� ����� �
��������� �� ���� ������)

1� ,� �� 
�������� ����� Laurent �� 
���	
�	�������� �� (z −
z0)

−k−1 � ���� ak(z − z0)
k �� ��	 ����� �����	� ak/(z − z0) 
�� ��	���� ���

Res(f(z)(z − z0)
k, z0) = ak �	�∫

γ
f(z)(z − z0)

k = 2πn(γ, z0)ak�

!�� ������ 
���
��� 
�� 
������ ��	 �	�
�� ��������� ����� C(z0, ρ) :
z0 + ρeıt : t ∈ [0, 2π] ���� � ������ ����"�� ���	� ��	 �	�  ���� �����	�)

ak =
1

2πı

∫
C(z0,ρ)

f(z)(z − z0)
−k−1dz.

,
� �� 
	�	
��� ���
��	������ ��� 	� ��	 ������� 	�	
�����	� �� �����
Laurent �� ����������� ���	� 	����� �	���������� 	
� �� �������) ��	��
��� �
����� ������� �� ��� ��	"������� 	�	
����	�	 �� ��	 ������ '
���
� ���� �� ����� ���	� 	����� �	���������� 	
� ��� ����� ��� ����� �
�	����

��� �	�
��� �� ����� ����"�� ���"��� ��� ������� !�� ������	�� �	
�
	��������� !��� ������ Laurent ��� ���� ���	  ���� an = f (n)(z0)/n!
����� ��� ���-���	� ��� z0 �� 	���������� 
	��������

1� '�
����������� 
��� ������ �� ���������� �
�
���	 ���	��-���� �	
����	 
�� ��� 	������ ��� ����� ��	� ������� �� �	�
��� ��� 	������
������ ��� ������ 
�� ����� ����� ����"�� ���� �	� �� �����-���� ����
������ �� �	�
��� �	� ��� �
����
� 	������ �
��� �� ����� ����"�� �
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 �;1

������� 
�� ��������� �� �	�
���� 4 
���
����� �	� ��	 ��� �
�������
�� �
��	�
����� ������������ �����	� 
��� ��������� 	� 
������ ����	
����� ��� ������	��� ��� Jordan ��	 �
�������� �����$� ����"�� 
�� ���

��
�� ���� �	 �	� ��������� �	� 	�������� 0�� �����������	 ��	 ������	��
����� ������� �	�
�� ������� ��� [a, b] �����-��	� �	�
�� jordan 	� ���	�
��	 
��� ��	 ��� 	������ ������	 (a, b)� !��"��	 �� �� ������� ��$��	

μια καμπύλη JJordan

το "εσωτερικό" της J

το "εξωτερικό" της J

z1

z3

z2
z1

z2

γ (a) = γ (b)

γ (a) = γ (b)

z2n(  ,    )=-1γ

z1n(  ,    )=0γ

z1n(  ,    )=0γ

z3n(  ,    )=1γ

z2n(  ,    )=2γ

!���	 2�%@

�� ���
�����	 ��� ������ ��	� �	�
��� jordan 	
�������	� 	
� ��� 	�������
���������� ������$��� �� ��������� 
�� ���� ����� ����"�� ��	 � 
�� ��	
�	� �� ��������� 
�� ���� ����� ����"�� �����

�� 
	�	
��� "	����	� �����$� "���������� ����� �"���� 	
� ���� �����



�;2 ��������� �
 �������� ����������


������ ��	 "��� �	 ����	������ ��	 ����"� ������ � 	������ ��	 �	 �	�$�
����� ��� �� ����� ��	� ���	��� ��� ��������� � 0	���	 	���  	
����� ���	�
���	����	 ������ �	� ��"����� 	
� ���� ������� �	�� '����� ��	 �� �	�
��
����� γ(t) = z0 + reıt, t ∈ [0, 2π])

������

n(γ, w) =
1

2πı

∫
γ

1

z − w
dz = 1

��	 ���� ����� w ��� ��������� ��� �������
,���� �� (�� �� ������ ��$��	 ����� ����"�� �	 	
��������� �� 
���

�	� ��	 w = z0� ?�����	� ��� ���������	 z − z0 = reıt, dz = ıreıtdt

	�������

n(γ, z0) =
1

2πı

∫
γ

1

z − z0
dz =

1

2πı

∫ 2π

0

ıdt = 1.

�	 
	�	
��� ����	�	 	
������� 
	�������	 �
�
����� �
��������� ���
����� ����"�� 
�� **������
�����	�++ 	
� �� ��$��	 Jordan� '�	� 	
� ���� ��

�
������ ���
��� �
��������� ��� ����� ����"�� ���	� �	 "������ �������	
�� 	��� �� ����� �	 �� ���� ����� 
�� ������ �� �	�
�� �	 	������������
+1 � −1 	�����	 �� �� "��� �� �	�
���� ��� ����� 	��� �	��� �������	
�	 
������ �� �������	�

.� �	 ��	 �	� ���	���	 �
������ �	 ������� �� 
�$� �"��� ���� �
���
������ �
��	�
����� ������������� �� 
	�	���� 
���
	�������	 
�� �	
�
������ �	 ����� �� 	��������� 	������� �	 (������ ��� 	"������ ��
�������� ��� �
�������$��

���'����� 3�2�-� ,�

f(z) = cos
1

2z − 1
+ sin2 z +

1

(z − 1)3
e2z +

1

z2(1 − z)2
+ z2e

1
(3z−1)2 +

1

2z − 42
,

�	 �
��������� �� ���������	 �� �������� f(z) �
����� �� �	�
���
γ(t) = 1 + 3

4
e−ıt) t ∈ [0, 32π]�

,� f1(z) = cos 1
2z−1

) ���� �� 	��
���	 �
�� �� ���	�� �� 
���������

	�������	 ���	�)



�
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f1(z) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
(z − 1

2
)−2n−1.

,� ������� −2n − 1 = −1 ��	�� n = 0 � 	���������� ���� �����	�
(z − 1/2)−1) �
���

Res(f1,
1
2
) = 1 �	� �
���� n(γ, 1

2
) = −16 5(����� ��	��7 ������

∫
γ

f1(z)dz = 2πın(γ,
1

2
)Res(f1,

1

2
) = −32ı.

!������ �	 �� ������� sin2 z = 1
2
− 1

2
cos 2z ���	� "	���� ��� ����


	������	 �� 1
2
z − 1

4
sin 2z �
���

∫
γ
f2(z)dz = 0�

<�	 �� ������� f3(z) = 1
(z−1)3

e2z )	� ������� Z = z − 1  �������
�����	�

1

Z3
e2e2Z =

1

Z3
e2(1 +

2Z

1!
+

(2Z)2

2!
+ . . .

�	� � 
	������	� 
�� �	� ����	"���� ���	�

1

Z3
e2

(2Z)2

2!
=

2e2

Z
=

2e2

z − 1
.

'
���� n(γ, 1) = −16 �	� Res(f3, 1) = 2e2 ������
∫

γ
f3(z)dz = −64πı�

!������ �� �� �������

f4(z) =
1

z2(1 − z)2
=

2

z
+

2

1 − z
+

1

z2
+

1

(1 − z)2

������)
∫

γ

2

z
= 4πın(γ, 0) = 0,

∫
γ

−2

z − 1
= −4πın(γ, 1) = −64πı

5�������� ��	��7
∫

γ

1

z2
dz = 0,

∫
γ

1

(z − 1)2
dz = 0

5�������� ��	��7 �
���
∫

γ
f4(z)dz = −64πı.



�;> ��������� �
 �������� ����������

!������ �� �� ������� f5(z) = z2e
1

(3z−1)2 + 1
2z−42

)
�
���� ������ �$��� �� 	��
����	 �� 
��������� 
	�	�����	 	�	����

����� �� 	��� �	� 	�	������� ��� ���������� ���� −1 
�� �	� ����	"����

�� ���	� ��

Res(f5,
1

3
) =

1

9.27
+

1

3!273 +
2

3.2733!

�
'
���� n(γ, 1

3
) = −16 
����
��� ���

∫
γ

f5(z)dz = −32πıRes(f5,
1

3
) = . . . .

�� 	��������� ���������	 �� �������� 1
2(z−21)

�����-��	� �
����

n(γ, 21) = 0�
�� ���������	 �� 	������ �������� �	���-��	� �� �� �������	 ���

�
������� ������������ �	� � �
��������� 	"����	� ���� 	�	��$���

���$#���� 3�2�-� ,� �	� ������ �
�� ��� ����	 �� ��	���	��	� ��� �
�
��������� �
��	�
����� ������������ �	 �� �� ������ ��� ����������$�
�
����
�� �	 �
	�������� �� ��	 �������	 
�� �	 �� 	
��
����� �� �������
��� 
���
�$���� 
�� �	 �	�	"������� �	 	
��
������ ��� ��� a−1 
�� �	�
�����-��	� ����� �	 ������� �� � ��	���	��	 ��� 	�	
����	���� !��� 
���
�
�$���� 
�� �	 	�	
����	�	 �������	� �����	 �	� ������	 � ������ 
�� 	������
���	�� ���	� � ���������

F���-���� �� �	 ��	 ��
	�� �	 �
	������� � ���������� ���  	�	
����
��� ������$�	��� �� �������� 1/z ��	� ���	����	 ���������� ��� 	
����� �
 ��� �	�	����	 ��� �
��	�
����� ������$�	��� �	� ���� �"���	��� �	� ��
�	����	 �	 ������������ �� �
����� �	���� �	� �	 ���	� ��	 �	 	�	�	�� �
���� ��
��� ** 
	�	������� ���������� ++ 	�	�����$� ���	������� ) ��	��
��
��� 
�� ���� �� 	�	������� ���	������� �� 	����� ����� 
	������	� 0���
�� 
	��� ������	�� ��� �������� 	�	
����� ��� �	������� 
�� ���	� ��
�� �����
	��� �� ������	�



�
�
 ������������ ���������� ��� ������� ��������
 �;A

'���� 1 )��	�� �	$ ���" �$������	 ���	$

,� �	�	�$����� ���� �	 �����	 �� �	��	����� 	�������	� �	� 	� ����
������� �	� �
���� ���	��	� ��� �
������ ��
�� �� �� �	������ ������	
�� 
	������	�� �� �
����� 
�� �	� ����	"���� ���	� �	 	�	-������� �	
���������� ���� ��	
���������	 ��	�� �	 (����� ��	��� �	� 	�	��	��� ����
����� �� ��
��	 	
�� ���������� ���"� ��	 �	 ���� 	�	�����-����� 4 
�$�
���� ��	
����� ���	� ��� 	� ��	 ����� ����� a 
�� ��� 	����� �� ��	� ������
��
� �
����  ������� 1/(2πı(z − a)) ���-��	� �	� ���	� 	�	������ �� 	����
�� ���������	 �
����� �
��	���
��� ��������� �	�
��� γ ��� ��
�� ��	��
� ������ ����"�� n(γ, a) �����-��	�� ,��� ��	���� ��� �� ����	 
�� 
�����
�����	� ��� ��������� ���� �	�
��� 	����� ������� ���� ��
� �	� �� 
��
������� �	��	���� ��$��	 ��� �
������ **���
�� ��� ��
�� ��� ���������
�	���� �	�
��� ���++� 4 
	�	
��� ��	
����� 	
������ ��	 
����� ��	 �	�
��	���� ������
��� �� �����	� **���
	 ���� ��
��++� '�
�-� �	 ���"������
��� �� "	��	-��	��� �	� ��	 "�	����� ����	 ��� �
�
���� 
�� 	����� ���
������� 
��"	�$� ���
����	 ��� ��
�� ��	���� ������ 	
���	� 	
� ��
�
����
� ���
�����	 �	� �
���� �	 	
�������� 	
� 	��� �� ��� �����(���
�� ��� �� �	������ 	������ �
������� ��� �
�
����� 	��� �	 ����������
�	�	��������� ��������� ��� 
	�	���� ������

1������ 3�2�-� � '�	 �
������� K ��� ���	����� �
�
���� 	
������ ���
	
�� ��	� ��
� OC 	� ���	� ���
	��� �
������� ��� 5C − OC7 �	�  ����
K ∪ OC ���	� 	������ �
������� ��� ���	����� �
�
�����

.� ���	 ����	 ���
	 ���� ��
�� ���-�	� �� ���
	��� ������ 
�� 
����
���
	
� ��� ��	������� ��� ���
��$�	��� ��� ��
�� �� ��	 ������� �	� ��	
���
	��� �	� �	 ��� �� �����

.� (�� �	 
	�	
��� �
������ �	 ��	��
$����� �� 
	�	���� 
���	�

��$��� 3�2�-� #� 
	�	���� �
� ������ 
�������� ���	� ������	���
�� # ��
�� OC ��� ���� ���
��
%� �� ������� ���
������ ��� C − OC ��� ��	����-��	� �� ��	 �������

� ���� �	� ��	 ���
	��� � ���� �
������� ��� ���	����� �
�
�����
1� �� ���
������ ��� �
�����	���� �
�
��� 5C∞ − OC7 ���	� ���������

��� C∞



�;: ��������� �
 �������� ����������

4 ������	��	 ��� 1 �	� 2 
����
��� 	
� ��� ������ �� ���
	��
2�+3� ,� � ��
�� ��� ���� ���
	 �	� ��	�������� �� ���
������ ��� ��

���
	��� �	� ������� �	� �� �������	 �
����� ���� �� ∞ ��� ������� ����
�� C∞ − OC ��	�������� �� ��� ������� �
������� ��� �� ���� �
������
��� �	 ���	� ����������

,� ��	� ��
�� OC ���� ��	 ���
	 �
�
���� "	����	� ��� �
������ �	
**
�������$�����++ 	� ��� �� ��
��� ����� �� �� �	�
�� Jordan 
�� �����
��������	 ����� ����"�� ��	 
�� ��	���� ��� � ��
�� �� �� ���
	 ��� ����
�� ������	 �� 
	������	�� 0	�� �� ������� ���  ���	��	 
�� 
����
��� 	
�
�� 
	�	
��� �
�
���	 ���	� �����  	����� 	
����� ����� 	����� �������

�� 	�	(������ ��	 	������	� &#�	 �������� ��� 
��
�� �	 	�	-�������
��
��� �� *B����� ������++ �	� �	� ������ ��� ���	��	 ��� ������ �	� ��
	�������"� ��	�� ��	� ��
�� ���� �� ������	 �� 
	������	� ��� �	� ����
��� ��� ���� ���
��� 3	�� �� ��$� ��� � 
�� ������� ���� ��	 ���� ��
���
�� �� ������	 �� 
	������	� �	 ��	� ������ ����������) 
	���	 	��� ��	
������ ��	������� �� �� ��	����	 �������	 �	 ������������ ��� ��� 	
��
���������� �
����
��$��	� ��� 
	�	���� �������

1������ 3�2�2� &'�	� ��
�� �����-��	� 	
�� ���������� 	� ���� 	�	������
������� �� 	���� ���� 
	������	�

'���� 
�������	�� ��	 	����� 
����������� ��� 	
�� ���������� ��
��
�� �	������ ������	 �� 
	������	� 
�� ��	� �	� �� ������ -������� 	����
����$��	� ���������� �� ����	��	 	
� �	 ���
�����	�	 
�� 	
��������
!�� (�(�����	"�	 	�����	 �� �� ���� ��� (�(���� �	 ���	������ �	����
������	��� ������� ��� ������� �� ���	����� ��������� 	������	 �������
	
� ��� �
���� 
����	�(�����	� ��� �
����� ��$��	� #� ������	���� 
	����
���	� 	����� 
�������� �	� 	
��� �
�
����  	
����� ��	 ������� ��� ���	� ����
	
�� �	�  
	�����	�� ���� ��� �
����� ��$��	 ������	� �� �� ��������
�	� ��� ��� �	 ������
�������� �	���	 ���
��	��	 
����� �� 	
����������

!������ 3�2�2� #� 
	�	���� 
�������� ���	� ������	���
�� # ��
�� OC ���	� 	
�� �����������
%� �	 �
��	�
���	 ������$�	�	 	�	�����$� ���	������� �
����� ��

�����$� �	�
���� ��� ��
�� OC �����-���	��



�
�
 ������������ ���������� ��� ������� ��������
 �;=

1� �	 �
��	�
���	 ������$�	�	 	�	�����$� ���	������� �
����� �	��

���� ��� ��
�� OC *G��	� 	�������	 ��� ������++ ��	�� �	���-���	� ��	
�	�
���� �	 �� ���	 	��� �	� ������

2� �� ���
�����	 ��� ��
�� (������	� ��� ��������� ���� �������� �	��

��� ��� ��	�� � ������ ����"�� �
��	���
��� �	�
��� ��� ��
�� OC
�� 
��� ���� ����� 
�� ��� 	����� �� 	���� �����-��	��

9� # ��
�� OC ��� ���� ���
��

,� ����������� �� ������� ���  	
�� �����������	 ������	��� �� ��
������	 �� ���������	 ����� ��
��� 	����� �	 ���	� 	�������� ��� ������
�	� ��	����	� 	
� �	 ���	 �� �� ������� ��� ���� �	�
�� 
�������-��	� ���
�	�� ������� 	
� 
��������� � ����	���� ��	��� �	� (�-�� �� �
� �	 ���
�
	���� � ������� ��	 �� 	
�� �����������	 �� 
����������� ��������

.� (�� �	 
	�	
��� �������� �� 	�	-��� �� ��
��� 
�� ������-���
��� �	������� ���	��� 
��/
�������� ��	�� ��	 �	 ���	(��� 	
� ��	 ����� ��
���� �
����� �	 	����������� �� 
�� 	
������� 
��������� ��	��� 
�� ���
�	� �� 	��������� ������	��� ����	) ��	�� ������� ��
���� !�� 
���
����
��� ������ ��
�  	
������� ������� 
��������� ��	��� ���	� ������� �
���
� ���� ��
� 
�� 
��"	�$� �	 	����� �	� �� ��������� ��� �� 	���� �� 
�$��
�	� ���
��	��	 ���	� �� �����

!������ 3�2�.� ?������� ������� f ������� �� ����� ��
� OC ��
��� 
	�	���� 
��/
��������

�� 4 ������� ���	� ������� ���� ��
� �� ��	���� ���� ��	 ����� ���
�
��� ���� ���	� ��
��� "�	����

%� <�	 ���� ��������� �	�
�� [abca] ���� ��
� ������∫
[abca]

f(z)dz = 0�
����  �������
F (z) =

∫
[a,z]

f(w)dw) ���	� ������� �� ��� ��� ��
� OC �	� ������ F ′(z) =

f(z) �� ���� ����� �������	� �� f �

�&�'��,�� ,
� �� ����

∫
[a,z0]

f(w)dw +

∫
[z0,z]

f(w)dw +

∫
[z,z0]

f(w)dw = 0



��; ��������� �
 �������� ����������

�	� �� ������� ��� �� ���� 
���
���  ������� ���	� ��
��� "�	����
��� z0 ��	�� |f(z)| < M �� 
������ ��� z0 ������

|F (z) − F (z0)| = |
∫

[z0,z]

f(w)dw| ≤ |
∫

[z0,z]

M |dw|| = Mμ[z0, z] = M |z − z0|.

<�	 z → z0 ������ � �������	 �� F ��� ����� ����� z0 ∈ OC�
,� z0 ����� �������	� �� f ��	
ε/2 > 0 �	� |f(z) − f(z0)| < ε

2
**����� ��� z0 ++ ������

|F (z) − F (z0)

z − z0
−f(z0)| =

1

|z − z0| |
∫

[z0,z]

f(w)dw| ≤ 1

|z − z0| |
∫

[z0,z]

ε

2
|dw|| < ε.

,
� �	 
	�	
��� 
����
��� ��� F ′(z0) = f(z0) �� ����� z0 ����� �����
���	� �� f �

���$��#���� 3�2�2� �� .� ��	 
��������� �	��� ��� 	
����� 
	�	������
��� ��� �	� ������� 	� ��	 �	 ������	 
�� ������
������ ����� ��	 ����"�
��	���� ) ��	�� �	� ����	"����  ���� �� �������	� �� 
��� ��	 ����
���������� ����� a � .� (�� �� 
	�	
��� 
	�	���� ����� �	 
������
���� ��
��	 ��� 	
����� �
������ �	 	����	�	�������� ��� ����� ��
� ��
	������� �� 
��� ��
��� ����� ��� a� &'�	� ��
�� �����	� ���� ��	� 	
������
���� ������$� ����������� ������� �� 	��� �� ����� a) ��	�� ��	 ����
z ∈ OC ������ [a, z] ⊆ OC�

%� .� ������ ���� 
���	������ ��� 	
����� 
�� 	"�����	� ���� 	�	��
�$�� �� ��$��	 �
���� �	 	
�������� ��	 ��
��� 
�� �� ���������	 ��

����� ��	���
��� �������� ����	����� �	�
��� 
�� ���� ����"� ��	 ��
�	���� ����� a �����-��	�� !�� 
���
��� 	��� �	 ���������� F (z) =∫

K[a,z]
f(z)dz 
�� ���	� 	�������� 	
� �� �
����� �� ����	����� �	�
���

K[a, z] �� 	��� �� a �	� ����� �� z�
1� 0��"	�$� ��� 
���
��� 
�� ����� 	
� ��� 
	�	
��� 
��/
������� 

f ���	� ������� ���� ��
� ���� ���� 
	������	 �� F �
2� '
	���������� ��� 	����� 
��(��	 	��� ���	���
�� �� ��	 
�� �
�

������ ��$��	 
���� ���	� ������� �� 
�������� 
��/
������� �� ��������
� f $��� �	 ���� �� ������	 ��� ����$���� 0	�	������ �
��� ��� ��	

	�	
��� ������	�	 
������ ��� �
���  
��/
���� �� 	�	��������	�



�
�
 ������������ ���������� ��� ������� ��������
 ���

�	� ��� ��$��	 ��
�� ���	� ������ 
�� �	� ���
�� ��	 �	 ������  ������	 ��

	������	�  	
���� ���	� ������ �	� �����	� 	
� �� 
	�	���� ��$��	�

!������ 3�2�3� 5K���	 Coursat7
,� ��	 ������� ���	� 	�	������ �� 	������ ������ O ��	 ������	 ��

������ �
�"����	 ���� ����$��� [abc] 
�� ���	� �
������� ��� O ������

∫
[abca]

f(z)dz = 0.

,��	
�������	��� ��� ����� ��� 
	�	
��� ������	��� �	 	�	(������
���� �� 	
����� �	� �	 	��(���� ��	 "���� ��� ��	 ��	 ����� ����	"����
�	����� �� 
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!������ 3�2�4� ,� ��	� ��
�� ���	� ������ � �����$���	 	�������� ��

��� ��	 ��	���� ����� ���� ���� �� 	�	������� ���	������� �� 	���� �����

	������	�

4 	
����� 
����
��� ����	 	
� ��� �����	��� ��� ����	��� Coursat �	�
��� ������	��� 2�%�1�

.� ��	 ������� ����� �
�����	��	 ��� ������	 ��� ����$��� �
������
�	 
������ �	 
	�	���� 
�����	�	 �

������ 3�2�-� ,� ��	 ������� ���	� 	�	������ �� 	������ ������ 
��

����	�(���� �� ������� �
�"����	 ���� ������ 
����$��� a1a2 . . . an ����
�� ���������	 �
����� �� �������� 
���������� ��	���� a1a2 . . . ana1 ��
����-��	��

!�� 
���
��� ��� �����
������ ������

[a1a2a3a4a1 = [a1, a2] +∗ [a2, a3] +∗ [a3, a1] +∗ [a1, a3] +∗ [a3, a4] +∗ [a4, a1] =

[a1a2a3a1] +∗ [a1a2a4a1]

��	�� ���"��� �	� *T������	++ ��������$� ��	��$� �
��� �� (�� �� 
���
������� �� �������	 �����-��	�
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������ 3�2�2� ,�  ������� f ���	� 	�	������ �� ��	���� ��	 �����
��� �
���  ������� ���	� ��
��� "�	���� ����  ������	 ��� ����$���
��	�������� �	 �������

�&�'��,�� ,�  ��	���� ���	� ��� ����"� a �	� z, w ����	 ���� 
������
ab �	� ac 	��������	 ���� [abca] = [azwa] +∗ [wzbcw]� !�����-���	� �$�	
�� �
���� ���  ������� ���	� "�	���� ����� ��� a �� �� 
��������

���	�

������

|
∫

[abca]

f(z)dz| = |
∫

[azwa]

f(z)dz| ≤Mμ([azwa])

�	� ��	 z, w → a 
	������� �� -�������� 4 
���
��� 
�� �� ��	��������
����� ��� ���	� �� ����"� �
�����	� �$�	 �����	 ���������� �� �� ��� ���
��"�� ��� ����$��� �"	���-���	� �� ��������� ������	 ��	 ������	 
��
�����������	��

'�� 2��
����� Cauchy �� ����
��" � �	��

4 ���	����	 �� ��	����� ���� ������ a 
�� ���	� ����� �������	�
��	� 	�	������� �������� �	� �
����
�� �	 ������
�������� �� �������
(f(z) − f(a))/(z − a) 
�� ���	� 	�	������ ���� ��
� �� ��	���� �� ����� a
��� �
��� �
��������	� �����$� 	� �� �������� �� �� f ′(a) � !�����-���	�
�� �����	

∫
γ

f(z)−f(a)
z−a

dz = 0 �� ��� ������ ��� ����� ����"�� 
	������� ��

	�	���� ��	����� ��$��	�

!������ 3�.�-� 5Cauchy) 
�$� ���"�7
,� f 	�	������ ������� �� 	������� ��
� OC ) γ ������	������

�	�
�� �� ����� �
��� ���� ��
�) �	� a ∈ OC − γ∗ ����

∫
γ

f(z)

z − a
dz = 2πn(γ, a)f(a).

?	 ������� ��	 ����� ���� �	 **��� ����++ �� 
	�	
��� ?�$��	 ���
	
�� 
���
��� 
��  �	�
�� �	� ���	� �� ���"�� γ(t) = z0+reıt, t ∈ [0, 2π]
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 ���������� CAUCHY �� ��������� ������� ��1

�	� a ��� ��������� �� � 3	��
�� ���"���	� �
�� � ���(������� ��� �����
C(z0, r) �� 
	�	
��� �	�
��� �	 ������
�����	� �	� �	�
�� �	 ������
�� �	�
�� γ

!�� 
���
��� 
�� 	�	"����	��� n(γ, a) = 1 �	� �
������ �	 ��	��
$�
����� �	 
	�	���� ������	�	

!������ 3�.�2� ,� ��	 ������� f ���	� 	�	������ �� ������� �����
D[z0, r] ����

f(a) =
1

2πı

∫
C(z0,r)

f(z)

z − a
dz

��	 ���� a ∈ D(z0, r)

!������ 3�.�.� 5.��� �����7�
,� ��	 ������� f ���	� 	�	������ �� ������� ����� D[z0, r] ����

f(z0) = 1
2π

∫ 2π

0
f(reıt)dt

5�� 
	�	
��� ��	���� ���  ���� �� �������� ��� ������ �	���-��	� ��
��� ���� ��� ��� ���$� �� ���� ��	 	
� ���� ����������� ������� ) �������

�� 	
��	��
��� ���  	��������� ��� ���$� 	�	������� �������� ���	�
�	�������	 **�����++ �	� *M�������++7�

�&�'��,�� '"����  f ���	� 	�	������ �� ������� ����� 	��� �� (�� ���
������ �� 	�	��������	� ��	���� ��� �
����� 	������ �
�������� O ���
�������� ������ 
��  ������� ���	� 	�	������ �� 	���� .
������ �	
���������� �	� O ��	� 	������ ����� D(z0, r1) ⊇ D[z0, r] 5��	�� 7 �	� �	 ���
���������� �	� �� ����� ������ 
�� ����������� �$�	  	
����� ��	 ��

�$�� 
����
��� ����	 	
� �� 
��������� 	� ������� n(γ, a) = 1) ��$ ��
������� 
����
��� �����	 	� ��� ���������	 ������� ���� ���	���	�������
z = z0 + reıt, dz = ıeıtdt�

���$#���� 3�.�-� ,� 
������������ ���� ����� D[z0, r] �	� 
���
	�

������� �	 ������������ �� ���� f(z) = 1
2πı

∫
C(z0,r)

f(ζz)
ζ−z

dζ �� �� 
���
�������� ��-������ �	� 
����
���� ��� ��	
���$����� 4 
�$� ���	� ��� 

������� ��� ������$�	��� f(ζ)
ζ−z

���� ���� ���� 
	������ �� 
��� z �
���
	� ���	�� ��	�"	����� �� ���	���	 �	 (������� �� ���(��� �� 
	�	�$����
��� 	
� �� ���������	 �	 ���	�� 	
������� �� ��	����� ���
��	��	 
��



��2 ��������� �
 �������� ����������

������ 
��	�	�������) ��	�� ���  	�	������� ���	������� ����� ���� ����

	�������

4 ������ ��	
����� ���	� ��� �� ������� 1/(ζ−z) �� ������ ��������
�� ���"� ���	�������� ��� 
	������ �� �� ����

1

ζ − z
=

1

ζ − z0
.

1

1 − z−z0

ζ−z0

=

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ζ − z0)n+1
.

,� ���	�� ��	�"	����� �� ���	���	 �	 (������� �� ���(��� ��� 	������	���
��� 	
� �� ���������	 ���� �	 ���	�� 	
	������ �� ���� 	��� ����������
	
� �� 
��������� 
�� �� ������ �
��� 
��	�	�������) ��	�� ��� ���� 	�	�
������ ������� �� ����� 	�	
������	� �� ���	������� �� 	����� '��	���
���
�� �� 	
���	� 	���	� ��	 ��
�� �
�����	�

!������ 3�.�3� ��3��� 	�	������ ������� �� ����� 	
������ ���� ���	���
������ �� ������ �� ������ ��� �������

%� #� 	�	������� ���	������� ����� ���� ���� 
	�������

�&�'��,�� ,� �� 
�$�� ������ ������ �� ������� ���	� 
��"	��� �
���� 
���	�������� ����� ���� ���� 
	������ ��� ����� ��������� ����

,� ��� ��������� ��� ������ C(z0, r) ��	����
�������� �� z ��� �����
�� 
��������� 
	�	����� �	� ������� |z − z0| = ρ 
��"	�$�

|z−z0|
|ζ−z0| = ρ

r
< 1 �
���

∞∑
n=0

|f(ζ)||z − z0|n
|ζ − z0|n+1

≤ M

r

∞∑
n=0

(
ρ

r
)n <∞.

,
� �� .����� 
����
��� ���  	����� ����� ��������� �� 
��� ���	(��
�� ζ ��������� ��������"	 �
��� �
������ �	 (������� �� �������	 ��� 	
�
�� ���������	 ��	�� ������

f(z) =
1

2πı

∫
C(z0,r)

f(ζ)

ζ − z
dz =

1

2πı

∫
C(z0,r)

+∞∑
n=0

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n

��

an =
1

2πı

∫
C(z0,r)

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ.
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K	�(�����	� �
�  ��� an = f (n)(z0)/n! 
	�������

f (n)(z0) =
n!

2πı

∫
C(z0,r)

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

���$#���� 3�.�2� 3�����	� ��	 	�	 ��"�� ��� 
��������� 	
������
 	
����� ��	
���$����� ��� 	� ���������� 	��� ������ ������	 ������	��

����� �	�
�� �	� �� ������� h(z) = 1
2πı

∫
γ

f(ζ)
ζ−z

dζ �	� ���������� ���
���	������ ���	�� ����� D(z0, r) 
�� ��� ������ �� ����� �� �	�
��� 	�����
�$��	� �	�� �����	 �� ��	���	��	 �� 
��������� 	
������ �	�	�������
��� ���
��	��	 ��� ��� �����  ������� h 	�	
������	� ��� ���	�������
h(z) =

∑∞
n=0 an(z − z0)

n �
��

an =
h(n)(z0)

n!
=

1

2πı

∫
γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n = 0, 1, 2 . . .

.	� ����������� ���	����	 � ���(������� h(0) = h �	� �	 ��� ������
������
	
� �$ �	� ��� ���� ����� 	��� �	 ��	���� ��
��	 
��������� 	
� ��	� 	
��
���(������7 ,
� �� ������	�	 ���� �	� �� ��$��	 99 �	�	������� ���

	�	���� ���������� ?�$��	�

!������ 3�.�4� 5Cauchy) ������ ���"�7
,� ����������) ������� f 	�	������ �� 	������� ��
� OC) �������

�	�
�� γ �
��� ���� ��
� �	� ����� a ��� ��
�� 
�� ��� 	����� ��� �����
�� �	�
��� ���� ������

n(γ, a)f (n)(a) =
n!

2πı

∫
γ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ, n = 0, 1 . . .

�&�'��,��
,� ������� h(a) = n(γ, a)f(a) ���� 	
� �� 
�$� ���"� ��� ������	���

Cauchy ������

h(a) = 1
2πı

∫
γ

f(ζ)
ζ−a

dζ �	� �� (�� �� 
�������� 
	�	����

h(n)(a) =
n!

2πı

∫
γ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

4 ������� ������ ����"�� n(γ, a) ���	� ��
��� ��	���� �
���������
h(n)(a) = n(γ, a)f (n)(a) �
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!������ 3�.�5� 5MORERA7
3��� ������� ������� �� 	������ ������ �� �� ������	 ��� ����$���

�� 	��� ���	� 	�	�������

4 	
����� 
����
��� ����	 	
� �� ������� ���  ������� f���� 
	������	
F  �
�	 �� �� ����� �� ���� ���� ���� 
	������ �
��� F ′′ = f ′�

.� �	 ������� 
�� �	� ����� �� �
��	�
���� ���������	 �
������ �	 	
��	�� �
���� 
���� ������� ��� 	�	�����$� ���	�������� &'�	� ������� 	������
��	���$� ��������� 
�������� �� �����) ������ 	
� �	 �
��	 �	 
	�������
����� ����	�

'�' 0��������# Cauchy ��� �-�
�	�)#

��$��� 3�3�-� ,� ����������) ������� f 	�	������ �� 	������� ��
�
OC) ������	������ �	�
�� γ �
��� ���� ��
� �	� ����� a ��� ��
�� 
��
��� 	����� ��� ����� �� �	�
��� �	� �
� 
���� ������ |f(z) ≤M(f, γ) �
���
��� ����� �� �	�
���)���� �������

� � |n(γ, a)||f (n)(a)| ≤ n!
2π
M(γ, f) μ(γ)

d(a,γ)n+1

%� !� 
���
��� �� �	�
��� C(a, r)  
	�	
��� 	������	 ���"��	�

|f (n)(a)| = n!M(C(a,r),f)
rn

�&�'��,�� !�����-���	� �� 
��������� ��$��	 Cauchy �� ��� 	�������
�� |f(ζ)| ≤M(γ, f) �	� d(a, γ) ≥ |ζ − a|


	�������

|n(γ, a)||f (n)(a)| ≤ n!

2π

∣∣∣
∫

γ

|f(ζ)|
|(ζ − a)|n+1

|dζ |
∣∣∣ ≤ n!

2π
M(γ, f)

μ(γ)

d(a, γ)n+1

�� ������� ����� 
����
��� ����	 	� ������� d(a, γ) = r �	� μ(γ) = 2πr�
.� �� �"	����� ��� ���������� Cauchy �	 	
��������� ��� �
���	�	

������	�	 ��	 	
� �	 �
��	 ���	� �� D	���� ?�$��	 �� &,���(�	��

!������ 3�3�-� 5Liouville7
,� ��	 ���	���� ������� ���	� 	���	�	 �	� "�	���� ���� ���	� ��	����



�
�
 ����������� CAUCHY ��� ���������� ��A

!������ 3�3�2� 5D	���� ��$��	 �� &,���(�	�7
3��� 
���$���� ���� ����������� ��	 ��-	�

�&�'��,� $�% &��$�% ��"�#��$��
,� U|f(z)| ≤M ���� ,
� �� ������ Cauchy ������ |f ′(z0)| ≤ M

2πr
�
��

r = |z − z0|� <�	 r → +∞ 
	������� f ′(z0) = 0 ��	 ���� z0 ∈ C �
��� f
��	�����

�&�'��,� $�% '��$���% ��"�#��$��
,� �
�������� ��� �
����� 
���$���� p(z) = a0 +a1z+ . . .+anz

n an �= 0
����� ��-	) ���� 
��"	�$�  ������� 1

p
���	� 	���	�	�

,
� �� ����

|p(z)| ≥ |z|n(|an| − |an−1

|z| − . . .− |a0

|z|n )

������ ��� p(z) → +∞ ��	� |z| → +∞) �
��� ��	 �	������ R > 0
������ |p(z)| > 1 ��	� |z| > R �

'
���� � �������� ������ D[0, R] ���	� ���
	��� ������ ���	"����	� 	
�
�� ������ ������� 1

|p| �� ���
	��� �	� �
������ "�	����� �
�������

��� 
�	��	���$� 	����$�) �
��� �
����� M > 0 �� 1
|p(z)| < M ��	� |z| ≤

R� '��	� �$�	 "	���� ��� 1
|p(z)| < M + 1 ��	 ���� z ∈ C) �
��� �� (��

�� 
��������� ��$��	  	���	�	 ������� 1
p
���	� •��	���� �
��� �	�

�
������ �� 
���$���� p ���	� ��	���� �������� '
���� 	��� ��� ���(	����
������ ��-	�

���$��#���� 3�3�-� ��.� � ��	���	��	 �� ��	�������	� 
�� ���	��
��� ������ �
������ �	 	
��������� ��� �� 
����� ��� ��-$�

���� 
��������� �	�(	������ �
�  �	� �� 
���	
����	� �����	� ��
��� (	��� ����

%� C���� ������� ��	"���
������� �� ��	���	��	 �
������ �	 	
���������
���������	 ��� 	� ��	 	���	�	 ������� ������ |f(z)| ≤ |z|α ) k − 1 ≤ α < k
����  ������� ���	� 
���$���� �� 
��� (	���� k − 1� '
��� �� ��	� 
��
���
�� �����	��� ��� 
	�	
��� ��������� �
������ �	 	
��������� ��� 	�
��	 	���	�	 ������� f �	� 
���$���� p ������ |f | ≤ |p| ���� ��	 �	�����
��	���� ������ f = c.p� 5E
���������� ���� 	�	��$�� �	 	
������� ��
�
�����$� �	 
	�	
���7



��: ��������� �
 �������� ����������

1� ,� p 
���$���� �	� w ���	����� 	������ 	
� �� ������� �� 
���$����
p−w ���� ��-	 
����
��� ��� �� ������ ���$� ���� 
��������� ���	� �������
�� ������ ��� ���	���$� 	����$�� �� 
	�	
��� ���
��	��	 ��� ���������	�
���� 	���	��� ���	������� �
�� "	����	� 	
� �� �������� ez 
�� ��	����
���� �� ����� ���� 	
� ��� ����� �� �	� 	��� ��� ���	� ���	��� #� 	���	���
���	������� 
�� ��� ���	� ��	����� ��	����� �� 
��� ��	 ����� ��� ���	�����
�
�
���� 	
� ��� ����� ����� �� ��	���� 	��� 	
�������	 "���� �� ����	��	
����� ��$��	 ��� Picard�

'�( 34�# ��� ����$���)# �����"���#

R������� �� �� ��$��	 �� ���	������	� ��� 	�	�����$� �
�������� 
��
���	�� �� 	"���� ��
���� 
�� �������	��� '��	� 
��"	��� ��� 	� ����������
��	 ������� f ������� �� ��	 ������ A �	� ���� ��� 	�	������� �
��������
F1) F2 �� ������ B ⊇ A ���� �	 ����	 ��� A ���	� ��-�� �� 	�	�������
�������� F = F1 − F2� .� ���	 ����	 �� 
��(��	 	�	��	����� 	�����	�
�� ����� ��� ������� ��-$� 	�	�����$� ���	��������

,� ���������� ��	 ������� 	�	������ ��� ����� z0 ���� �� �	������
����� D(z0, r) 	�	����	� ��� ���	������� a0 + a1(z− z0) + a2(z− z0)

2 + . . .�
,� �� ����� z0 ���	� ��-	 �� �������� f (������	��� �
����� ��	 ���


	�	���� ���������	�
�� &#��� �� ����������� an �	 ���	� ���� �
���  ������� ���	� ��
���

�����
%� F	 �� ���	� ���� ���� �
��� �������� am ��� 
�$�� � ������� 
��

�	 ���	�������� ��	�� a0 = . . . am−1 = 0) am �= 0 �
!�� 
���
��� 	��� ������ f(z) = (z−z0)m.g(z) �� g(z) = am+am+1(z−

z0)+am+2(z−z0)2 + . . . �
��� g 	�	������ ��� ����� �	� g(z0) �= 0 � &#�	� ��	
��	 ��-	 ������� �� 
	�	
��� 
��/
������� ���� ��� ���	� ���� m� � '
����
|g(z0)| > 0 �	� g ������� ��� z0 ���� �����-���� ���

|g(z)| > 0 **����� ��� z0++ �
��� �
����� 
������ ��� ������ z0 ����� ��
�
�	� ��� �
����� ��� ��-	) ��	��  ��-	 z0 ���	� ���������� ����� ���
������ ��� ��-$� �� �������� f �

������ ��	���"$���	� �� 
	�	���� ��$��	

!������ 3�4�-� ,� f(z) 	�	������ �� ����� z0 ) �� 
	�	���� 
��������
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�
 ������ ��� ����������� ����������� ��=

���	� ������	����
�� �� z0 ���	� ��-	 �� 	�	������� �������� f 
�� ��� ���	� ��
���

������� ��� z0�
%� E
����� "������ 	������ m 
�� ���	� ��� �� ��-	� z0�
1� E
����� "������ 	������ m $��� f(z0) = f ′(z0) = . . . f (n−1)(z0) = 0

�	�f (m)(z0) �= 0�
2� �� ����� z0 	
������ ���������� ����� ��� ������ ��� ��-$� ��

���������

���$#���� 3�4�-� 	
� �� 
	�	
��� ��$��	 
����
��� ��� 	� �� 
����
������� �� �������� ���	� ��
�� �	� ������ ��	 ��-	 z0 
�� ��� ���	� ����
������ ���� **
�����-��+ �� ��-�� ��	� ������� ������� !� �������	 ��
�	 �	 ����	 ��� ������ **
�����-���++ �� 	
������ ����� ������� �	� ����
�� �����������	� ������ "	����	� �� �� �������	 �� ��	���	��	� �	 
��
������� ��� �� ������ �� ��-�� � &#�	 	��� �� 	����� �	��	���� ��$��	
��	��
$����	� ��� 
	�	���� ��$��	�

!������ 3�4�2� 5?�$��	 ��-$�7
,� ��	 ������� ���	� 	�	������ �� ��
� OC �	� �� ������ ��� ��-$�

�� ���� ����� ������������ 
�� �	 	����� ���� ��
� ����  �������
�����-��	� 
	�����

�&�'��,��
D��	 �� ,� � ��
�� 
������� � ��������� ��-	 �� �������� ���� 

������� �����-��	� 
	�����
,� A �� ������ ��� �� ����������� ��-$� ���� �� ���
�����	 OC −A

	
	���-��	� 	
� ��� ����������� ��-�� �	� �	 ����	 
�� ��� ���	� ��-��� ,�
���������� ����� �������� a ∈ A ����  ������� ���	� ��
��� �������
��� a �
��� �
����� ������ 
������ ��� a �� � ����������� ��-�� 5 a
��������� ����� ��� A7 �	� 	
� ��� ������ ��� 	������� ������� 
����
���
��� �� ������ A ���	� 	������� ,� a ∈ OC−A ���� �
������ ��� 
���
�$�����
4 ��	 �� a �	 ���	� ��������� ��-	 �
��� �
����� 
������ �� ����� ��� ��-	
�	�  ��� 
�� �� a ��� ���	� ��-	 5(|f(a)| > 07 �
��� �
����� 
������ ���
a ����� �	��	 ��-	� '
���� �	� ���� ��� 
���
�$���� �
����� 
������ ��� a
�
������� ��� OC −A 5 a ��������� ����� ��� OC −A7 �
��� �� OC −A
���	� 	������� '
���� �� OC ���	� ��������� � ����� ���	��� ��	�������� ���
�� ��� 	������ ���	� �� ��� �	��� ��� �	� �� ���� ������ �
��� OC = A�



�%; ��������� �
 �������� ����������

D��	 %� ,� ��	 ����� ������������ ��-$� 	����� ���� ��
� ���� 	
������
� ��������� ��-	�

0����	��) 	� z0 ��	 ������ ����� ��	���� ��� �
����� 	
������� 	������
��	 ��-$� zn → z0� '
���� f ������� �	� z0 ∈ OC ������ 0 = f(zn) → f(z0)�
�� �
����
� ���	� 
��"	����

������ 3�4�-� 5?�$��	 �	�������7
?������� ��	 -����� ���	������� f, g ��������� �� ��
� OC �	�
A = {z ∈ OC : f(z) = g(z)} �� ������ �	������� ����� ,� �� ������

�	������� ���� ����� ������������ ���	 ���� ��
� ���� �� ��� ���	�������
�	���-���	��

�� 
	�	
��� 	
�������	 	
��	��
��� ** �� ����� 
���	������ �	����$�
++ 
�� �
����� ���� ����� ��	� 	�	������� �������� �� ��	� ��
��

�� ��$��	 �	������� ���� �� 
	�	���� ������	� ��	��
���

������ 3�4�2� 5,�	������� �
���	��7
&'��� ������� f ������� �� ������ A 
�� 
������� ��	 ����� �����

�������� ���� ,�  ������� f ���� 	�	������ �
���	� �� ��
� OC ⊇ A
���� 	��� ���	� ���	�����

���$#���� 3�4�2� 3��� 	�	������ ������� �� ��
� �	����-��	� 
�����
	
� ��	� ** �	�����	 ����� 
��������� �� ++�

,� ��	�� 	� �	� ����� ��	 	
������� 	�������	 zn 
�� ��������� ��
����� z0 ��� ��
�� �	� �	� ������ �� ��$��	 	� �
������ 	�	�������
���	������� ���� ��
� �� f(zn) = an �
�� an ������ ���	���� 	��������
	 ����  	
���� ���	� ��� �
����� �
����� �� 
��� ��	�

'��	� �$�	 
��"	��� ��� ���� �� �
�������� 
�� ������ ����� ����� �$�	
���	� ���	����� ����� �	 ��	 
���	 ������� ��� 	����$� ���	������� 
������	�
��
��� ������	��� ����	 
�� ��	 ��� 
��"	�$� �	 ����	 ���	� ����	 �����
�������� ����

'
���	������ �� 	���� ��� ��(	���� ���� �
������� 	���� ��� ������
�	���� 4 �
���� ��
�� ���	� �������

0����	��) 	� ���������� 	��� ��
�� 
���� ������� �� ���� ��� �����
	�����$� ������� O1 ) O2 �	� ���������� �� 	�	������ ������� 
��

	����� �� ���� ���� ��� O1 �	� �
��	��
��� � ������� ��	���� ��� O2
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 ������ ��� ����������� ����������� �%�

���� ������� �� 
�$�� ������ ���	� ����� ������������ ��-$� ����� 
������� �	 ���	� ��������

3����� ���	� ���� �	�  �
���� ��� �� ����� ������������ 
��
�� �	
	����� ��� 
���� �������� 0����	�� 	� ���������� �� ������� sin 1

z
)

z ∈ C−{0} ����  	�������	 ��-$� zn = 1
πn

�� �������� ���� ���� �� �����
0	�	������ ��� 
	�� �� ������� ��� �� ���� ���	� ����� ������������
��-$� �	� �� 
���� ������� ���	� ��
��  ������� ��� ���	�  �������� '�$
��� �
���� �	 �"	������� �� ��$��	 ��-$� ����� �� ���� ��� 	����� ��� 
����
��������

���'�*���$� 3�4�-� F	 ����	���� 	� �
������ 	���	��� ���	������� ���
����� $���

�� f( 1
3√n2+1

) = 5
(n2+1)5

%� f( 1
n
) = (−1)n

n

1�
f ′( 1

n
)

f( 1
n

)
= 5) f(2) = 13�

2 �
f ′( 1

3√
n2+1

)

f( 1
3√

n2+1
)

= 14(n2+1)5

(n2+1)5+1
)f(0) = 2�

<�	 �� 
�$�� ��$��	 � ,� zn = 1
3√n2+1

) ���� 
	�	������ ��� f(zn) =

5z15
n �	� zn → 0�
,� ���������� �� 	���	�	 ������� 5z15 
	�	������ ��� �� ������

�	������� �� �� �� f(z) ���� ����� ������������ ���	 ���� ��
� �������
C) �
��� �	���-���	��

<�	 �� ������� ��$��	� ,� zn = 1
n
) ���� f(z2n) = z2n �	� z2n → 0) �
���

	� �
����� ������� �� ��� ���� �
�� ��� 
��������� ��$��	 ���������
������ f(z) = z ��	 ���� z ∈ C� '
���� f(z2n+1) = −z2n+1 �
	�	�	�(�����	�
�� ��	���	��	 
	������� ��� f(z) = −z ��	 ���� z ∈ C 
�� ��	���� ��� ���
�
����� ��������

<�	 �� ����� ��$��	� 4 ���	 �� 	���� �� ���"� ���	� �	 �
���������

��
��	 ������� g(z) �����	 $��� f ′(zn)
f(zn)

= g′(zn)
g(zn)

� !�� 
���
���� �	� ���

	 �����	 ������� ���	� g(z) = e5z� ,
� �� 
�������� ���� �����	

	������� (f

g
)′(zn) = 0 �
����  (f

g
)′ ���	� 	�	������ ���� ��
� �	�  	������

��	 ��������� ��� ���� 
�� 	����� �� 	���� 	
� �� ��$��	 ��-$� ������
��� (f

g
)′ = 0 	
� �� �
��� 
����
��� f(z) = ce5z �	� 	
� �� 	����� ������


����
��� c = 13e−10�



�%% ��������� �
 �������� ����������

<�	 �� ���	��� ��$��	 � ,� ������� zn = 1
3√n2+1

→ 0)

 ���� �	� ���"��	� f ′(zn)
f(zn)

= 14z14
n

z15
n +1

�

,� ���������� �� ������� g(z) = z15 + 1) ���� ���	� "	����  ����
(f ′g − fg′)(zn) = 0 ) 
�� �� �� �"	����� ��� ������	��� ��� ��-$� �����
(f ′g − fg′)(z) = 0 �� ��� ��� ��
�� ,� ���������� �� ������� f/g ��
����� 
��  g ��� ���� ��-�� ���� 	
� �� ������	�	 ���� 
����
��� (f/g)′ = 0
� f = cg � ,
� �� ��$��	 �� ���	����� �
���	�� ��	�� �� ��$��	 ��-$�
��	 �� f − cg 
����
��� ��� f(z) = c(z15 + 1) �� ��� �� �
�
���� ,
� ��
	����� ������ 
	������� c = 0�

���'����� 3�4�-� ,� �� �������� ��� 	�	�����$� ���	������� �� ��
�
���	�  ������� ������� �	 	
�������� ��� ����������� ��	 	
� ��� ��� ���	�
��������

,� �
�������� ��� �
����� ��	 ����� ��� 
���� ������� 
�� ��� �����-��
��
��	 	
� ��� ��� ���	������� 
�� f(z0) �= 0) ���� �
����� ������ 
������
D(z0, r) ��� �
��	  ������� f ��� ���� ��-	 �
��� ��	 �	 ����	 ��

������� ���	� ��-�� �� g� .� (�� �� ��$��	 ��� ��-$�  g �	 �����-��	�

	����� 5H�����$� �
������ 
���
�$���� 
�� �����	� �� 	
	������� �"���	
�� ���	������� �	 	�������
�-���	� �	� 	������ �	� �� 	
�������	 �	 �������	�
	�������7�

#
�� ��
	�� ��� 
	������ ** �� ���
�� ++ ��� 
���� ������� 	�	�����$�
���	������� �	� ���������� 	���	���� ������� �� �� 
	������	� R�
����	��
���� ������� �����	 �� �� ������	 ��� ����$��� �� ��
���	 ��	�  �������
��	� ��
��� "�	���� ���� 	
� ��	 ���
	 �	� �� �������	 	��� �� ��
����
� 	
������� �������	 ���	�� �$�	 ���	��� �� ��� �	 	
��	�� ���� ��
������� ��� �� 	��� �� 
���
���  ** ���
	 �
���� �	 (�����������++�

!������ 3�4�.� 5?�$��	 �
���	�� ��� Riemann7
,� ��	 ������� f ���	� 	�	������ �	� "�	���� �� ��	� ���
�� �����

D(z0, r) − {z0} ���� �
����� �� limz→z0 f(z) �	�  ������� �
��������	�
	�	������ ��� z0 	� �������� �	� f(z0) �� 
	�	
��� �����

�&�'��,�
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 ����� ��� ��������� �%1

,� ������� F (z) =
∫
[z0,z]

f(ζ)dζ �����-���� ���  F ���	� ������� ��
��� �� ����� �	� 	�	������ ���� ���
�� ���� �
��� 	� 
������������ ������
F ′(z) = f(z) 	
� �� ��	
����� ���  F ���	� 	�	������ ���� ���
�� �����
�	� ������� �� ������� 
����
��� ��� ���� 
	������	 ��	 ������� G ��
������� �� ������ ,
� �� ���� G′ = F ������ ���  G ���	� 	�	������ ��
������� �� ����� �	�  G′′ �
���� ,��� ���� ���
�� ����� ������ G′′(z) =
F ′(z) = f(z) 
�� ��	���� ���  G′′ 	
������ 	�	������ �
���	� �� f �

���$#���� 3�4�.� .� (�� �	 
��������� ��$��	 	� ������ �������
	�	������ ��� ���
�� ����� �	� ������ ��� ������ ����  ������� ���	�
	�	������ �� ������� �� ������ ,� ������ ������ 	�	������ �	� "�	�����
 ���� ���
�� ����� ��� �������� 
���
��� �
������ �	 **�����$�����++
�� ���� ��� ������ $���  	���	��	 �	 	
	���"��� �	�  ������� �	
����� �� ���"� ���	�������� � ,� �� 	��� �� �������� ������� ��	 	�	 �
��"� ��� ��������� ��� Cauchy 
�� 	
�����	�� ��	 ����� � 	�����
��� �����	 
	�	������ �	 ������	�	 ������� ��	 	
�� ��������� �����	�
�� ������� ��� 	
�������� ������� �� �� ��	
����� ��� ���  �������
((f(z) − f(a))/(z − a) �
������	�	� �����$� ��� a �
��� ��� ����� �����
�� ���� 
	������	 �	� �� ��������	 �
����� �������� �	�
��� ��� ��
����-��	�) ,
� ���� �	� ���� ��	����� ���� ��	������(� �� �������	�
� 	�������	� ��� ��
��� '
���� �
�� 	
�����	��  
	�	
��� �������
�
��������	� �	� 	�	������ ��� a �	 ��	�������� �� ������	 �� 
	������	�

�� ����	����	�� �� ������ �	� ��� 
���
��� ��� 	
�� ���������� ��
���
F���-� ��� �$�	 ��� �
	��$� 	����������� �� ��"�	� ��� *V ���
	 �
����
�	 (�������++ �	� �� ���	���� ��	��	 �� 	��� �����	 
����
��� �� ��$��
�	 �� �����	� ��� 
���
��� 
�� *V ���
	 ��� �
���� �	 (�������+�� !��

���
��� 	��� � ���
��� ������ 
��
�� �	 	�������
����� �	� �	������� �	�
�� ���� �	�������� �
�� ������ ����� ��������	� �� ������ Laurent ��	��� 

��� ����	"�����	 	
���� �	 ����� ��	� �
	�������� �� 	���� �
�� ������
�
��������

'�+ !
*� �	$ �����	$

!������ 3�5�-� ,� ��	 ������� f(z) ���	� 	�	������ � ��	���� �� ��
�
OC �	� D(z0, r) ⊆ OC ���� �
����� z ∈ D(z0, r) ������ $��� |f(z) > |f(z0)|�
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?	 	�	(������ ��	 ���� �� 	
����� ��	 �	 �� 	�	�������� �� �	 ����	
���
�����	�	 
�� 	
������� 	
� 	���� !� ������� 	
����  
	�	
���
	��� ���� ��� ��	 ���� 	
���� ���� �� ��	 ����� �
����� �	 (���� ������
���	����� �����
��� ����� ����

.�	 ������	� ��	��
�� �� 	���� ���	�  �����
,� ��	 ������� f(z) ���	� 	�	������ �	� � ��	���� �� ��
� OC ���� 

������� |f(z)| ��� 
	����� ������ ���� ���� ��
��
.� �� �"	����� �� 
	�	
��� 	���� 
����
���  
	�	���� ���	����	

������ 
���	��

��$��� 3�5�-� ,� ���������� "�	����� ��
� OC �	� ������� f 	�	�
������ ���� ��
� �	� ������ ��� OC = OC ∪ ∂OC) ����  |f | ���� ������
���� 
�� �� 
	����� ��� ������ ∂OC) ��	��

max{|f(z)| : z ∈ OC} = max{|f(z)| : z ∈ ∂OC}�

�&�'��,�� '
���� �� OC ����� 	
� ������� ���	� �	� "�	����� 5��	��7 ���	�
���
	��� ) �
���  �����	 ���� �� �������� �������� |f | ���	� ���
	���
�
������� ��� 
�	��	���$� 	����$� �	� �	� ������ �	 ���� �������� ,� 
������� ��� ���	� ��	���� ��� OC ���� 	
�������	� �� (�� �� 	��� ���
�������� �	 �� 
	����� ��� OC �
��� �	 �� 
	����� ��� ������� 4 
���
���
�� ��	����� �������� ���	� **���������++�

�� ������ ��$��	 
�� �����	� ��	�� ��� �����	�� 	��� ��	 	��� ��	����
���� '��	� 
��"	��� ��� ��� ������ 	�������� 	��� ��	�  ������� ����
��-	�

!�� 
���
��� ���� 
�� ������ 	�	������ ������� ����� ��-�� ����
��
� ������ 	�������� 	��� ��	�������

.� �� �
� 
���� 
��/
���� ���  ������� ��� ���� ��-�� ���� ��
�
� 	�	��$��� �	����	� �	 �"	������ ��� �������� �� �� 	��� ��� ��������

�������� ��� ������� 1

f
�	� �	 
���� �	 	��������	 ���
�����	�	�

,
� �� 
	�	���� ��$��	 
����
��� ��� �	� �� ��� 	���� �"	���-���	�
�������	 ��	 �	 
�	��	���� �	� "	��	����� ����

!������ 3�5�2� ��,� ��	 ������� f(z) ���	� 	�	������ �	� � ��	����
�� ��
� OC ���� �� ���	������� Ref, Imf ��� 
	������ ���� ������ ����
��	���� ���� ���� ��
��



�
�
 ����� ��� ��������� �%9

%� ,� ���������� "�	����� ��
� OC �	� ������� f 	�	������ ����
��
� �	� ������ ��� OC = OC ∪ ∂OC) ���� �� ���	������� Ref, Imf  |f |

	������ ������ �	� ��	���� ��� ������ ∂OC�

�&�'��,��
�� ,� ���������� �� ������� F = ef ����  F ���	� 	�	������ �	�

� ��	���� 5��	��W7 ���� ��
�� '"	���-���� �� 	��� ��� �������� ���
� ������� F � ,
� �� ���� |F | = eRef 
����
���  -������ 	���
��� �������� ��	 �� Ref � '"	���-���	� �� 
��������� 	
�������	 ����
���	������� Re(−f) ) Re(±ıf) = ∓Imf 
	������� �	� �	 �
����
	 	
�������
�	�	�

���$#���� 3�5�-� ,� a, b, c 
�	��	����� 	������ �� (a, b) �= (0, 0) ����
�
������ �	 �"	�������� 	��� �������� �	� ��	������ ��	 �� �������
aRef + bImf + c ����� �	���-��	� �� �� ReF �
�� F = (a− ıb)f + c�

/0�����# 3�5�-� ?������� ������� 	�	������ f �� ��
� OC) �	� ��
�
OC1 ������ $��� OC1 ⊆ OC� ,� �
�������� ��� �� ��� 
��/
������� ��

��������� 
	�	����� ��	 �	 a, b ������ aRef(z) + bImf(z) + c = 0
�
��� ��� ������ ∂OC1 ����  f ���	� ��	���� 5�� ������� ��� ��
� OC�

<�	 �� 	
����� 	���������� ���	 (��	�	�
D��	 �� 5'
���	� �� ����� 	
� �� ������ ��� OC17
!�� (��	 	��� ������
������ 	��� �������� �	� ��	������ ��� �������

F = (a− ıb)f + c� 	���
��$��	� �� ����
aRef + bImf + c = ReF )

�� 	�	"��	�� ��� 
�������� 
	�	����� ,
� �� �
���� 
����
���

0 = minReF (∂OC1) = minReF (OC1) = minReF (∂OC1) =

maxReF (∂OC1) = maxReF (OC1)


�� ��	���� ��� �� 
�	��	���� ����� �� F �����-��	� ���� ��
� OC1.

D��	 %�5.����� 	
����� ��� -�������� ���
�����	��� ���� ��
� OC17
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'"	���-���	� �������� C-R ���� ��
� OC1 
	������� ���  �������
���	� ��	���� �� 	����� 4 	�	
	�	���� 	���� ��� (��	��� 	"����	� ����
	�	��$���

D��	 1� 4 ������� F ���-��	� �� ��
� OC �	� �	���-��	� �� ��	�
���� ������� �� ������ OC1 
�� 
������� ����� ����������$� ��� )
��	�� 
������	� �� 
��/
������� �"	������ ��� ������	��� �	������� �	�
 ������� F ���	� ��	����� ,
� ��� ������ �� F ���	� 
��"	��� ��� f
��	�����

/0�����# 3�5�2� ,� f1(z) = z2 − 5z + 6 �	� f2(z) = z2 − 5z)
�	 �
���������� �� ��������� �	� �� �������� ����� ��� ������ ��� ���	����

���� ��� ������� ����� D[0, 1] �	� ��� ������� �
�"����	 ��� ����	�$��� ��
����"��

0, 1, 1 + ı, ı�

�&�'��,� $�� ���#� $�% ���*�$�%�
,� �
�������� ���  
���	� ��� ���	� 	���� �
����� �������� ������

D[z0, r] ������� $��� |f(z0) ≤ |f(z)| ��	 ���� z ∈ D[z0, r]� <�	 ����� ρ ≤ r
������	� f(z0) = |f(z0)|eıt0 �	� �"	���-���	� �� ��$��	 ���� ����� ������

|f(z0)| = f(z0)e
−ıt0 =

1

2π

∫ 2π

0

e−ıt0f(z0 + ρeıθ)dθ

�	� �
���� �� ���������	 �����	� �� 
�	��	���� 	����� �����	� ��

1

2π

∫ 2π

0

Re[e−ıt0f(z0 + ρeıθ)]dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(z0 + ρeıθ)|dθ
	
� �� �
��	 
����
���

1

2π

∫ 2π

0

(|f(z0 + ρeıθ) − |f(z0))|dθ ≥ 0.

4 
�������� ���� �� �����	��� �� �� 	����� �
���� |f(z0)| −
|f(z)| ≤ 0 ���� ������� ����� D[z0, r] ������ ��� ���
��	��	 ��� |f(z)| =
|f(z0)| ��	 ���� z ∈ D[z0, r] �
���  ������� ���	� ��	���� ��� ����� �	�
�
���� �� 
���� ������� ���	� ��
�� 	
� �� ��$��	 	�	������� �
���	��

����
��� ��� ���	� ��	���� �� 	����� �� ������	�� ���� �����	� �� 	������
�� �� 	����� �
�����
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 ���������� ������������ �%A

'�5 !
�	���)# �$��
�����#

,� ���������� ��� ���	������� 	�	������� �� ��
� OC 
�� ����� �� ����

�	��	���� ����� �
�� 	
�����	�� �� �� ���� ��� �����$� C-R ��	"�����
�	�� ��	 ��	�����

,� �	� �$���� ��	 
�	��	���� ������� u ������� �� ��
� �� 
��(��	

�� �����	� ���	� 
��� 	
������ 
�	��	���� ����� 	�	������� �������� �	�

����� !�� 
���
��� �� ������� 	
����� 	� (����� ��	 �� �
����
��

����
���� 
���������	� ��	������ ,� 	����������� �	�	���� �� 
��(��	
��	 �� ����� 	�	��	��� �����$�� ,� �
����� 	�	������ f = u+ ıv 	
� ���
�������� C-R ������ ux = vy, uy = −vx� '
����  f ���	� 	�	������ ���� ����
���� 
	������ �
��� �	� �� u, v �	 ����� �������� ���� ���� 
	�	�$�����
,
� ��� ������� uxx = vyx = vxy = −uyy 
����
��� ��� uxx + uyy = 0�

'�$ �	 ��������� ��� 
	�	���� ��	���� �������

1������ 3�8�-� .�	 
�	��	���� ������� u ���	� 	������� �� 	������
������O 	� �
������ ���� �� ������	� ���� ������� 
	�������) ���	� ��������
5u ∈ C2(O)7 �	� �
� 
���� ������ uxx + uyy = 0�

.	 (�� ��� ������ 
����
��� ��� 	�	��	�	 ������ ��	 �	 	
������  u

�	��	���� ����� 	�	������� �������� ���	� �	 ���	� 	��������

1������ 3�8�2� ,� (u, v) -����� 
�	��	���$� ���	������� ��������� ��
��
�) ���� ���  v ���	� ��-���� 	������� �� u  ������	�	 � u ���� 	�������
��-��� �� v 5
������ ��� ����	�7	�  	����� f = u+ıv ���	� 	�	������
���� ��
��

.��� ��� 
	�	
��� ������ 
����
��� ��� 	�	��	�	 ������ ��	 �	 ����
��	 ������� ��-��� 	������� ���	� �	 ���	�  ���	 	��������

!�����-���� ��	 �� 	������� ��	�$� �����$� �� ��� 
	�	�����	�	�

���'����� 3�8�-� F	 ����	���� 	� ���� ��-��� 	�������  �������
u(x, y) = x3 − 3xy2�

3	�	���� uxx + uyy = 6x − 6x = 0� ,�	-����� ��-��� 	������� ��
��� �������� C-R� ,
� �� ���� ux = 3x2 − 3y2 = vy ������$����	� ��

��� y (�������� v = 3x2y − y3 + c(x)� ,
� �� ���� vx = −uy ������
6xy + c′(x) = 6xy ) �
��� c(x) = c ) v = 3x2y − y3 + c �	� f = x3 − 3xy2 +
ı(3x2y − y3 + c) = z3 + ıc�



�%: ��������� �
 �������� ����������

���'����� 3�8�2� F	 ����	���� 	� ���� ��-��� 	�������  �������
Log|z| ��� C − 0�

,� 	"	�������� 	
� �� 
���� ������� �� 	������ �������	 ��� �
����
�
����� C−π  ������� Logz = log|z|+ıArgz ���	� 	�	������ �
��� �� ������
��� ��-��$� 	������$� ���� ��
� C−π ���	� �� ���	������� �� ���"�� Argz+
c� '
���� ����  ���	������� 	���� ��� �
���������	� �����$� ��� 	������
�������	 ��� �
������ �	 ������ ��-��� 	������� �� ��� �� 
���� ��������

���$#���� 3�8�-� ,� ��� ������� 
	�������	 ��� �	�(��	�� �
�  
���
�������� ��$���� �	� �	� �
��������	�� �	 �
�������� �� 
��(��	 �� �� ���
	���	��	 ��� 
�$��� 
	�	�����	��� ����������� �	 �	�	���	�� �� ��"	����	
���
�����	�	� !�� ��$��	 ��	��)  	
���� ���	� ��� ��� 
�$�� 
	�������	
���	�� ������� **
	�	�
������ �� ��
��������� ++ 
�� ��� ����������� 
���
���
��� ���	� �
�
��� ��� 	
�������	� 0�� �����������	 ��	� ������$�����
�� 
��� x � �� 
��� y ��
������ ���
�� �� ������� ��� ������$�����
�
����� ���-������ � �	�	����"�� ��	����	��� 
�� ��	���-�� ��� ��
� �	�
����������� ��
��� ������	 �
���� �	 
���� �� ���
	 
�� ��� ���-��	� 
�������� !�� 
�$�� 
	�������	 ��� �
���� 
��(��	 ����� �� 
���� �����
��� ��	� ��� �� ���	���� �
�
��� ��$ �� ������ 
���
��� ������ ���
	 ���
���� �	� ��	 ��	����	�	 
�� 
������ 	
� 	��� ��� �
������ �	 ������$�
������ ,��� �	� ����� ���� 
��������� �� ��
��� ** ����� ���
�� ++ ��	��
��
��� 	
�� ���������� ����� �
����� ������ �� 
	�	���� ��$��	

!������ 3�8�-� .�	 
�	��	���� ������� u(x, y) ������� �� 	
�� ������
���� ��
� ���� ��-��� 	������� �� 	���� ��� �	� ���� ��� ���	� 	��������

�&�'��,��
�� 	�	��	�� �� ������� ���� 	
��������� <�	 �� ��	��  ���	 ���	�  �����

,� �
����� 	�	������ f = u+ ıv ���� f ′(z) = ux(z)+ ıvx(z) = ux(z)− ıuy(z)
� .� (�� �� 
��������� 	� h(z) = ux(z)− ıuy(z) 
��
�� �	 	
��������� ���
 h ���	� 	�	������ �	� ���� 
	������	 �� -������ f � 0����	�� hx = uxx−
ıuyx) hy = uxy − ıuyy �	� 	
� �� 	���������	 �� u 
����
���� �� ��������
C-R hx = −ıhy) �
���  h ���	� 	�	������� !�� 
���� �������  �������
���� 
	������	 g = u∗ + ıv∗ �
���) g′(z) = u∗x(z) − ıu∗y(z) = ux(z) − ıuy(z)
� ,
� �� ������	�	 ���� 
����
��� u∗(z) + c = u(z) 
�� ��	���� ��� 
������� u 	
������ �� 
�	��	���� ����� �� 	�	������� �������� g + c�
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 ���������� ������������ �%=

���$��#���� 3�8�-� �� !�� 
���
��� 
�� � ��
�� ���	� ������ 
�
� ������  ��	���	��	 ��� 
�$��� 
	�	�����	��� �"	���-��	� ����� �	���	

��(��	� !�� 
���
��� 
�� � ��
�� ��� ���	� ������ �
������ �	 
��
����������� �� ��	 ����� �
������	� �� 
��(��	 �� 	���� � !� �������	

���
	����� �	 �
���������� 	�	������ �� ������� �� ������� ��� ��
��
,� � ��
�� ���	� 	
�� ���������� ���� ������	 �
����� 	�	������ �
���	�
���"��	 �� �� 
��������� ��$��	� ,� � ��
�� ��� ���	� ������� �������	�
�	 �� �
������ ,
��������	�) ��� �����	) ��� ������ �	� �� 	�������"� ���

���������� ������	���) ��	�� 	� ���� �� 	�������� ���	������� �� ��	�
��
� ����� ��-��� 	������� ���� ���	� 	
�� ����������

%� E
������ 
���
�$���� 	������$� ���	������� 
�� �
������ �	 (�����

�$�	 �� 	�	������ ������� 
�� 	
������� 
�	��	������ ����� �	� ����
�� ��-��� 	������� ��� ,���� � ���
�� �������� ���	����	 �� ���� ���	����
���� 	��� ��� �����

4 ��	���	��	 ���	� �	 ������� x = z+z̄
2
) y = z−z̄

2ı
�	� �	 
���
	������� �	

"������ �� 	������� ������� u �� ���"� u = f(z)+f̄(z)
2

�
�� f 	�	������
��������

,� �"	���-	�� �� ��	���	��	 	��� ��� 
�$�� 
	�������	 �	 
����
��
u(z) = z3+z̄3

2
= Re(z3)) 
�� ��	���� ���  -������ 	�	������ �������

���	� f(z) = z3 �	� �� ��-����� 	�������� �� u ���	� ���� �� ���	������� ��
���"�� Im(z3) + c�

H������ 	��� ��	 
	�������	 �����$��	� �� ������� u(x, y) = x2−y2

(x2+y2)2
�

'"	���-���	� �� 
�������� ��	���	��	 (��������

u(x, y) = z2+z̄2

2z2.z̄2 = 1
2
( 1

z2 + 1
z̄2 ) = Re( 1

z2 )�
.� (�� �� 
	�	
���  u �	� 
�	��	���� ����� 	�	������� ��������

���	� 	������� �	� ���� ��-����� 	�������� ��� ���	������� Im( 1
z2 ) + c

<�	 �	 �� ������
�������� �� 	�	
������� ����� ��� ������	��� **�����������
� 	
����� � ++ ��� 	
�� ��������$� ��
�� �
�� ������ ��������� ��
������
-���� ��� �	������ �� ���������� 
�� �	 ����	������ �����$����	� �� �	�����
�� ���
� ������� � 	���������� #� 
���
������� 
������"���	� 	
� ��

	�	���� 	
�� 
���	��

��$��� 3�8�-� ,� ��� ��
�� ���	� 	
�� ���������� �	�  ���� ���� ���	�
��
��) ���� �	�  ����� ���� ���	� 	
�� ���������� ��
���



�1; ��������� �
 �������� ����������

�&�'��,��,� f 	�	������ ������� ��� ���� ��� ��
�� OC1) OC2 
��

����� ��� 
���
������� �� 
���	�� ���� �
������ ���	������� F1) F2

��������� ��	 OC1) OC2 	��������	 �� F ′
1(z) = f(z) �	� F ′

2(z) = f(z) ��	
	��������	 �����	�

'
���� F ′
1(z) = F ′

2(z) ��� ���� ��� ��
�� �	� �
���� 	��� ���	� ��
��
�
��� ��� ���� ������ F2(z) = F1(z) + c ?������� �$�	 �� ������� F
�� F (z) = F1(z) + c ��� OC1 �	� F (z) = F2(z) ��� OC2� '��	� �$�	 ������
�	 ����� ��� � ������� �	� 
������"�� ������� F 
	������	 �� f ����
��
� OC1 ∪OC2�

.� (�� �� 
	�	
��� �
������ �	 �	�	���������� ������
��$��	� 	
��
��������	 ��������	 ����� 
������	 ��
�� �� �� ������	 �� 
	������	� �
H������ ��� 
	�	�����	�	 
	�	�����	�	 
�� �	 �	� ���	� ������	�

�� 4 ���� ��� 	������� ������ 
�� �������	� ��� ��������� ���� �
%� <�	 ���� �	��������) 
�� �	� ����	"����� ���	����	 �	� ��
��) 	
������

	�� ������
��$��	� �� ������� 1/(z − z0) ��� ��� ����� �� ������
�	 �� 
	������	�� #��� ��	 �� ������������ ������� �����-����
��� 	� �� ���������� �� ��
� 
�� ��� ������ ��	 �������	 �� 	��� �� z0
���� ����� !�� 
���
��� ��� **��������� �
�
���� ++ 	
� �����	 �������	
H(z0, θ) = {z0 + teıθ : 0 ≤ t < ∞} ��	�� ��� ��
�� C −H(z0, θ) �������
�����	 	
���������	� ��� ���� �� ������	 �� 
	������	�� 0����	�� 	� ����
������� ������ �� �����	) �� �	���� �� �	� ��� ��	������� ����� ������

�� ��	���"$����	� ���� �� 	������ ���
�
��� 
�� ��	���"$���	� 	
� ��� ���

�$��� ��	������� �	� ������ ��
�� ���� �� ������	� '
��� �	� 	���� 
��
��	���"$���	� 	
� �� ������ �	� �� ����� '"	���-���	� �� 
	�	
���

���	� �
���������� �� ������	 ��� ����� !�����-���	� �	�	�������
��� -�������� ,���
��$��	� ��� ����� �� 
	�	
��� 	
������ �
������ �	
������������ �� 
���	� �� �
����
��� **�������� �	������++�

��$��� 3�8�2� ,� ?��������� 	������ �	������ Δ ������� z0 �	� �����
���	 H(z0, θ) = {z0 + teıθ : 0 ≤ t <∞})

���� � ��
�� Δ−H(z0, θ) ���	� 	
�� ����������� ������	 �� 
	������	��

�&�'��,��
!� ���� �	������ �
������ �	 ���������� �	�����	 ����� ����	 �� ��

����"� �� ������ 
��  ���� �� �� ��� �	������ �	 ���	� 	������� ������
�� 
��� ��
��� ����� ��� �	�������� 50	������� ����� ����� ��� �	�������



�
 
 ���������� ������������ �1�


�� 	
���� ��	 ����������� 	
���	� 	
� �� z0) "������� ��� �"	
�������
	
� �� ����� 	��� ���� ����� ����� �	� ��� ��������� 
�� ��$���� �� ������
��� �	������� �� �	 ����	 �
	"�� � #
��	��
�� ����	 �� �� 
	�	
��� �����
� ��������� �	� ��	��
����7� <�	 	����� ������ n $��� �� ����� 2π/n �	
��	��
���� �� 	
	��� �� 	�������	�����-���� ��� �	������ �� 2n 	�����
��� ����	�	 �� 	���������� ��	������� ���� ������ � ,� T1 ∪ T2  ���� ���
��� 
�$��� ������� ��� �	������� ���� �
���� 	
������ �� ���� �� ����	
������ 2π/n ���� �� ������	 �� 
	������	�� �� ���� 
��"	�$� ���(	����
��	 �� ������ T2 ∪ T3� '
����  ���� ��� ��� 
���������� ���	� ��
�� 
������	 �� 
	������	� �
��������	� ��� �� T1∪T2∪T3� !�����-���	� �	�	���
����� ���  ���� ��� 	�����$� ��
�� 
�� ���	� � ��������� �	������� ����
�� ������	 �� 
	������	��

���'����� 3�8�.� 0	�	��$��	� 
��������� �� 
	�	
��� ��	���	��	
��	
���$����� �����	 ��� �
�����
��� ����	 ��� �	������� 	���������� ��
����	 ������ < 2π ���� �� ������	 �� 
	������	��

,� �
��� ���� ���� 
���	��� �	 ����������� 	
���������� �� �������
� 	
�� ����������� �
����� ���� ����� 
�� ������������ �	 �����$����� ��
�	���� ����� �	 ���������� ������ ��
���� ,� �� ������� ��� ������ ���
 ���	������ ��
���� ���	������� 
�� ��� 
�������� ��	 �	�����	 ���� 	
��
����������� ��
��� 	��� �	��������� 0����� ���� 
��� �� 	���� ����-����
��� ����  $�	 �	 �$����� �� 	
����� 
���	�� 
�� �	� ����� "����
�	 
�������� ����� ��$) ��	�� �� ���������� ������	� ��� 	�	�����$�
���	������� � �� �
	�	�	�(�������

!������ 3�8�2� 5K���	 Coursat7 � ,� ��	 ������� ���	� 	�	������ ���
�
�"����	 ����$��� ABC ���� �� �
��	�
���� ���������� �� �
����� ��
�������� 
���������� �	�
��� [ABCA] �����-��	��

�&�'��,�� ,� ABC �� 	����� ������� �	� A1, B1, C1 �	 ���	 ��� 
����$�
AB,BC,CA ,��������	 ������� �� ��� 
���	�	���������� ���������� �	��

���� ������

T = [ABCA] = [AB1C1A] +∗ [C1A1B1C1] +∗ [A1BB1A1] +∗ [B1CC1B1].

�� ���������	
∫

T
f(z)dz 	�	����	� �� �������	 �������� �
� ������ �������������

��	 	��������	 ������	 �� 
��������� ������ '
�������� �� ������� T1


�� 	���������� ��� ���������	 �� �� ���	������ ����� �
���



�1% ��������� �
 �������� ����������

|
∫

T

f(z)dz| ≤ 4|
∫

T1

f(z)dz|.

'
	�	�	�(������ �� ��	���	��	 ��� T1 �	� 
	�������

|
∫

T

f(z)dz| ≤ 4|
∫

T1

f(z)dz| ≤ 42|
∫

T2

f(z)dz| . . . ≤ 4n|
∫

Tn

f(z)dz|.

'
��� ������ μ(T ) = 2μ(T1) = . . . = 2nμ(Tn)�
,� Δn �� ���
	���� �
�"������ ��� 	���������� ����$��� ���� ������
Δ1 ⊇ Δ2 ⊇ . . . ⊇ Δn . . . �	� d(Δn) → 0 ) ��	�� ������ "������	

	�������	 ���
	�$� �
�������� ��� �
�
���� 
��  	�������� 	�������	
��� ��	������ ���� ������ ��� ����� '
���� �� ���	���� �
�
��� ���	� 
����
�������� �$��� �� (�� �� ��$��	 ��� Baire  ���� ���� ���	� �����������

,� z0 �� ����� ����� 	
� �� �
	�� �� 
	�	�$��� f ′(z0) �	�(�����	�
�
�  ��� ������ �� ������ ���

f(z) = f(z0) + (z − z0)f
′(z0) +H(z, z0)(z − z0)

�� H(z, z0) → 0 ��	� z → z0�
K	�(�����	� �
�  ��� 	
� �� 
	�	
��� ���� �� ����	 f(z0) + (z −

z0)f
′(z0) ���� 
	������	 �� �������
zf(z0) + 1

2
(z − z0)

2f ′(z0)
�	� �
������ ���� ������� ������"��� ��� ���������	 �	� �� �������

��� **����� ��� z0++ ������
|H(z, z0)| < ε �	� |z − z0| < μ(Tn)

	������� ��	������

|
∫

T

f(z)dz| ≤ 4n|
∫

Tn

f(z)dz| ≤ 4nε|
∫

Tn

|z−z0||dz| ≤ |4nμ(Tn)|ε
∫

Tn

|dz|| = μ(T )ε

��	 ���� ε > o���

'�6 ���	���)��# �������# ��� Residues

!� 
��������� ���"�� ���	�� 
��	�	������� ��� ���� ������	 �������
	�	������ �� �	������ �����	� �� �� ���� ��� 	���������� 	�	
����	��� Lau-



�
!
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rent ���� �	������ 	���� H�	��
$����� ��� ������� ������	�	 
�� �	 �	
	
��������� 	"�� 
�$�	 ��� ���� ���� �	�
��� �����

!������ 3�:�-� ?������� ������� f 	�	������ �� ������� �	������
Δ[z0, r, R] )

γ1(t) = z0 + reıt) γ2(t) = z0 +Reıt t ∈ [0, 2π]�
.� ��� 
	�	
��� 
���
������� ��������
��

∫
γ1
f(z)dz =

∫
γ2
f(z)dz

%� ,� a ��������� ����� ��� �	������� ����

f(a) = 1
2πı

∫
γ2

f(z)
z−a

dz − 1
2πı

∫
γ2

f(z)
z−a

dz�

�� ��������� ��� 
	�	
��� ������������ ���	� ��$���� ��� ���� ���
�� ������ Laurent �	� ��� �	 ����	������ 
��� �	 	
��������� �� 
	�	����
��$��	�

!������ 3�:�2� ,� ��	 ������� ���	� 	�	������ �� �	������ ���� 	�	
�
�����	� �� ����� Laurent�

?	 ����������� �� (�� �� 
	�	
��� ��$��	 **����	��� 	���	���� 5����

��7++ ��� 	�	��������	 ���	������� �	� �� �
���	�� ���� ���� �
��������
�
��	�
����� �������������

1������ 3�:�-� ?������� ��	 ������� f 	�	������ �� ���
�� �����
D(a, r)−{a}� !�� 
���
��� 
�� ��� ����� a) ���� ��� ���	� ��� 
���� �����
��� ��) ���� ���	� 	��� ��� ���	� 	�	������ �� 	��� �	 ���� ���  �������

	������-�� ��������� 5� 	
��������7 	���	��	 ��� ����� a � ������	�	
�� ����� a ���	� ���������� 	�$�	�� ����� �� �������� f �

4 
	�	
��� ������� ��� �	������ ����
�� ����� D(a, r)−{a}) ���"��	�
f(z) = f1(z) + f2(z) �
��)

f1(z) =
a−1

z − a
+

a−2

(z − a)2
+ . . .+

a−k

(z − a)k
+ . . .

)
�� ����� ����� 
�� ���-��	� �� ��� �� C − {a} �	�

f2(z) = a0 + a1(z − a) + a2(z − a)2 + . . .+ ak(z − a)k + . . .

�� ��	�� ����� �



�12 ��������� �
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0	�	������ �	�	��� ���  ��	"��� f(z)−f1(z) ���-��	� �	� ���	� 	�	������
��� 	������ D(a, r) − {a} �	� �
��������	� 	�	������ ��� a 	� �� �$�����
�� ���� a0�

'
����  ��������� 	���	��	 �	����-��	� 	
� �� ����� ����� ��	��������
����� 
���
�$�����

0�$� 
���
����
�� ����� ����� �	 �����-��	� � ������	�	 ���� �� ����������� 	�������

���� �����-���	� 5 0 = a1 = a−2 = . . . = a−n = . . . 7�
!�� 
���
��� 	��� �� ����� a �����-��	� 	
	��� ��� 	�$�	�� �����

�	�  	�������� 	���	��	 	
	��� ��� 4 ����	��	 �"�����	� ��� ������� ���
 ������� �
���� �	 ��������� � �
���	��� ��� a $��� �	 ���	� 	�	������ ��
	���� ������ �� �����	��� �� �� ��$��	 �
���	�� ��� Riemann ��	����
"$���	� �� 
	�	���� ��$��	 ������� �� �	 	
	��� ��	 	�$�	�	 ����	�

!������ 3�:�.� #� 
	�	���� 
�������� ���	� ������	���
�� �� ����� a ���	� 	
	��� ��� 	�$�	�� ����� ��	 �� ������� f �
%� 4 ������� ���	� 	�	������ �	� "�	���� �� ���
�� ����� D(a, r)−

{a}�
1� 4 ������� ���	� 	�	������ �� ���
�� ����� D(a, r)−{a} �	� �
�����

�� ���� limz→a f(z) ��� C

2� E
����� 	�	������� 
���������� �� �������� �� ���
�� �����D(a, r)−
{a} 
�� �
����������	� 	�	������ ��� �������

H����� 
���
����
#� ����������� 	������� ���� �����-���	� ����� 	
� ��	 
�
��	�����


����� �	� 
�� ������������	 �
����� ��	� "������ 	������ m ������� $���
a−m �= 0 �	� 0 = a−m−1 = a−m−2 = . . . � ������	�	 ���� ���
�� ����� 
������� 	�	
�����	� �� ����� Laurent �� ���"��

a−m

(z − a)m
+

a−m+1

(z − a)m−1
+ . . . ��a−m �= 0.

.� ��� 
���������� 
���
������� �� ����� a �����-��	� 
���� ���� m�

!������ 3�:�3� � #� 
	�	���� 
�������� ���	� ������	���
�� �� ����� a ���	� 
���� ���� m �� �������� f �
%� E
����� ������� g(z) 	�	������ �� ����� D(a, r) �� g(a) �= 0 �����	

$��� �	 ������ f(z) = (z − a)−mg(z) ���� ���
�� ����� D(a, r) − {a}



�
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1� E
����� ���
��� ������ D(a, r) − {a} 
�� ���-��	�  1/f ) �
��������	�
	�	������ �� ������� �� ����� �	� �� a 	
������ ��-	 ���� m�

�&�'��,��
��+%�
,
� ��� ������ ��� 
���� ���� m ������ f(z) = (z − a)−mg(z) �
��

g(z) = a−m + a−m+1(z − a) + a−m+2(z − a)2 + . . . .

�
4 g(z) ���	� 	�	������ ��� ����� �	� ���	������� �	� ������ g(a) = a−m �=

0�
%�+1
'
���� g(a) �= 0 �
����� ������ D(a, r1) ���� �
���  g ��� ���� ��-��)

�
��� ���� 	��������� ���
�� ����� ������
1

f(z)
= (z − a)m 1

g(z)
�

'
����  1
g(z)

���	� 	�	������ ����� ��-�� ��� 
������ ��� a 	
� �� ������
�	�	 ���� 
	������� �� -��������

1�+�
,
� �� ����

1
f(z)

= (z − a)mh(z) �� h(a) �= 0)

	�	
������	� �� ���	������� �� 1
h(z)

�� 
������ ��� a ������

1

h(z)
=

1

h(a)
+ a1(z − a) + a2(z − a)2 + . . .

�
���

f(z) =
1

h(a)(z − a)m
+

a1

(z − a)m−1
+

a2

(z − a)m−2
+ . . . .

������ 3�:�-� �� ����� a ���	� 
���� ��	� 	�	������� �������� ��
���
�� ����� D(a, r) − {a} ��� �	� ���� ��� limz→a f(z) = ∞ � ������	�	
limz→a |f(z)| = +∞

!�����-���	� �� ����
limz→a |f(z)| = +∞ ⇔ limz→a

1
|f(z)| = 0

�� �	 ��� 
�$�	 ���� ��� 
���������� ������	��� 
	������� �� -����
�����



�1> ��������� �
 �������� ����������

������ 3�:�2� ,� �� ����� a ���	� 
���� ���� m �� �������� f ����

Res(f, a) = 1
(m−1)!

limz→a
dm−1

dzm−1 f(z)(z − a)m�

,
� �� ���� f(z) = (z − a)−mg(z) �
�� g(z)���	�  ���	�������

a−m + a−m+1(z − a) + a−m+2(z − a)2 + . . .+ a1(z − a)m−1.

'
���� �� a1 = Res(f, a) ���	� �����������m−1 ���� �� ���	�������� 
��
�����	� �� g(m−1)(a)/(m− 1)!

5'
����  f(z)(z−a)m �
��������	� 	�	������ ��� a �	� �� 	��� �� �����	
�������	� 	�	������ �� 	��� � ��
�� ���"��	� �	� �� ���"�

Res(f, a) =
1

(m− 1)!
(f(z)(z − a)m)(m−1)(a).

���� 
���
���
4 ���� ������ ����������� 	�$�	��� ������ 
�� 	
������ ���	� ��	�

��� 	��������� 	��
����	 Laurent ������ an �= 0 ��	 �
���� 
����� 	
� 	���
������ ������� n� !�� 
���
��� 	��� �	 ���� ��� ��� ����� 	��� ������
����$� 	���	��	 �	� �� ����� �����-��	� ����$��� 	�$�	�� ������ ,
� �	

��������	 ��� ������	�	 ���	� "	���� ��� ��	 ���������� 	�$�	�� �����
���	� ����$��� 	� �	� ���� ��� �� ���� �� �������� �� 	��� ��� �
�����
���� 	
����-��	� 5��� �
����� ��� C∞7� �� 
	�	
��� �
���� �	 �	� 	
�(��
������� ��� 	�	��$���� ��� �

0��� ,� f(z) = 1
z−1

cos 1
z
��	 zn = 1

2πn
→ 0 ������ f(zn) → ∞ �	�

	� wn = 1
2πn+ π

2
→ 0 ������ f(wn) = 0) ��	�� (���	�� ��� 	���������


�� ���������� ��� ����� 	��� �� 	���������� 	��������� ��� ���$� ��
�������� ���
���"�����	� ��	"������� ���� 	"��� �� ����� '
������ ��
���� ���	� ����$��� 	�$�	�� ������

.
���� �� ��� ��	"������� ���	 ��	 ����� z0 �	 ����� �	 ��	
���������	
�� ����$���� 	���	��	� 	��� ��� ��$��	 
��	 ���	�� ���	 �
������ �	
������ 	
� 	��������� �� ���"�� f(zn) �� zn → z0  	
���� ���	� ��
���
� .
������ �	 ������ �
�����
��� ���� �
�������� �
�������	� �	�����
	�������	�

,� "	��	������ �� ������� f �	 ���	"���� �	 ����	 ���� z��
�
����
�� ����	 ���� w��
�
���� �	� �
���� ��	 ** 	���	 ++ ��� �������� �
�
����



�
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 ������������ ���������� ��� RESIDUES �1A


��� �� ������� �	 
���������� ����� ��� z0 $��� �	 ��	 	"���� ��	�
�
����
��� ����� ��� 	
� ��� ����� �� ����  	
���� 
�� �	 �
	���� 	
�
�� ������� ���	� ��� �����
��� ����� ��� z0 �	� 	� 
���������� �� �����
���	� ���� �	�	�������� 
�� ��� 	"����� �	���	 ����� ��� �
�
���� �����
����� ��������� �� ����� ���� ���	���� ��������

,���  ���������	 �� �������� ** �	� (��(	� 	
����� ���	����� ���
z0++ 
������"��	� 	����� �� �� 
	�	���� ��$��	�

!������ 3�:�4� 5Casorati-Weierstras7,� z0 ���	� ���������� 	�$�	�� �����
�� ������� f(z) ���� �� 
	�	���� 
�������� ���	� ������	����

�� �� z0 ���	� ����$��� 	�$�	�� ����� �� ��������
%� ,� ���������� �
�����
��� ����� D(z0, ε) 
�� 
�������	� ��� 
����

������� �� �������� ���� ����  �����	 ��� ���	� 
���� �
������� ���
���	����� �
�
����) ��	�� f(D(z0, ε)) = C�

1� <�	 ���� w ∈ �
	���� 	�������	 	
� �� 
���� ������� �� ��������
�� zn → z0 �	� f(zn) → w�

�&�'��,� �
��+ %� ,� �� ������� ��� ���	� 	���� ��	���� ��� ������� �	 (�����

��
����� �������
D(w, r) �	�D(z0, ε) $��� � 
�$��� �	 �� 
������� �	��	 ���� �� ��������

� ��	� 	��� 
���������� ���� �������) ��	�� |f(z) − w| > r ��	 ���� z ∈
D(z0, ε)�

'
����  ������� 1
f(z)−w

���	� "�	���� ����� ��� z0 ��	���� ��� ����
	
	��� �� 	���	��	 �� 	��� �
��� �
�����

a ∈ C �� limz→z0

1
f(z)−w

= a�

,� a �= 0 ���� limz→z0 f(z) = w + 1
a
) ��	�� �� z0 ���	� 	
	��� ���

	�$�	�� ����� ��� f 
�� ��� ���	� 	���� �
���� ���	� ����$���� ,� a = 0
���� limz→z0 f(z) = ∞ ��	�� �� z0 ���	� 
���� ��� f 
�� �
��� ���������	�
�	 �� 	����� �
���� �
��� � 	������ ���������� ���	� 	�����

#� 	
�������� ��	 ��� �
����
�� ������	���� 	"�����	� ���� 	�	��$�� �	�
������ 
��"	�����

!�� �$�	 �� 
��������� 	
������ 
�������	� �	�  ��	���	��	 ��	 ��
	
����� �� 
	�	���� 
���	���



�1: ��������� �
 �������� ����������

��$��� 3�:�-� ,� ��	 � ��	���� ������� ���	� 	�	������ �� ��� ��
���	���� �
�
��� �� ��	���� �	 ���������	 	�$�	�	 ����	 �� �� ������
��� ���$� �� �	 ���	� 
���� ��� ���	���� �
�
����

,� �� 
	�	
��� ��� ���	� 	���� �
����� ����� �
����� 
������ D(a, r)

�� ��� 
������� �	��	 ���� �� ��������) ��	�� |f(z)−a| > r � 1

|f(z)−a| <
1
r

�� ��� �� 
���� ������� ��� '"	���-���	� �� ?�$��	 �
���	�� ��� Rie-
mann �� ������� 1

f(z)−a
�
��������	� 	�	������ �� ��	 �	 ����	 	���	��	�

�� f �
��� �	� 	���	�	 �	� "�	���� ���	� ��	����) ��	�� �	�	���	�� ��
���
��

���$��#���� 3�:�-� !������ �� ��� �	�	������� ����������� 	�$�	��
�� ������ �� 	������	�	 ��	"���� �������	 �	� 
���	 	�	�����$� ���	����
����  ���	���� �	� ������������	� 	
� �	 
	�	���� 	
��� 
��������

�� ,� z0 ���	� 	
	��� ��� 	�$�	�� ����� �� ������� f �	� 
���� ����
m �� 	������ g ���� �� z0 ���	� 
���� ���� m ���� ���	������� f ± g�
!����	���� ���(���-���� �� 
	�	
��� 
���	� ��

��5	
	��� ���) 
���� ���� m7 ⇒± 
���� ���� m�
!�����-���	� �� ��� 
	�	
��� ���(������ ������
%�5	
	��� ���) 	
	��� ���7 ⇒± 	
	��� ����
1�5
���� ) 
����7 ⇒± 
���� � 	
	��� ����
2�5
���� ���� m) 
���� ���� n < m7 ⇒± 
���� ���� m�
9� 5����$��� 	�$�	��) ��� ����$��� 	�$�	��7 7 ⇒± ����$��� 	�$�	���
>� 5����$��� 	�$�	��) ����$��� 	�$�	��7 7 ⇒± ��	 �	 ���������	�
#� 	
�������� ��� 
	�	
��� 
����
���� �����	 	
� �� �������� ��

���"�� ��� ������ ������ ��� 	�	
����	��� �� ���� 
���
��� ����������
A� <�	 ���� 
����
�	��	����� �	� ��	������� 	�	�����$� ���	������� ��	�

������ ��-�� � 
����� 	���������� ��� 
	�	���� �������� �	���	� !� ����
��-	 ���� k 	����	�������� ���� ��
� � ������� �� ek) �� ���� 
���
���� m �� e−m) ��	 	
	��� ��	 �� �����	 !�� 
���
��� 
�� �� ������
	
�������	 ���	� en ��	 n > 0 ������ ��-	 ���� n ��	 n < 0 ������ 
���
�	�� n �	� ��	 n = 0 	
	��� ���� 0�� 	� ��	 ����� ���	� 
���� ���� 3 ���
������� f1) ��-	 ���� 8 ��� ������� f2 ��-	 ���� 9 ��� f3 �	� 
���
���� 10 ��� f4 ���� ��� �������

f1f2

f3f4
	���������� � 	������ e−3.e8

e9e−10 = e6

��	�� ������ ��-	 ���� 6 ��$ �� ���� ����� ��� ������� f3f4

f1f2
���	� 
����

���� 6�



�
!
 ������������ ���������� ��� RESIDUES �1=

:� !�� 
�� 	
�� 
���
��� 
�� �� z0 	
	��� ��� � ����� ������"�	�
5	�	��������	�7 �� ������� p �	� 
���� ���� 1 �� ������� q ����) 	�
p(z0) �= 0 �� z0 ���	� 
���� ���� 1 ��� p

q
�	� 	� p(z0) = 0 ���	� 	
	��� ����

3	� ���� ��� 
	�	
��� 
���
�$���� ������ Res(p
q
, z0) = limz→z0

p(z)
q′(z)

���$#���� 3�:�-� ,� ��	 ������� f ���	� 	�	������ �� 	������ �����
�� O − {a1, a2, . . . , ak} �	� ���������� �	 ����	 ��� fa1 , fa2 , . . . , fak

��
�������� f ��	 	��������	 	�$�	�	 ����	 ����  ������� fa1 +fa2 , . . .+
fak

���	� 	�	������ ��� C − {a1, a2, . . . ak} �	�  �������
f − (fa1 + fa2 , . . .+ fak

) �
��������	� 	�	������ �� ������� �� O�
4 	
����� �� 
���	�� 
����
��� 	� 	������������ �� ��	���	��	 ��


��������� 
	�	������ H�	�� 	
	���"���� �� 	���	��	 ��� a1 	"	��$��
�	� �� ����� ����� fa1 � !� �������	 	"	������ �� fa2 	
� �� f−fa1 � !����&�
�-���	� ��	������ 
	������� �� -��������

4 
	�	���� 
�� ���	�� ���� ���	���� 	��	 ���� �
�������� �
��	�
�����
������������ ���	����	 ��	� �� 	���	���� ���	� �� ��
��� �� �� ������	 ��

	������	�� #
�� ���	�� �� ������� 
	�������	 	
�"	������� ���� 
	�-���
�� ����������� ���� −1 ����� �
����� �$�	�� ������ ����	��	�

,� �� 	������ ������ ���	� 	
�� ���������� ��
�� ���� �
������ �$�	 �	
������ ��	� 	
�� ��
� ��	 ��� �
�������� �
��	�
����� �������������

!������ 3�:�5� ,� OC 	
�� ���������� ��
�� ) f 	�	������ �������
��� OC−{a1, a2, . . . , ak} �� a1, a2, . . . , ak ∈ OC �	� γ ������	������ �������
�	�
�� �� �� ����� �� �
� ��� OC − {a1, a2, . . . , ak} ���� ������)

∫
γ

f(z)dz = 2πın(γ, a1)Res(f, a1)+

2πın(γ, a2)Res(f, a2) + . . .+ 2πın(γ, an)Res(f, ak).

�&�'��,��
'
����  ������� f − (fa1 + fa2 , . . . + fak

) �
��������	� 	�	������ ��
������� �� OC 5��� ����	 �
������ �	 �� �������� 	�	������7 �	� � ���

�� ���� �� ������	 �� 
	������	� �� ���������� �� �
����� �� ��������
�	�
��� �����-��	�) �
���



�2; ��������� �
 �������� ����������

∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

fa1(z)dz +

∫
γ

fa2(z)dz + . . .+

∫
γ

fak
(z)dz.

,� ���������� ��
∫

γ
fa1(z)dz �
�� �	� �� ���	 ����	 ������ �
�������

���� ���� ���� −1 ) ��	�� Res(f,a1)
z−a1

**
���"���� ��� ���������	++ ����� ��
�
����
�� ����� 
	������	 �	� �	 	��������	 ������$�	�	 �����-���	�� .	
���	 ����	

∫
γ

fa1(z)dz =

∫
γ

Res(f, a1)

z − a1

dz = 2πın(γ, a1)Res(f, a1).

�	 �
����
	 ���	� 
��"	���

���$#���� 3�:�2� &#
�� �	 	
��������� ��� �
����� ���"�� �� 
���
������� ��$��	 ���������	� �	 �� ����� 	������ ������ O ��	 �
�	��
���
�	�
�� ��� 
�� �� ����������� 
�������	� ��� O 5n(γ,C −O) = {0})7�
���'����� 3�:�-� F	 �
���������� �	 
	�	���� ������$�	�	

I(k, n) =

∫
γ

e3z

(z − zk)n
dz �	� J =

∫
γ

e3z − 1

(z4 − 1)z3
dz,

�
�� z1 = 1, z2 = −1, z3 = 0, z4 = ı, z5 = −ı) n 	���	��� �	� γ  �	�
��

�� 
������"��	� 	
� �� 
	�	���� �����	�

0 1-1

i

-i

γ

!���	 2�1@



�
!
 ������������ ���������� ��� RESIDUES �2�

�� 
�$� ��	����� ��� ��
�������	 
�� 
��
�� �	 
��������� ���	� ���
��	 n ≤ 0  
��� ��������� ������� ���	� 	�	������ �� ������� ��
���	���� �
�
��� �
��� �� ��������	 �����-��	�� !�� 
���
��� 
�� n
"������ 	������ �	� ���"���� �	 	�	�� ���� �� ������� �	����	 ���
Residues ����� � 	������� �� ��������� �	� ���	� 	�	������ ������� ��
������� 	
�� ��������� ��
� �	� � 
	�	���	���� ���� �� ���"� (z − a)n)
�
��� �� 	
�������	 �����	� 	
�����	� 	
� ��� ��
� ��� Cauchy�

n(γ, a)f (n−1)(zk) =
(n− 1)!

2πı

∫
γ

f(z)

(z − zk)n
dz.

!�� 
���
���� �	� ������ f(z) = e3z, f ′(z) = 3e3z, f ′′(z) = 32e3z �	�
������ f (n−1)(zk) = en−1e3zk �

.� (�� �	 
	�	
��� ��	 -������	 ������$�	�	 ������	� 	
� �� ����
I(n, k) = 2πı

(n−1)!
n(γ, zk)e

n−1e3zk �
,
� �� ����	 �
��� ������
n(γ, z1) = n(γ, 1) = 2) n(γ, z2) = n(γ,−1) = 1) n(γ, z3) = n(γ, 0) = 1)

n(γ, z4) = n(γ, ı) = 0 �	� n(γ, z5) = n(γ,−ı) = 0�
,����	����$��	� ��� ����� ��� �����$� ����"�� 
	������� ��� ����� ���

�������������
<�	 �� ������� ���������	  
��� ��������� ������� ���"��	��

f(z) =
e3z − 1

z3(z + 1)(z − 1)(z + ı)(z − ı)
�

�	 	�$�	�	 ����	 ���	� �	 0,±1,±ı� <�	 �� ���� 
	�	������ ��� ���	�
��-	 ��� 	������ 
�$�� ����

5(e3z − 1)′(0) = 3 �= 0)7 �	� ��� 
	�	���	��� ����� ���� �
��� ����
������� �	 ���	� 
���� ������	� �����

'"	���-���	� �$�	 ��� ��
� �
��������� ����������$� �
����
�� ��	

����� ������

Res(f, 0) =
1

1!
lim
z→0

(f(z)z2)′ = lim
z→0

− 4z2

(z4 + 1)2
+

1

z4 + 1
(
3ze3z − e3z + 1

z2
).

'"	���-���	� ��$��	 HOSPITAL ������
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lim
z→0

3ze3z − e3z + 1

z2
= lim

z→0

9e3z

2
=

9

2
.

�� �
����
� ����	 �� 
	����	�� ���� ���� �� ���� �
��� Res(f, 0) = 9
2
.

�	 �
����
	 	�$�	�	 ����	 ��	� 	
��� ��-�� ��� 
	�	���	��� �	� ����	
	�	��������	� ��� 	������ �
��� �	 ����������� �
����
	 ������	� 	
�
��� ����� �� �������� e3z−1

7z6−3z2 	��������	 ����	) ��	��

Res(f, 1) =
e3 − 1

4
�	� Res(f,−1) = (

e3z − 1

4z3
)(−1) =

e−3 − 1

4
.

�	 �
����
	 	�$�	�	 ����	 ��� �	� 	
	������� �
���� 	������ ��� ����
������ ����� �� �	�
��� �
��� ����� ����� ����"�� ����� �� ������
	
�������	 �	�(�����	� �
�� ��� 
�������� 
���
��� �
�  ���� �����
��� ����"�� ���	� e3+e−3+16

4
�

���'����� 3�:�2� F	 
������������� �	� �	�	��������� �	 ���������	
	�$�	�	 ����	 �	� �	 �
���������� �	 	��������	 ����������� �
����
	 ��

�������� (e
1
z −1)−1� !� �������	 �	 �
��������� �� ���������	 �
�����

�� �	�
��� C( ı
2π
, 5

14π
)�

�	 ���������	 	�$�	�	 ����	 ������	� 	
� ��� ��-�� �� ������� e
1
z = 1

�	� ���	� zn = ı
2πn

, n = 0 ± 1 ± 2 . . .� �� ���� ��� 
��
�� �	 �	� 
	�	
�	���
��� �	 �� ���
�����(���� �
���� �
	���� ������ 	�������	 �����������
	�$�	��� ������ 
�� ��������� �� 	��� �	� �
������ ��� �
���� �	 ���	�
���������� 	�$�	�� �����) �� ���	 ����	 ��� �
����� ���
��� ������ ���
���� ���� �
���  ������� �	 ���	� 	�	��������

'
����

(e
1
z − 1)′(zn) = − 1

z2
n

e
1

zn = 4π2n2 �= 0

��	 �	 	�$�	�	 ����	 ���	� ��-�� 
�$�� ���� ��� 
	�	���	��� �	� ���
�����-��� ��� 	������ �
��� ���	� 
���� 
�$�� ���� �	� ������

Res(f, zn) =
1

(e
1
z − 1)′

(zn) =
1

4π2n2
.



�
!
 ������������ ���������� ��� RESIDUES �21

,
� �� �
���� �� 	������	� |zn − 1
2π
| < 5

14π

����
��� 2

7
< n < 12

7

�
��� �	 	�$���	 
�� (�������	� ��� ��������� �� �	�
��� ��	�� �	 z1, z2�
'
���� � ������ �� �	�
��� �	� �� 
��� �	 
	�	
��� ����	 ���	� ��	

 ���� ��� ������$�	��� �����	�

2πı(Res(f, z1) +Res(f, z2)) =
5ı

8π2
.

���'����� 3�:�.� F	 
������������� ��	�	��������� �	 	�$�	�	 �����
	 �	� �	 �
���������� �� 	��������	 ����������� �
����
	 �� �������
tan z = sin z

cos z
� !� �������	 �	 �
��������� �� ���������	 �
����� �� �	��


��� γ(t) = e−ı4t, t ∈ [0, 4π]� 5F	 �
��������� � ������ ����"�� �� 	�����
��	���	��	7�

#� ��-�� �� ������� cos z = 0 ���	� zn = π
2

+ nπ, n = 0 ± 1 ± 2 . . .� ,
�
�� ���� (cos z)′(zn) = − sin zn = (−1)n+1 �= 0) 
����
��� ��� 
������	� ��	
��-�� ���� 1 ��� 
	�	���	��� 
�� ��� �����-��� ��� 	������ �
������ ���	�

���� 
�$�� ���� �� Re(f, zn) = sin zn

− sin zn
= −1� ,
� ���� 
����� ���� ��

±π/2 (������	� ��� ��������� �� �	�
��� 
�� ���	� 	������� ������ |z| < 2
�
���  ���� ��� ������$�	��� ���	� −n(γ, π

2
) = −n(γ, 0)� '
�
���� "	����	�

��� �� ���������� �� �	�
��� ������$���	� �� ������� 	��
���� ����"��

�� �
	������	� 	����� 	
� � ����

n(γ, 0) =
1

2πı

∫
γ

1

z
dz =

1

2πı

∫ 4π

0

1

e−4ıt
(−4ı)e−ı4tdt = −4.

�
������  ���� ��� ������$�	��� ���	� � 	������ 8�

���'����� 3�:�3� � ,� f(z) = cos z
z2(ez−1)

) �
�������� �� Res(f, 0) 	"��

�$�	 (����� �� ����� ����� ��� 	�	
����	��� Laurent�

'����	 �
������ �	 ��	
���$����� ��� �� ���� ��� ���	� ��-	 ���� 	���
���� �	� ���	� ��-	 ����� ���� ���� 
	�	���	��� �
��� ���	� 
���� 
����
���� ���	 ��� �������� .	 (�� �� 
	�	
���  ������� 	�	
�����	�
�� ������ �� ���� �� ����� Laurent �� ���"��

a−3z
−3 + a−2z

−2 + a−1z
−1 + . . . .
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 �������� ����������

,
� �	 	�	
����	�	

cos z = 1 − z2

2
+
z4

8
. . . ,

z2(ez − 1) = z2(
z

1
+
z2

2
+
z3

6
+ . . .) =

z3

1
+
z4

2
+
z5

6
+ . . . ,

�	� �� ���� cos z = f(z)z2(ez − 1)
����$����	� ���� ����������� ���	� ���� 
	������� ��� �������

1 =
a−3

1
, 0 =

a−3

2
+
a−2

1
,−1

2
=
a−3

6
+
a−2

2
+ a−1,

	
� ��� �
���� 
����
��� Res(f, 0) = a−1 = − 5
12
.

'�6�� !������# ��	 ∞
<�	 �	 �������� �� �����	 ��� ����������� 	�$�	��� ������ ��	� 	�	�

������� �������� ��� ∞ ��	 ����� 	
	��� ��	 �	 �� ������������ ��
�� 	�������� �����	 ��	 ����	 ��� ���	����� �
�
���� ���	�  ������� �	
���	� 	�	������ �� ** 
������ ��� 	
����� ���
�	 �� 	��� ++ � 	��������	 ��
�
������� ��� ���	����� �
�
���� �� ���"�� Ur = {z ∈ C : |z| > 1

r
}� ,�	�

�������	� �� �������	 ��� 
�������� 
�� �	�	����-��� �	 	�$�	�	 ����	
�� �� ���	�� ���
���"��� �� 	��� �	�	������� ����� 
	�	���� ���������

1������ 3�:�2� � ,� f 	�	������ ������� �� 	������ ������ O ���
���	����� �
�
���� �	 ���� ��� �� ∞ ���	� ���������� 	�$�	�� ����� ��
�������� 	� �
����� r > o $��� Ur = {z ∈ C : |z| > 1

r
} ⊂ O�

1������ 3�:�.� ,� �� ∞ ���	� ���������� 	�$�	�� ����� 	�	�������
�������� f ���� �	 ���� ��� ���	� 	
	��� ���) 	� �� limz→∞ f(z) �
�����
��� ���	���� �
�
���) 
���� ��	� �� 
	�	
��� ���� �����	� �� ∞ �	� ����$���
��	� ��� 	������ �	��	 	
� ��� 
���������� 
���������

'��	� 
��"	���  	
����� �� 
	�	���� ���	����	 ������� 
���	���

��$��� 3�:�2� �� ∞ ���	� 	
	��� ���) 
���� ) ����$��� 	�$�	�� �����
�� 	�	������� �������� f(z) ��� �	� ���� ��� �� ���� ���	� 	��������	 	�

	��� ���) 
���� ) ����$��� 	�$�	�� ����� �� 	�	������� �������� f(1

z
)�
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�	 ������	�	 
�� �����-���	� �� �� 	���	��	 ��	� �������� f(z) ���
∞ 	�������
�-���	� �� �� �����	 
�� ���� 
������ 	�������� �	 ���� ��
f(1

z
) �� 	��������	 ������	�	 	���	��	� ��� �����
<�	 �	 �	�	��������� �� 	���	��	 ��� ∞ ���� ������ Laurent �
����

��� ������ 	��
����	 �� ������ �� ∞ 
	������� �� 	��
����	 �� ������ ��
���� ��	��)

f(
1

z
) = . . .+

an

zn
+ . . .+

a1

z
+ a0 + a−1z + a−2z

2 + . . .+ a−nz
n + . . . .

H�	
���$����� �$�	 ��� ��$ � �	�	�������� ��� ������ �����	� ����
��� ���������$� 	������� ���� � �	�	�������� ��� ∞ �����	� ���� ���
���������$� ������� ���� �� ���	� �������

,� a1 = a2 = . . . = 0) ���� ������ ��� �� ∞ ���	� 	
	��� ��� 	�$�	��
����� �

,� ak �= 0 �	� ak+1 = ak+2 = . . . = 0 ���� ���	� 
���� ���� k�
,� ak = 0 ��	 �
������ �������� ������� k ���� ���	� ����$��� 	�$�	��

������
# ������� 
�� �	 	���������� ��	 �� Res(f,∞) ����-��	� ��� 
	�	����

���������� ���	� <�	 �	 �
���������� �� �����	 ��� 	������� ������ ��
�� �
�����	���� ���	���� �
�
��� C∞ ���	"������ �� 
��(��	 �
��� ���
���	��	�	 �"	��	 S2 �� ��������	"���� 
��(���� � �� ∞ ���	"����	� ��
��� (����� 
��� N = (0, 0, 1) ��� �
���� ���-���	� 
����� �� 	������� ������
D(N, a) �� �"	��	 �� �� ���������	 �������� ,� �$�	 
��(������ ����

	�	
��� ������� ��� ���	���� �
�
��� 
����
���� �	 �����	 �� ���"��
Ur = {z ∈ C : |z| > 1

r
} ∪ {∞}� .� 	��� �� �����	 �� ��������� ���� ������

��� ������ �� ������ �� ���� �
���� �	 ������� ��� C∞ 	������� ������
�� ������ �� ∞� �� ������ ��� ���	� �� ����� �� �	�
��� C(1

r
)� '
����

 "��� �� �	�
��� ���	� ������ �� 
��� �� ���� ���	� ������ �	 �������	�
	������ �� 
��� �� ∞ 
�� ���	� ��� ��������� ��� .� (�� �	 
	�	
���
� ������� 
�� �
�������� ��� ������ �	� ��
� �
��������� ��� Residues ��
���������	 ���	� � 
	�	���� �

1������ 3�:�3� ,� f(z) 	�	������ ������� �� ������ Uρ ���-����)
Res(f,∞) = 1

2πı

∫
−∗C(0, 1

r
f(z)dz �� r < ρ�



�2> ��������� �
 �������� ����������

,
� �� 
	�	���� 
���	� "	����	� ��� �� ����������� �
����
� ���
�	� �	�� �������� ��	�� �� ���������	 ��� 
���������� ������� ���	�
	�������� ��� r�

��$��� 3�:�.� .� ��� 
	�	
��� 
���
������� ������

Res(f,∞) = −Res( 1

z2
f(

1

z
), 0).

�&�'��,��
4 ��"�	� �� �	�
��� −∗C(0, 1

r
) ���	� γ(t) = 1

r
e−ıt, t ∈ [0, 2π] �	� ��

��� ���	���	����� ζ = 1
z

= reıt) dz = − 1
ζ2dζ ������∫

−∗C(0, 1
r
)

f(z)dz = −
∫

C(0,r)

1

z2
f(

1

ζ
)dζ = −Res( 1

z2
f(

1

z
), 0).

��$��� 3�:�3� ,� ��	 ������� f ���	� 	�	������ �� ��
� �� ���"��
C − {z1, z2, . . . , zk} ���� Res(f,∞) +Res(f, z1) + . . .+Res(f, zk) = 0

�&�'��,�� ?������� 	����� ������ R $��� z1, z2, . . . , zk ∈ D(0, R) �
���
������-���	� �� ��$��	 ��� ����������$� �
����
�� �� ��� ������ ���
Res(f,∞) 
	�������

Res(f,∞) = − 1

2πı

∫
C(0,R)

f(z)dz = −(Res(f, z1)+Res(f, z2)+. . .+Res(f, zk)).

���$��#���� 3�:�2�
�� ,� f(z) . . . + a−1

z
+ a0 + . . . �� 	��
����	 Laurent �� ��������

f(z) ���� �� 	��������� �� �������� − 1
z2 f(1

z
) ���	� . . . − a−1

z
+ . . . �
���

Res(f,∞) = −a−1�
%� <�	 �	 ������� ���� ��	 ��������� 	���	��	 ��� ∞ ��� 
��
�� �	

������� ��� ������ 	�  ������� ���	� 	�	������ �� ������ Ur ��	�� ���
��������� �������� ������ �� ������ �� ����� !	� 
	�������	 	�	"������
��� ���	������� 1

ez−1
) 1

z
) tan z 
�� ���	� 	�	������� ���� ��
� ������� ����

	��� �� ∞ ��� ���	� ���������� 	�$�	�� ����� 	��� ����� ������������

����� !�� 
�$� ������� ������ �� 	�������	 
���� 2πın→ ∞) ���
������ πn→ ∞ �	� ��� ���� π

2
+ πn→ ∞.
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1� �� ∞ ���	� ����$��� 	�$�	�� ����� ��	 ���� ��� 	���	��� ���	��������
<�	 ��� ���� p

q
��	�������� ��� 
	�	���� 
���
�$����

	� ,�  ��	"��� 5D	���� q�D	���� p7 ���	� � 	������ ���� ���	� 	
	��� �
��� 	�$�	�� ������

(� ,�  
	�	
��� ��	"��� ���	� k < 0 ���� �� ∞ ���	� 
���� ���� k�
&#�	 �	 
	�	
��� 
����
���� ����	 �� �� 	�	���� ��� ������� f(1

z
)

�	� ����� �� 	���	��	� ��� ������ �� 	����

���'����� 3�:�4� F	 �	�	��������  	���	��	 ���∞ �	� �	 �
���������
�� 	��������� Residues ���� ���	�������

f1(z) =
1 + z2

1 − z2
, f2(z) = z2 sin

1

z
, f3(z) = e2z−z−1

, f4(z) = (z − 1)−2(z − 2)−2.

!������ �� �� f1 
	�	������ ��� �
����� �� ���� ��	 z → ∞ �	� ���	� 1
�
������ �� ∞ ���	� 	
	��� ��� �
��� Res(f,∞) = 0�

!������ �� �� f2 ��	 ��� �	�	������� ������ ��� �
�������
4 
�$� ���	� �	 
������ �� 	��
����	 Laurent

z2 sin
1

z
= z2(

1

z
− 1

3!z3
+

1

5!z5
+ . . . = z − 1

3!z
+

1

5!z2
− . . .

�
��� ������ 
��� ���� 1 �	� Res(f,∞) = 1
3!

= 1
6
.

4 ������ �
����� ���	� �	 ����� ���� �� �� f2(
1
z
) 
�� 	"����	� ����

	�	��$���
!������ �� �� f3 	� 
������ �� 	�������	 zn = πn

2
→ ∞ ������

f(z2n) → 1 �	� f(z2n+1) → −1 
�� ��	���� ��� ��� ∞ ���� �
����� �� ����
���� 	
����-��	� �
��� ���	� ����$��� 	�$�	�� ������ <�	 �� �����������
�
����
� �	 
����	�	 ���	� 
�� ������	� 4 ������� ���"��	�

f3(z) = e2ze−z−1

= (
+∞∑
k=0

2k

k!
zk)(

+∞∑
n=0

(−1)n

n!
z−n).

,
� ��� 
���	
�	��	��� ��� ����$� �	� ����	"���� � ���� �� ���"��
az−1 ����� �� −a ���	� �� -������� ����������� �
����
�� # �����������
a 
����
��� �	� �������	 �� ������



�2: ��������� �
 �������� ����������

+∞∑
k=0

2k

k!

(−1)(1−k)

(k − 1)!
.

!������ �� �� f4 	� 
������ �� f4(
1
z
) = z4

(z−1)2(2z−1)2
����	 
����
��� ���

�� ���� ���	� 
���� ������� ���� �
��� �	� �� ∞ �	 ���	� 
���� �������
���� ��� f(z)�

<�	 �� ����������� �
����
� �������� �� �������

h(z) =
−1

z2
f4(

1

z
) = − z2

(z − 1)2(2z − 1)2

�� ���� �� ���� 
��� ������	� ���� �
���

Res(f,∞) = [h(z)z2]′(0) = −4.

�������Residues �	� 
�	��	���� ������$�	�	
�	 �
��	�
���	 ������$�	�	 �
����� �	 	���
������ ��	 ��� �
����

����� �������� ������������ ) ������ ������������ 5�	�	������$�7 ��

�	��	����� 	������ �	� ��� �����

1��(������$� $�� ���0#�
∫ 2π

0
R(cos θ, sin θ)dθ�

,�R ���	� ��� ������� 
�� ���-��	� �� ��� �� ���	��	�� ����� x2+y2 =
1 �
������ �	 ���	���	������� �� 
	�	
��� ���������	 �� �
��	�
����
�
����� �� �	�
��� C(0, 1) �� ���� 
	�	���� ���	���	��������

z = eıθ ) dz = ıeıθdθ ) dθ = ız
z
dz)

cos θ = 1
2
(eıθ + e−ıθ) = 1

2
(z + 1

z
))

sin θ = 1
2ı

(eıθ − e−ıθ) = 1
2ı

(z − 1
z
) ) �
���  
��� �������� �������

�����	�

f(z) =
1

ız
R(

1

2

(z2 + 1)

z
,

1

2ı

(z2 − 1)

z
).

�	� �� ���������	 ���	� ���� �� 2πı
∑
Res(f, zk) �
�� zk �	 	�$�	�	 �����

	 
�� (�������	� ��� ��������� ��� ���	��	��� ������� 5#� ������� ����"��
���	� ��	 �
���� ������$����� 	
� 0 �� 2π ) �	 ��
�	���-	�� 	� ������$�
�	�� 	
� 0 �� 4π �����7



�
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���'����� 3�:�5� F	 �
���������� �	 ������$�	�	

I(n, a, b) =

∫ 2π

0

1

(a+ b cos θ)n
, J(n, a, b) =

∫ 2π

0

1

(a+ b cos2 θ)n
a > b > 0, n = 1, 2.

<�	 �� 
�$�� ���������	  
��� ��������� 	�	������ ������� 
��

����
��� 	
� ���� ���	���	������� 
�� 	�	"��	�� ���	�

f(z) =
4

ı

zn−1

(bz2 + 2az + b)n
.

# 
	�	���	���� ���� ��-�� z1 =
√

a2−b2−a
b

�	� z2 =
√

a2−b2+a
b

	
� ��� �
����
����  z1 ���	� ��� ��������� �� 
���"����	�� <�	 n = 1 �� z1 ���	� 
����

�$�� ���� �
���

I(1, a, b) = 2πıRes(f, z1) = 2πı
4

ı
.

1

2bz1 + 2a
=

4π

bz1 + a
.

��	 n = 2 ������ 
��� ������	� ���� �	� �
����

g(z) =
4z

ıb2(z − z1)2(z − z2)2

������

Res(g, z1) = (
4z

ib2(z − z2)2)
)′(z1) = − 4

ıb2
(z1 + z2)

(z1 − z2)3

�	� ������

I(2, a, b) = 2πıRes(g, z1) =
2πa

(a2 − b2)
3
2

.

<�	 �� ������� ��������	 �
������ �	 	������������ �	�� �����	 ��

�������� ��	���	��	 �	� �	 (����� �	 	�$�	�	 ����	 �	� ��-�� 
�������
��� �������� (	����� ?	 	
�"������ ���� 	����� �	�	�
���	 	� ��������
���� ���
�	 �	� �������)

cos2 θ =
1 + cos 2θ

2
, 2θ = φ φ ∈ [0, 4π], dθ =

1

2
dφ.
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,� �"	�������� ���� 
	�	
��� ���	���	������� ��� 	����� ���������	
�	� 
������ �
�  ��� �� ������������ 
���
��� �� �����������	� 	
�
[0, 4π] ���	� ��� "���� �� ���������	 	
�

[0, 2π]) 
	������� J(n, a, b) = I(n, a + b
2
, b

2
).

���'����� 3�:�8� F	 �
��������� �� ��������	
∫ 2π

0
cosn θ�

# �
��������� ��� ������$�	��� 	���� �� �� ������ ��� ����������$�
�
����
�� ��� 	
������ ��� 	
�������� �	� 
�� "���������� ���
� ����� ���
����	 
	�	���
����� 
�������� ��	 	
�� ������ �	� ��� ����� �
�����"����
�� 	��� ����� �	 �� ����������� !	� 
�	����� ���� �	� ������ ��	 �	
�������� ���  ������� ��� ����������$� �
����
�� ��� �
������ 
���	 �
�
�����-���� �� ���������	 �	� �� ���� ��� ���
�����

3	�	����

cosn θ =
1

2n
(eıθ + e−ıθ)n =

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
eıke−ı(n−k).

'
����
∫ 2π

0
eıρθdθ = 0 ��	� ρ � �������� 	���	��� ��	 �� ���������

�	� ����	"���� ���� � ����
1
2n

(
n
k

)
eıke−ı(n−k) =

(
n
k

)
ei(−n+2k) �� n = 2k 
�� ��	���� ��� ��	 n = 2k + 1


������ �� ���������	 �����-��	��
<�	 n = 2k ������$����	� ��� ��� 
	������� I2k = 1

22k

(
2k
k

)
2π�

,� 	������������ �� ������ ��� ����������$� �
����
��  �������


�� 
����
��� �� ���� ���	���	������� ���	� f(z) = (1+z2)n

ızn+1 �
��� ������
���	���� 	�$�	�� ����� �� ���� �	� 
��� ���� n+ 1� <�	 �	 	
�"������
��� �
�������� ��� ������������ �
����
�� �� �� �
�
�� �
������ �	

	�	��������� n "���� �
�����"���� ��� ��������� 	��
����	 �	� ������

f(z) =
1

ızn+1

n∑
k=0

(
n

k

)
z2k = −ı

n∑
k=0

(
n

k

)
z2k−n−1.

,� ����� �� 
	�	
��� �������	 �	� ����� Laurent � ���� a−1

z


�� �	� ����	"���� ��� 
���
��� n = 2k ���	� − ı
z

(
2k
k

)
�
��� Res(f, 0) =

−ı(2k
k

)
!�� ��� 
���
��� 
�� n = 2k + 1 �
���� � ���� 
�� �	� ����	"����

��� "	����	� ��� 	��
����	 �� �	��	 
���
��� ��� 
��
�� �	 
���� ��� ���
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�
�����) �
�� ��� ���
�����(	�� ���� ���(������ ��� ��� 0
z
� �	 �
����
	


����
���� ����	�

��$��� 3�:�4� ,� ���������� λ ≥ 0) n(λ) = 0 ��	� λ = 0) n(λ) = 1
��	� λ > 0) 
���$���	 p, q �����	 $��� 1 + n(λ)6(	���� XqY� (	���� XpY≥ 2
�	� �� q(z) �	 �� ���� ��-	 ��� 
�	��	���� �����	 ����  �������

F (z) = e−ıλz p(z)

zq(z)
− p(0)

q(0)z

���� 	
	��� �� 	���	��	 ��� ���� �	� ������

lim
r→+∞

∫ r

−r

F (x)dx =
p(0)

q(0)
πı + 2πı

∑
k

Res(e−ıλz p(z)

zq(z)
, zk),

�
�� zk ���	� �� 
���� 
�� 	������ ��� ��� ���
�
��� 5Imz > 07�

β

α

z1

z2

zp

r-r

!���	 2�2@

�&�'��,��

,� f(z) = e−ıλz p(z)

zq(z)
�� ���� ���	� 
���� 
�$�� ���� ��	� p(0) �= 0

�	� 	
	��� ��� ��	� p(0) = 0) �
��� �� 	��������� ����������� �
����
�

���	�
p(0)

q(0)
�	� �� ����� �����

p(0)

q(0)z
� ,� 	
� �� ������� f 	"	�������� ��



�9% ��������� �
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����� ����� �� ��� ���� 
����
��� �� ��	�� �� ����� 
�� 
��"	�$� ����
�� 	��� 	
	��� �� 	���	��	 �	� �	���-��	� �� �� ������� F �

I�����-��	��� �� �������	 ��� �
����� r0 > 0 $��� ��	 ���� |z| ≥ r0 �	
�������

|p(z)|
|q(z)| ≤

M1

|z|k ) k = (	���� XqY� (	���� XpY �	� |eıλz| = e−λr sin θ ≤ M2

|z| ��	�

λ > 0�
,� �� ���������� �	� ���	� ������ ���� �� (�� ��� �
������� �� 
���	��

��	 ���� |z| ≥ r0 ������ ���� �� ���"�� |f(z)| ≤ M

|z|m �� m ≥ 2�

?������� �$�	 �	������ r > r0 $��� � ������ D(0, r) �	 ��������(��
����� ���� 
����� �� �������� f 
�� 
��������	� ��� ��� ���
�
��� �
?������� �
��� �� �	�
�� γ = α+∗β �
�� α = [−r, r] �	� β(t) = reıt, t ∈
[0, π] ���"��	 �	 �� 
	�	
��� ����	� ,
� �� ��$��	 ��� ����������$�
�
����
�� ������

∫
γ

F (z)dz = 2πı
∑

Res(F, zk) = 2πı
∑

Res(f, zk)

�
�� zk ���	� �� 
���� ��� ��� ���
�
�����
'
���

|
∫

β

f(z)dz| ≤ |
∫

β

M

rm
|)|dz|| =

2πM

rm−1

�
���

lim
r→+∞

∫
β

f(z)dz = 0,

lim
r→+∞

∫
β

F (z)dz = lim
r→+∞

∫
β

− p(0)

q(0)z
dz = −p(0)

q(0)

∫ π

0

1

reıt
ıreıtdt = −p(0)

q(0)
πı

�	� ������

2πı
∑

Res(f, zk) = lim
r→+∞

∫ r

−r

F (x)dx+ lim
r→+∞

∫
β

F (z)dz.

.	� 	
������  	
����� �� ������	� ��� ��� 	����$� ��������$��
!������ �� ��� 
�$�� ���������) 	� k  ��	"��� ��� (	��$� ��� 
���������
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p(z) = anz
n + . . . + a0 �	� q(z) = bn+kz

n+k + . . . + b0) �
���� ��	 z → ∞
)
zkp(z)

q(z)
→ an

bn+k
�= 0)  ������� ���	� "�	���� �� 
������ ��� 	
�����

��	��)
|z|k|p(z)|
|q(z)| ≤M � ������	�	

|p(z)|
|q(z)| ≤

M

|z|k ��	 |z| > r0�

# H������� ���������� 
����
��� 	
� �� 
	�	���� �����$���� ?�$��	�

!������ 3�:�8� 5K���	 Jordan7�

,� 0 ≤ a ≤ b ≤ π �	� λ > 0 ����
∫ b

a
e−λ sin tdt ≤ π

λ
�

� �&�'��,�� '
����  ������ 
	������� �� �������� sin t− 2
π
t ���	�

	������ ��� ��������� ��� ��	����	��� [0, π
2
] 	
�������	� �	 ���� ��������

��� ��������� ��� �	� �
������ sin t− 2
π
t ≥ 0 ��� 
	�	
��� ������	� C����

��
��$��	� �� 
	�	
��� 	������	 ������

∫ b

a

e−λ sin tdt ≤
∫ π

0

e−λ sin tdt = 2

∫ π
2

0

e−λ sin tdt ≤
∫ π

2

0

e
−2λt

π dt =
π

λ
(1−e−λ) ≤ π

λ
.

��$��� 3�:�5� ,�
p1

p2
��� ������� ����� 
�	��	������ 
����� �� (	�

���� Xp2Y� (	���� Xp1Y≥ 2
���� ∫ +∞

−∞

p1(x)

p2(x)
dx =

∑
k

Res(
p1

p2

, zk)

�
�� zk ���	� �� 
���� 
�� 	������ ��� ��� ���
�
����

4 
	�	
��� 
���	� 	
������ �� ������ 
���
��� �� 
���	�� 2�:�9 ��	
q = p2, p1 = zp �	� λ = 0�

,
� �� ��$��	 	�	������� �
���	�� ��� Riemann ��� 	� ��	 �������
���	� 	�	������ �� ��	 	������ ������ ���
�� �� ��
��� ����� �	� �
��������
�	� �����$� ��� ����� 	��� ����  �
���	� ���	� �	� 	�	������� �� �����
�� ��$��	 
�� �����	� ���	� �� �����	� ��� �����$��� 
���
��� 
�� 	���
����	�� ���
	 �� ������ **���-��	�++ 	
� �� ����� ��	� �	�
��� ��� �
���
 ������� �
��������	� �����$�� !�� 
���
��� 
�� �� ����� (������	�
�
��� �� �����	 ������ ������ 	
���� �� �� �
����� ��$��	�
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��$��� 3�:�8� ,�
p1

p2
��� ������� ����� 
�	��	������ 
����� �� (	�

���� Xp2Y� (	���� Xp1Y ≥ 1 �	� λ > 0 ����

∫ +∞

−∞
eıλx p1(x)

p2(x)
dx = 2πı

∑
k

Res
(
eıλz p1(z)

p2(z)
, zk

)

�
�� zk ���	� �� 
���� 
�� 	������ ��� ��� ���
�
���� ,� �
�
���� �	

���$���	 ����� 
�	��	������ ����������� 
	������	� �	 
�	��	���� �	�
"	��	����� ��� ������

∫ +∞

−∞

cos(λx)p1(x)

p2(x)
dx = −2πIm

∑
k

Res
(eıλzp1(z)

p2(z)
, zk

)

�	� ∫ +∞

−∞

sin(λx)p1(x)

p2(x)
dx = 2πRe

∑
k

Res
(eıλzp1(z)

p2(z)
, zk

)
.

4 
	�	
��� 
���	� 	
������ �� ������ 
���
��� �� 
���	�� 2�:�9 ��	
q = p2, p1 = zp �	� λ > 0

���$#���� 3�:�.� ,� ��� 	����� 
���	� �	 
���$���	 p, q �����

�	��	������ ����������� �	� 
������ �	 "	��	����� ��� ��� ���
��	��	
������

∫ +∞

−∞

sin(λx)p(x)

xq(x)
dx = π + 2πRe

∑
k

Res(
eıλzp(z)

zq(z)
, zk)

�
�� zk ���	� �� 
���� 
�� 	������ ��� ��� ���
�
��� �	� ��� ������ 
���
���

�� p = 1, q = 1, λ = 1 
�� ��� ������ 
����� ��� ��� ���
�
��� 
����
���
�� ������ ���������	 ∫ +∞

−∞

sin(x)

x
dx = π.

���'����� 3�:�:� F	 �
��������� �� ��������	∫ +∞
−∞

1

(x4 + 1)(x2 + 1)2
dx.
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,
� �� ��� �� z4 + 1 = 0 
����
���� �� ��-�� zk = eı
(π+2kπ)

4 , k =
0, 1, 2, 3� ,
� 	���� ���� �� z0, z1 
��������	� ��� ��� ���
�
��� � #� 
	�	�

��� ��-�� ���	� 	
��� 
���� �
���

Res(f, zk) =
1

((z4 + 1)(z2 + 1)2)′(zk)
�

4 
	������� ��� 
	�	���	��� ���	� 4z3(z4 +1+2z2)+((z2 +1)2)′(z4 +1)

�	� ��� ����� zk 
	����� �� ���� −8zk �
��� Res(f, zk) = − 1

8zk
= − z̄k

8
�

K	�(�����	� �
�  ���

z0 = e
ıπ
4 =

√
2

2
+ ı

√
2

2
�	� z1 = e

3ıπ
4 = ız0 
	�������

Res(f, z0) =
−1

8
(

√
2

2
− ı

√
2

2
) �	� Res(f, z1) =

−1

8
(
−√

2

2
− ı

√
2

2
).

,
� �� ��� �� ������� z2 + 1 = 0 ����  ��-	 ı (������	� ��� ���
���
�
��� �	� �
���� 	
������ 
��� ������	� ���� �� ������� ������

Res(f, i) = (
1

(z4 + 1)(z + ı)2
)′(ı) = − ı

2
.

������  ���� ��� ������$�	��� ���	�

2πı(Re(f, z0) +Re(f, z1) +Res(f, i)) =
1

2
−

√
2

4
.

���'����� 3�:�;� F	 �
��������� �� ���������	 I =
∫ ∞
0

x sin x

x2 + 1
dx�

'
����  �
� �������� ������� ���	� ����	 ������

I =
1

2

∫ ∞

−∞

xsinx

x2 + 1
dx =

1

2
Re

∫ ∞

−∞

xeıx

x2 + 1
dx.

4 �������
eız

1 + z2
���� ��� ��� ���
�
��� ���	���� 	�$�	�� �����

�� ı �	� 
��� 
�$�� ���� �
��� Res(
zeız

1 + z2
, ı) = πıe−1 � '
���� ��	 ��

������� 
������	� �� 
���
������� �� 
��������� 
���	�� ������



�9> ��������� �
 �������� ����������

∫ ∞

−∞

xeıx

x2 + 1
dx = πe−1 �
��� I =

πe−1

2
�

���'����� 3�:�-<� F	 �
���������� �	 ������$�	�	∫ +∞
−∞

sin x

x(x2 + 1)
dx)

∫ +∞
−∞

cosx− 1

x(x2 + 1)
dx�

!��"��	 �� �� 
���	� 2�:�9 ������

lim
r→+∞

(
eıx

x(x2 + 1)
− 1

x
)dx = πı+ 2πıRes(

eız

z(z2 + 1)
, ı) = πı− πıe−1.

,
� �	 "	��	����� ��� 
	�������
∫ +∞

−∞

sin x

x(x2 + 1)
dx = π − πe−1.

�	� 	
� �	 
�	��	���� ��� �� ������� ���������	 �����-��	� ���� 
�� ��	�
	�	�������� �
����  ������� ���	� 
�������

?	 ����������� �� ��������� ��	����� 
���
�$���� �"	������ ��� ����������$�
�
����
�� ���� �
�������� 
�	��	���$� ������������ �� �� ��	"��� ���
���� 	
�������� �	� �	 ���	��� �������� ��
�������� ��� ���� ���������
	�������$� ������� ��	 ��� �
�������� ���������� ������

���'����� 3�:�--� F	 �
���������� �	 ������$�	�	
∫ +∞
0

cos t2dt �	�∫ +∞
0

cos t2dt�
54 �
	��� ���� �������	� ������ 	
� �� 
�	��	���� 	����� 
�� ���	�

������ �	� ������$�	�	 Fresnel�7
?������� �� ������� �	�
�� γR = [0, R]+CR +[Re

ıπ
4 , 0] �
�� CR(t) =

Reıt, t ∈ [0, π
4
]�

,� f(z) = eız2
������

∫
γR
f(z)dz = 0. '
��� ������

|
∫

CR

f(z)dz| = |
∫ π

4

0

eıR2e2ıt

ıRdt| ≤
∫ π

4

0

e−R2 sin(2t)Rdt.

,
� �� ����	 Jordan 
����
��� ��� ��	 R → +∞ �� ���� �� ������	�	�

�����	� �����-��	��



�
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�� ���������	 �
����� ��� ����������� ����	��� [Re
ıπ
4 , 0] 	� �������

z = te
ıπ
4 ) dz = e

ıπ
4 dt �����	�

∫ 0

R
e

ıπ
4 e−t2dt. ,
� ��� 
���������� ������� ��	

R → +∞ 
����
���

0 =

∫ +∞

0

eıt2 − e
ıπ
4

∫ +∞

0

e−t2dx.

K	�(�����	� �
�  �� ������ ���������	 
��	����	� I =
∫ +∞
0

e−t2dt =√
π

2
�	� 
	������	� �	 
�	��	���� �	� "	��	����� ��� ��� 
��������

�����	 ������ ���  ���� �	� ��� ��� -�������� ������������ ���	�
1

2

√
π

2
�

���$#���� 3�:�3� �� ���������	 
��	����	� I 
�� ������
����	��
���	� 	
� �	 (	�������	 �� �����	 
��	������� �	� �
������ 	������ ���
��
�
��������� ��� ��� 
�	��	���� 	����� �� 
�� 
���"��� �� ������ ��
�$�
������������ �� ���� 
����$� ������	������� .���� ��� 	���� ��� 	�$�	

����� 
�����	� ��� ��� �
���� �	 �
������ �� �� ������ ��� ����������$�
�
����
��� !� �������	 (����	� 	������ ���
��� &'�	� 	
� 	����� 
	������-��
�	� ��� (�(��� ��� 	�������� �	���� �	� 	�	
����� ��� "���� F����
H	���	 
�� �	� �"��� ������ H��� ���� ��	 �������	 ��	 ��� ���
� ��	 �	
������ ���� �� ����	"���� ��
���� �	 	�	������� ��	 
�� 	�	������ 	
�����
��� (�(���) 'F, 'I!,<Q<I3# .,?4., !�I! .I<,HI3'! !EF,Z�4�
!'I!)University studio press.

<�	 ��� �
�������� �
������	�  	�	������ ������� 
eız2

sin πz
�	� ��


����� 
���	�	��������� 
	�	������	��� [−R−1
2
ıR,−R+1

2
ıR,R+1

2
ıR,R−

1
2
ıR].
4 ������� ��� ��������� �� �	�
��� ���� �� ���� ���	���� 	�$�	��

����� �	� 
��� 
�$�� ���� �	� �� ����������� �
����
� ���	� π−1 �
���
�� �
��	�
���� ���������	 ���	� 2ı� <�	 R → +∞ �����-���	� �	� �	 ���
������$�	�	 �
����� ��� ���-������ 
����$� ��� 
	�	����������� �	�

�� �������	 ��� ��� �
����
�� �����	�
2ıI√
π
.

��$��� 3�:�:� ?������� ��� ������� f ����� 
�	��	������ � 	���
������ 
����� �	� �� 	���	�� 
�	��	���� 	����� λ ������ $��� |z|λ+1|f(z)| →
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0 ��	� z → 0 �	� ��	� z → ∞ 50 < λ+ 1 < (	���� 	������ − (	���� 
	�	�
���	��� 7�

'
��� �������� ��� ��	�� ��� ���	������ L(z) = Log|z| + ıArgL(z)
�� 0 < ArgL(z) < 2π �	� ��� 	��������� ����� �� ���	�� zw) ��	��
(z)w

L = ewL(z)�
.� ��� 
	�	
��� 
���
������� ������

I =

∫ +∞

0

xλf(x)dx = −πe
−ıπλ

sin πλ

∑
n

Res(zλ
Lf(z), pn)

�
�� pn ���	� �� 
���� �� ���������

!���	 2�9@

�&�'��,��
?������� ��� �	�
���� Γ1 = Γ1(R, θ),Γ2 = Γ2(R, r, θ),Γ3 = Γ3(R, r, θ),Γ4 =

Γ4(r, θ) �
�� ��� 
	�	
��� ����	 �	� Γ = Γ1+Γ2−Γ3−Γ4� ?������� �
���
	����� �����	 R �	� 	����� ����� r, θ $��� ���� �� 
���� �� �������� f



�
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�	 (�������	� ��� ��������� �� �������� �	�
��� Γ� ,
� �� ��$��	 ���
����������$� �
����
�� ������∫

Γ
zλ

Lf(z)dz = 2πı
∑

nRes(z
λ
Lf(z), pn)�

,
� �� ����

|I2| = |
∫

Γ2

zλ
Lf(z)dz| ≤

∫
Γ2

|z|λ|f(z)||dz| ≤

max
|z|=R

|z|λ|f(z)|m(Γ2) ≤ 2πmax
|z|=R

|z|λ+1|f(z)| → 0 ��	� rightarrow + ∞.

� 
����
��� ��� ��	 ε > 0 ������ |I2| < ε
4
��	 ���� R > R0 5
���������

	���7 	���	������ �� �
������ ��� θ� ,����� ���� 	
���������	� ��	 ��
I4 =

∫
Γ4
zλ

Lf(z)dz → 0 ��	� r → 0 �
��� |I4| < ε
4
��	 ���� r < r0 	���	������

θ�
!������ �� �� ���� ��� I1 =

∫
Γ1
zλ

Lf(z)dz ��	 θ → 0 �
���� 
�������
-���� ��� ������ ������	 	
� �	 
��� 	
� �� �
����� ��� �����	��� ������
ArgL(z) → 0) L(z) → Logx) zλ

L = |z|λeıλArgL(z) → xλ �	� ������

I1 =

∫
Γ1(R,r,θ)

zλ
Lf(z)dz →

∫ R

r

xλf(x)dx = I(R, r).

!������ �� �� ���� ��� I3 =
∫
Γ3
zλ

Lf(z)dz ��	 θ → 0 �
���� 
������-����
��� ������ ������	 	
� �	 ���� ������ ArgL(z) → 2π) L(z) → Logx+ 2π)
zλ

L = |z|λeıλArgL(z) → xλe2πıλ �	� ������

I3 =

∫
Γ3(R,r,θ)

zλ
Lf(z)dz →

∫ R

r

xλe2πıλf(x)dx = e2πıλI(R, r).

,
� ��� 
���������� ������� 
����
��� ��� ��	 ���� ε > 0, R > R0, r < r0
�	� �	������ theta ��	��$���� 	
� �	 
��������	 ����� ������

|I1 + I2 − I3 + I4 − I(R, r) + e2πıλI(R, r)| < ε

�

|2πı
∑

n

Res(zλ
Lf(z), pn) − I(R, r) + e2πıλI(R, r)| < ε



�>; ��������� �
 �������� ����������

��	 ���� R > R0, r < r0 �	� ������

(1 − e2πıλ)I = lim
R→+∞,r→0

(1 − e2πıλ)I(R, r) = 2πı
∑

n

Res(zλ
Lf(z), pn)

���'����� 3�:�-2� F	 �
��������� �� ���������	 I =
∫ +∞
0

xλ

x2 + 1
dx

��	 � 	���	�� λ �� −1λ < 1�

3	�	����

I =
πe−πıλ

sin πλ

(
Res(

zλ
L

z2 + 1
, ı) +Res(

zλ
L

z2 + 1
,−ı)

)
=

πeπıλ

sin πλ
(
(ı)λ

L

2ı
+

(−ı)λ
L

−2ı
)).

'
����

(−ı)λ
L = eλL(−ı) = eλ(Log|−ı|+ıArgL(−ı)) = e

ıλ3π
2 �	�(−ı)λ

L = e
ıλπ
2

������

I = (
e

−λπı
2

2ı
− e

λπı
2

2ı
)

π

sin πλ
=

π

(cos(π
2
)
.

��$��� 3�:�;� ?������� ��� ������� f =
p

q
����� 
�	��	������ �

	�������� 
����� �� (	�����[q]� (	�����[p] ≥ 2
'
��� �������� ��� ��	�� ��� ���	������ L(z) = Log|z| + ıArgL(z) ��

0 < ArgL(z) < 2π�
.� ��� 
	�	
��� 
���
������� ������

I =

∫ +∞

0

f(x)dx = −
∑

n

Res(L(z)f(z), pn)

�
�� pn ���	� �� 
���� �� ���������

<�	 �� 	
����� 	���������� �� ��	���	��	 �� 
��������� 
���	��
����$��	� �
����� �� �	�
��� Γ ��� 
���������� ����	��� �� 	�	���
���� ������� L(z)f(z)



�
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���'����� 3�:�-.� F	 �
��������� �� ���������	
∫ +∞
0

1
x3+1

dx�

?������� ���"��	 �� �� 
�������� 
���	� �� �������
L(z)

z3 + 1

�� ���� �� 	
���� 
����� �	 ����	 zk �
��

z1 = e
ıπ
3 =

1

2
+

√
3

2
, z2 = −1, z3 = e

5ıπ
3 =

1

2
+

√
3

2
�	� 	��������	

����������� �
����
	
L(zk)

3z2
k

= −zkL(zk)

3
�
���

∫ +∞

0

1

x3 + 1
dx =

∑
k

zkL(zk)

3
�

,����	����$��	� L(z1) = L(e
ıπ
3 ) =

π

3
, L(z2) = L(−1) = π, L(z3) = L(e

5ıπ
3 ) =

5ıπ

3

����
��� ���  ���� ��� ������$�	��� ���	� �� ��

2π
√

3

3
�

.� �� 
	�	���� 
���	� �	� �����	�  ���	����	 ��	 �"	����� ��� ����������$�
�
����
�� ���� �
�������� ��� 	������	��� ����$��

��$��� 3�:�-<� ,� f �������" ������� �� 
�
��	����� 
����� 
���
�� z1, z2, . . . zk �� limz→∞ zf(z) = 0 ���� �������

lim
N→+∞

N∑
n �=zi,n=−N

f(n) = −
∑

i

Res(πf(z)
cos πz

sin πz
, zi)

lim
N→+∞

N∑
n �=zi,n=−N

(−1)nf(n) = −
∑

i

Res(πf(z)
1

sin πz
, zi)

���$#���� 3�:�4� 4 �
����� ��� ���	�������
cosπz

sin πz
)

1

sin πz
�"�����	�)

�
�� �	 "	��� ��� 	
�����) ��� ����������� �	 ����� 	�$�	�	 ����	
	
���������� 	���	���� 	������� �	� 	
���� 
����� ����� �
����� �������

Res(
cosπz

sin πz
, n) = 1 �	� Res(

1

sin πz
, n) = (−1)n�

?	 	�	�������� �� ��	��	 �� 
	�	
��� 
���	�� ��� ������ 
���
���

�� f(z) = 1

z2k ) k "������ 	������ ���� �
�������� 	���������� �� ���"��
+∞∑
n=1

1

n2k
�	�

+∞∑
n=1

(−1)n

n2k
� 4 ���	����	 �
��������� 	���������� �� 
	�	
���
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���"�� ��	����	� 	
� **�� �
����� �	� �� �������� �	� ++ �	 �
�����-���� ��
�
	������ ���
� ����� ��� 	�	
�������� Laurent ��� ���	������� cos πz

sinπz
)

1

sin πz
��� ����� '
���� �� 
	�	
��� ���	������� ���	� 
������� ���"���	�

�� 	�	
����	�	 Laurent �� ���"��

cosπz

sin πz
=
a−1

z
+ a1z + a3z

2 + . . . ,
1

sin πz
=
b−1

z
+ b1z + b3z

3 + . . .

�
���

1

z2k

cos πz

sin πz
=

a−1

z2k+1
+ . . .+

a2k−1

z
+ . . . ,

1

z2k

1

sin πz
=

b−1

z2k+1
+ . . .+

b2k−1

z
+ . . .

�	� �
������

a2k−1 = Res(
1

z2k

cos πz

sin πz
, 0), b2k−1 = Res(

1

z2k

1

sin πz
, 0).

!�����-���	� �� 
	�	
��� ���� �� �� 	����� 
���	� ������

+∞∑
n=1

1

n2k
= −π

2
a2k−1 �	�

+∞∑
n=1

(−1)n

n2k
= −π

2
b2k−1.

<�	 ��� �
�������� ��� 	�	
����	���
1

sinw
=
x−1

w
+ x1w + x3w3 + . . .

��� �	� ��� ��� ����� ���� �������

1 = (w − w2

2
+
w3

6
+ . . .)(x−1 + x1w + x3w3 + . . .) =

x−1 + w2(x1 − x−1

6
) + w3(x3 − x1

6
+
x−1

120
) + . . .

�
���

x−1 = 1, x1 =
1

6
, x3 =

7

360
,

1

sinπz
=

1

πz
+
πz

6
+

7π3z3

360
+ . . .

�	� ������
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+∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −π

2

12
�	�

+∞∑
n=1

(−1)n

n4
= −7π4

720
.

#�����

cosw

sinw
= (1 − w2

2
+
w4

24
+ . . .)(

1

w
+
w

6
+

7w3

360
+ . . .) =

1

w
− w

3
− w3

45
+ . . .

�
���
cosπz

sin πz
=

1

πz
− πz

3
− π3z3

45
+ . . .

�	� ������
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
,

+∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
.

�&�'��,� $�� &��$���� 3�:�-<�
<�	 ���� 	���	�� N �������� � ������ 
���	�	�������� ����	������

�	�
�� CN �� ����"�� ±(N + 1
2
) ± ı(N + 1

2
) .� 	
���� �
���������� �

	�	��$��� �
���� �	 	
������� ���
| cosπz|
| sin πz| < 2 '
��� �
��� ��� �����

������ |z| > N �
��� ��	 	����� �����	 N ������ |z| > N + 1
2

=
μ(CN)

8
�
���

��	 N → +∞ ������

|
∫

CN

f(z)π
cos πz

sin πz
dz| ≤ 2πmax

CN

|f(z)|μ(CN) ≤ 16πmax
CN

|zf(z)| → 0.

,
� �� ��$��	 ��� ����������$� �
����
�� ������

∫
CN

f(z)π
cos πz

sin πz
dz = 2πı(

N∑
n �=zi,n=−N

Res(f(z)π
cos πz

sin πz
, n)+

∑
i

Res(f(z)π
cos πz

sin πz
, i)) =

2πı(
N∑

n �=zi,n=−N

f(n) +
∑

i

Res(f(z)π
cos πz

sin πz
, zi))



�>2 ��������� �
 �������� ����������

K	�(�����	� �
�  ��� �����-��	� �� ���� ��	 N → +∞ 
	������� ��
-������ �����

!������ �� �� ������� ������ �� 
���	��) 	
� �� ����
1

sin2 πz
=

1 +
cos2 πz

sin2 πz

����
���  	������	 1

| sin πz| <
√

5� !� �������	 	����������


���� �� ��	���	��	 �� 	
������ ��� 
���������� ��������

���'����� 3�:�-3� F	 �
���������� �	 	�����	�	 S1 =
+∞∑
n=0

1

n2 + 4
)

S2 =
∑+∞

n=0

(−1)n

n2 + 4
�

'
����  �������
cosπz

(z2 + 1) sin πz
���� 	
���� 
����� �	 ����	 z1 =

2ı, z2 = −2ı ������

2S1−1

4
=

+∞∑
n=−∞

1

n2 + 1
= −π

∑
k

Res(
cos πz

(z2 + 1) sinπz
, zk) = −π

∑
k

cosπzk

(2zk) sin πzk

������

2S2−1

4
=

+∞∑
n=−∞

(−1)n

n2 + 1
= −π

∑
k

Res(
1

(z2 + 1) sinπz
, zk) = −π

∑
k

1

(2zk) sin πzk

K	�(�����	� �
�  ���

cosπz1 = cos 2πı =
e−2π + e2π

2
= cos πz2, sin πz1 = sin 2πı =

e−2π − e2π

2ı
= − sin πz2

���� �� 	����	����	� 
	�������

S1 =
π(e2π + e−2π)

4(e2π − e−2π)
+

1

8
�	� S2 =

π

2(e2π − e−2π)
+

1

8
.



�
!
 ������������ ���������� ��� RESIDUES �>9

'�6�� 1 ������7� 2��
��"��� '�6�� ��� '�6�� ���

� ��������
� ������ �	$#�

,� �
	�	��(���� �� ��	��
��� �����
!������� 3�:�- ?������� ������� f 	�	������ �� ������� �	������

Δ[z0, r, R] )
γ1(t) = z0 + reıt γ2(t) = z0 +Reıt t ∈ [0, 2π]�
.� ��� 
	�	
��� 
���
������� ��������
��

∫
γ1
f(z)dz =

∫
γ2
f(z)dz

%�,� a ��������� ����� ��� �	������� ����

f(a) = 1
2πı

∫
γ2

f(z)
z−a

dz − 1
2πı

∫
γ2

f(z)
z−a

dz�
!������ 3�:�2� ,� ��	 ������� ���	� 	�	������ �� �	������ ����

	�	
�����	� �� ����� Laurent�
?	 	
��������� 
�$�	 �� ������� ����$��	� 	���� �� 
�$���

�&�'��,� ��"�#��$�� 3�:�2� '"����  ������� f(z) 	�	
�����	� ��
����� Laurent

∑+∞
n=−∞ an(z−z0)n ���� �
�� ���	�� ��������� ��������"	 ���

���
	�� �
������	 ��� �	������� �� �	� �� 	�	
����� �� ���	� ���	����
�
�� ������ 	
������� �� 
��������� ���"��� ?������� �$�	 �� ����
��� 
���������� ?�����	���

f(z) =
1

2πı

∫
γ2

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πı

∫
γ2

f(ζ)

ζ − z
dζ.

�"	���-���	� 
���� �� ��	���	��	 
�� 	��������	�� ��� ������ 
���
���

�� 	"������ ����� �	� ���	�������� ������

1

2πı

∫
γ2

f(ζ)

ζ − a
dζ =

+∞∑
n=0

an(z − z0)
nmean =

1

2πı

∫
γ2

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

,������$��	� 	����� ��	���	��	 	�	
������	� �� ����� Laurent �� ����
��� z0 �� ������� 1/(ζ−z) ��� ��������� ��� ������ ������ 	���
��$��	�
�� 	������	 (|ζ − z0|/|z − z0|) < 1 �	� �� 	������ 	��
����	 
�� ������
�$��� �� 
��������� ���"�� �	�	������� ��� 	��
����	 Laurent

− 1

2πı

∫
γ2

f(ζ)

ζ − z
dζ =

−∞∑
n=−1

an(z − z0)
n��an =

∫
γ2

f(z)

(z − z0)n+1
dz.



�>> ��������� �
 �������� ����������

�&�'��,� ��"�#��$�� 3�:�-�
H������ 
�$�	 ��	� 	
�� ���
� 	
������ 	��� �� �������	 �	 �$�����

�	� ��	� ������� ��	 �	 	�	�������� ��	 ���	���� ��	����� ���	 
�� �
�����
��� ��	���	��	 ��� ,� ������ ��	 ������� f(z) 	�	������ �� �������
�	������ ��	�� �� 	������ ������ O 
�� ��� 
������� �
������ �	 ��������
�� O 	������ �	������ Δ(z0, r1, R1) �� r1 < r < R < R1� 0����	�� �
����
� �������� �	������� ���	� ���
	��� ������  	
���	�� ��� 	
� �� �������
������ C − O ���	� ������� 	������ � +∞ �
��� �
������ �	 ������� r1 =
r − ε) R1 = R + ε �
�� ε ���	� ������� ���������� �� 	
���	���

.� �	 
	�	
��� �������	 �������� ����� a ��� ��������� ��� ��������
������) ��� ��������� �� 	��� �� z0 
�� ������� ��� �	������ ��	 ������	��	
����	�	 [z1, w1] �	� [z2, w2]

�	 
	�	
��� ������	��	 ����	�	 ����-��� �� �	������ �� ��� ���������
���� 0	�	������ ��� �� ������ ��� ���� ������ 
�������	� �� ��
����
�������� �	������ �
��� �� ���������	 	�	������� �������� ��� �	������
�
����� �� �	�
���

[z1, w1] + [w2, z2]6z2z1� �����-��	��
#����� �	� �
����� �� �	�
��� [z2, w2] + w2w1 + [w1, z1]6z1z2�
5#� �	�
���� �	� ���� ��� 
���
�$���� ��������	� 
���	�	���������� �	��

�� ������ "���7�
?������� �� ������� (f(z) − f(a))/(z − a) 
�� �
�� ���	�� �
���

�������	� 	�	������ ��� ����� a �	� �� ������$����� �
��� ���� ���
�	�
����� ,� 	��������� �	 ������$�	�	 �
��� ��	 ������	��	 ����	�
�	 	����	�	������	� �	� ������ 
����
��� �� 
	�	
��� ?�$��	 �

���$��� �&�'��,� $�% !�"�#��$�� 3�:�- �� �%��$��� �����*)
��

H�	����-���� �	 ��	����	�	 [r, R] �	� [−π, π] �� ��	 ��	����	�	 �� ���
��	�������� r = s0 < s1 < . . . sn = R �	� −π = t0 < t1 < . . . tn = π
	��������	�

,� Γ(s, t) = z0 + seıt : (s, t) ∈ [r, R] × [−π, π]) �������� ��� �	�
����
γ̃k(t) = Γ(sk, t), k = 0, 1, . . . , n� ,� ��	��������� ��� γ̃0 �	� γ̃1 �	� �� �������	
�����$����� �	 ����	 γ̃0(tk) �	� γ̃1(tk) �� �� 	��������	 ������	��	 ����	�	
�	�	�����-���� ��� �	�
���� γ1k, k = 1, 2, . . . n �
��

γ̃1k = γ̃1|[tk, tk+1] +∗ [γ̃1(tk+1, γ̃0(tk+1)] −∗ γ̃0|[tk, tk+1] +∗ [γ̃0(tk), γ̃1(tk)].



�
!
 ������������ ���������� ��� RESIDUES �>A

,� ��	 ������� ������$���	� �
��� �� ���� ��� �	�
���� γ̃1k �	� 	�
��������� �	 ������$�	�	 �
���� ���� ������	��� ����	 ���������� ���
"���� ��� ��������� �� 	�������� �	����������) ����� �������� ���� ����
�
���)

n∑
k=1

∫
γ̃1k

f(z)dz =

∫
γ̃1

f(z)dz −
∫

γ̃0

f(z)dz.

'
���� � �������� �	������� ���	� ���
	��� �	� �� ���
������ ��� 
�����
������� ������� �	� ���� 
��� ��� �	������  	
���	�� ���� ���	� ������� ,�
a  
	�	
��� 	
���	� �
���� �� 
���� ������� �� �������� �������� Γ
���	� ���
	��� �	 ���	� ��������"	 ������� �
��� ��	 ε = a

4
�
����� δ > 0

������ $���
|Γ(s, t) − Γ(s∗, t∗)| < a

4
��	� |s− s∗| < δ �	�|t− t∗| < δ�

,� 
������ ��� 	������ ��	�������� �� ��
����	 �������� ��� δ 5sk+1 −
sk < δ, tk+1 − tk < δ7 ���� � 	�	��$��� 
��� �����	 �
���� �	 	
������� ���
� ������ �� ������ γ̃1(tk) �	� 	����	

a
2

��������� ��� ��������� ��� 
�� ��

����� �� �	�
��� γ̃1k �	� ��� �� ��������� ��� 
�������	� ��� 
���� �������
�� 	�	������� �������� � '
���� � 	������� ������ ���	� ������ ��
��
������

∫
γ̃1k
f(z)dz = 0� ,����-���	� �	� �	�(�����	� �
�  ��� 
���������

��
� ��� 	������	��� 
	�������∫
γ̃1
f(z)dz =

∫
γ̃0
f(z)dz� !�����-���	� �
	������ 	
���������� ���

∫
γ1

f(z)dz =

∫
γ̃0

f(z)dz =

∫
γ̃1

f(z)dz = . . .

∫
γ̃n

f(z)dz =

∫
γ2

f(z)dz.

���$#���� 3�:�5� 0	�	��$��	� 
��������� �� ��	���	��	 �� 	
������
� ��	
���$����� ��� 	� �� ���� s 	�������������� �� �	�
�� γs(t) = Γ(s, t)
 
	�	
��� ���������	 
������"�� �� ��	���	��	 �� �������� ���	���"���
��� 
�$��� ������ ��� ������� ����� �	 ��"���� ���� �� ��	 ����� 	
� ��
	������ ������� !� "����� �������	 �� ������� ������ s  	����� �	�
��
���� ���	���	������ ��� γs�

#�� �� ������� 
������"��	� 
����� 	
� �� ������� Γ(s, t)� �� ���
��	��
�� �	� ���	� ��� �� �
��	�
���� ���������	 
	�	����� 	�	�������) ��	��

	�	����� ��	���� �
����� ���� ��� �	�
���� γs� ,� �
����������� ��	
��	����� ���� ��� 
	�	
��� ���	���� 
	������	� ��� ������� 	��� ������	



�>: ��������� �
 �������� ����������

������ ���	���"�� ������$� �	�
����  
�������� ��	���	��	 �"	���-��
�	� ����� ��
���	�

!������ 3�:�:� ?������� ���������	 ������$� �	�
���� γs(t)) s ∈ [a, b], t ∈
[c, d] �����	 $���  ������� Γ(s, t) = γs(t) �	 ���	� ������� ��� [a, b]×[c, d])
	������ ������ O 
�� �	 
������� ��	 �	 ��� ��� �	�
���� �	� f 	�	������
������� ��� O� .� ��� 
	�	
��� 
��/
������� �� �
��	�
���� ���������	
�� f 
	�	����� ��	���� �
����� ���� ��� �	�
���� γs�

<�	 �� 	
����� � 	�	��$��� ��� ���� 
	�� �	 �
	�	��(�� �� ��	���	��	
�� 
��������� 	
������ ��	 �	������ 
�� ���	� ���� ��	���� $��� �	 ��
����	���� �	 	������ ������ ���� ��	 ����

'�8 2��
����� Cauchy �� ��	���" � �	���

�� �(��

�� ����� �$�	 ��������	 �� �
��	�
���	� ���������� 	�	�����$� ���	����
���� �� 	
�� ����������� ��
��� ����� �� �� ����	����� ��	������(� ���
����� ����"��� # ������ ����"��) ��	 	
�� ���������	 �� ���� 	
��
"����� �	� ���������� ������	) �������� �	�	������ �� �� ���� �
��	��

����� ������������ ������	� 	�	������� ��������� !� �������	 ���
����	�� �� ���	���� 	���� �� ��	���	��	� �	 ��	
������ 	
� ���� 	
��
����������� ��
��� ���(������	� �	� �� ��
��	 	������ �����	 �� ���
��)
���� �	�������� �	� �� �������	 �� �
�����
��� 	������ ������ �� � ���
	���	��	 �� �����
�	� �� �� �
��	 �� �
��	�
���� ���������	 
	�	�����
	����(��� ���� �������� ���	���"$���� �� �	�
��� ����� ��� 
����� �����
��� �� ���������

!�� 	
�� 
���
�� 
��  ������� �	�
�� �� 	������ ������ ���� ��
������	 �� �������� ���	���"$���� �� ����� 	������� ������� O �	 ����
����$���	� �� ����� �� �
��	�
���� ���������	 �
����� �� �	�
��� �
��	��
��
��� 	�	������� �������� ��� O �����-��	�� '
�
���� 	��� �	� �����
	����	�	 ���� ��������� ��� ��� 
���
��� 
�� ��� �
������ ���
�� ���
	������� ������� ��� ��������� �� �	�
��� �� �
��	�
���� ���������	
�����-��	� � �� ���	 ����	 �� ��	
����� ��� �	 	������ �����	 ���
���"���
���	� �	� 	
�� ���������� ��
�� ��� ��	� ��� ������$� �	�
���� ���� 
��



�
"
 ���������� CAUCHY �� �������� �������
 �>=

��� 
���������� ���
	 ��� ������� ��� ��������� ���� 5n(γ,C−{O}) = {0}.7
�	 
	�	
��� ���
���$����	� �� �� 
	�	���� 
	�	���� ��$��	�

!������ 3�;�-� � 5?�$��	 Cauchy �� 	������ ������ �7
,� f(z) 	�	������ ������� �� 	������ ������ O ) γ �	�
�� �� ��

����� �� �
��� ��� O �� n(γ, z) = 0 ��	 ���� z ∈ C −O ������

n(γ, z)f (n)(z) =
n!

2πı

∫
γ

f(w)

(w − z)n+1
, n = 0, 1, 2 . . . , z ∈ G− γ∗.

,�  
���
���� ��� ����� ����"�� ������ ��	 ���� ������� �	�
�� �	�
�"	�������� ��� 
	�	
��� ��
� ��	 �� ������� f(z)(z−a) ��	 z = a, n =
0 
����
��� ��� �� ���������	 �
����� ���� �������� �	�
��� �����-��	�
�	� �� �������� ���� 	�	������ ������� �	 ���� 
	������	� ,
� ��

	�	���� 	��� ������ �� 
	�	���� 
�����	 �

������ 3�;�-� &'�	 	������ ������ ���	� 	
�� ��������� ��� �	� ����
��� ���� �� �	�
���� ��� ��� 
���������� ��� ��������� ���� ����	 
��
��� 	������ �� 	��� ) ��	�� � ������ ����"�� ���� ��� ������ 
�� ���
	������ ��� ������ �� 
��� �� �	�
�� ���	� �����

?	 �$����� �� 	
����� �	� ��� �������� ��� 
	�	
��� ������	���
	"�� 
�$�	 �� 	���
�������� ��� ����� �� ��
���� ����� 	�	�����$�
���	�������

'�8�� ,����# ��
	-�# ��� �	���� �	�� ����$�����

�$��
�������

,� ������ ��	 	�	������ ������� f(z) ������� �� 
	�	���� 	
�� ���
��	��
��� ��� "���������������� ��$��	� ,� ��	 ����� z ��������� �	��
�� ���������� ��	� �������� �	�
��� γ ����� ��
��� 	����� ����"$� ����
	
� ��	 ����� z0 
���� ����"�� �����  �����	 ��� f(z) ���� 	
� �� f(z0)�
!� 
�� 	����� �	��	���� ��$��	 	� w = f(z0) ��� 	����� ��� ����� ��
�	�
��� f(γ) �	 �
��������� � ������ n(f(γ), w)� '
���� ��	 ��� �����
����"�� ������



�A; ��������� �
 �������� ����������

n(f(γ), w) =
1

2πı

∫
f(γ)

dz

z − w
=

1

2πı

∫
γ

f ′(ζ)
f(ζ)− w

dζ,

�����	� "	���� ��� ���� �
�������� �� �� ������ ��� ����������$�

�
����
�� �
���������	� �	 	�$�	�	 ����	 �� �������� (f−w)′
f−w

) ��	��
�� 
��(��	 �	� 
	�	
��
�� ��� �"	����� ��� ����������$� �
����
��
�� ���	������� �� ���"�� f ′/f �

4 ��	������ ��� 
	�	
��� 
����� �����	� ��������� 	� �	 	�$�	�	
����	 �� �������� f ���	� 
���� � 	
	��� ��	 ����	 �� 	��� �	 �������
����� �� 
��(��	 ���� �������"�� ���	������� 
�� ���-���	� �� ����

1������ 3�;�-� #��-���� ��� ��	 ������� f ���	� �������" �� 	������
������ O 	� ���� ����� z ∈ O

���	� � ����� 	�	��������	�) � 	
	��� ��� 	�$�	�� � 
����) ��	�� 	�
	"	�������� 	
� �� O �� ����	 ��� 
�� ���	� 
���� � 	
	��� ��	 ����	 ��
�������� ��� �
����
� ������  ������� ���	� 	�	�������

,� ��	 ����� a ���	� ��-	 k ���� �� ������� f ) ��	�� f(z) = (z −
a)kg(z) �� g(a) �= 0 ����

f ′(z)
f(z)

=
k

z − a
+
g′(z)
g(z)

.

,� ��	 ����� a ���	� 
���� k ���� ���� ��� 
	�	
��� ���� 	����	�
�������� �� k �� −k� .� �� 
	�	
��� ��	���	��	 ���	"�����	�� �� ��	
������� g �� ��	 ��-	 � ��	� 
��� ���$����� ,� ���"�������� ��	 
�	��
������ ������ ��� 
����� ��� ��-$� � ��� 
���� �	 
���������� �	� ��
��� 5
��� ��	 ��-	 ����� ���� �	 ������� ��	 ����� ��-��7 �	� ��	���������
�� 
�������� ��	���	��	 ��	 ����� ���� 
����� �	� ��-�� �	�	������� ���

	�	���� K���	�

	#��� 3�;�-� ,� ρ1, ρ2 . . . ρk ���	� ��-�� �	� 
����� p1, p2 . . . , pn 
���� �����
���"� �������� f(z) ����

f ′(z)
f(z)

=

k∑
m=1

1

z − ρm
−

n∑
m=1

1

z − pm
+
g′(z)
g(z)

�
�� g �������" ������� ��� O ����� ��� 
	�	
��� ��-�� �	� 
������



�
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�� 
	�	
��� K���	 �� �����	��� �� �� ��$��	 ��� Cauchy ��	 	�����
�� �����	 �	� ������ �� ��	� ��
� �
��������� ��� ΔArg(f(γ), w) =
2πn(f(γ), w) �� �� 
	�	���� ��$��	�

!������ 3�;�2� 5,��� ��� �����	��� 7 ?������� 	������ ������ O) �	�
�	�
�� γ 
�� �� ����� �	� �� ��������� �� 
��������	� ��� O� 5n(γ,C −
O) = {0})� ?������� �
��� ������� f(z) − w �������" ��� O 
�� ���
�����-��	� ��� ����� �� �	�
��� �� ��-�� ρ1, ρ2 . . . ρk �	� 
����� p1, p2 . . . , pn

��� ��������� ��	� �	�
��� 5�	�(	������ �
�  �	� �� 
���	
����	�7 �
.� ��� 
	�	
��� 
��/
������� ������

1

2π
ΔArg(f(γ), w) = n(f(γ), w) =

1

2πı

∫
γ

f ′(z)
f(z) − w

dz =

k∑
m=1

n(γ, ρm) −
n∑

m=1

n(γ, pm).

�&�'��,��
.� (�� �� 
��������� K���	 ������

n(f(γ), w) =
1

2πı

∫
γ

f ′(z)
f(z) − w

dz =
k∑

m=1

n(γ, ρm)−
n∑

m=1

n(γ, pm)+
1

2πı

∫
γ

g′(z)
g(z)

dz.

,
������ �	 	
��������� ���
∫

γ
g′(z)
g(z)

dz = 0� '
����  ������� g′
g
��� ���� ��

	
	��� ��	 	�$�	�	 ����	 ��� ��������� �� �	�
��� 
�� 
�������	� ���
O 
������	� �� 
��/
������� ��	 �� �"	����� ��� ?�����	��� Cauchy ��

	������ �����	) �
���
∫

γ
g′(z)
g(z)

dz = 0�

!������ 3�;�.� 5<��������� 	��� ��� �����	��� �7
,� ����� 	
� ��� 
��/
������� ��� 
���������� ������	��� ����������

�
�
���� ������� h 	�	������ ��� O ����

1

2πı

∫
γ

h(z)f ′(z)
f(z) − w

dz =
k∑

m=1

n(γ, ρm)h(ρm) −
n∑

m=1

n(γ, pm)h(pm)

�



�A% ��������� �
 �������� ����������

4 	
����� �����	� �� 
��� ������ 
	���(����� ��� 	
����� �� 	����
��� �����	��� �	� 	"����	� ���� 	�	��$���

���$��#���� 3�;�-�
�� ,� �� 
���� ������� �� �������� ���	� 	
�� ���������� ��
��  	���

��� �����	��� ������ ��	 ���� �	�
�� ����
%� ,� �� ������� ����"�� ��� ��-$� �	� ��� 
���� �� 
�� (�������	� ���

��������� �� �	�
��� ���	� ��	 ���� ������

1

2π
ΔArg(f(γ), 0) = n(f(γ), 0) =

1

2πı

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz = N(f, γ) − P (f, γ)

�
�� N(f, γ) �� 
����� ��� ��-$� �	� P (f, γ) ��� 
���� �� �������� ���
��������� �� �	�
����

,� �
� 
����  ������� ��� ���� 
����� � ������ ����"�� n(f(γ), 0)
�	���-��	� �� �� 
����� ��� ��-$� N � 3	�	���� 	� ������ ��	 	����� 	��
��
���� 
����	��	 �����	���� �	�
���� �
������ ����	 	
� �� ��	"���

	����	� �� �	�
��� Γ = f(γ) �	 ������ ���� ��� ����� ����"�� ��
��� ���� ��	 �
�
���� ���
��	��	 ��	 ��� 	����� ��� ��-$� ��� ���������
�� �������� �	�
��� γ� ,� "	��	������ �� ������� 
��  �	�
�� γ ���	�
�� ������	 ��	� 	
��� 
�� ���	�$��� � ����	���� �	� �� 
���"������ ���
O  	������	� ��-�� �� f � ��� 	����� ��� ��-$� 
�� ������ ���� �������
������ ����� (���� �	� ��� 
������� �� �� ��"����� ��  	�������� Γ ����
��� ������ ����"�� ��� .���	�����	� �� ������	 �� 	
��� �
������ �	
������ �	������� 
����������� ��� ��-$� 	��� ������������ ��  ����� ����
�� �	 
	�	
��� (�(	�	 ��� ��	��
����� 	
������� 
��/
������� �	��	�����
	�������	� 	��� 
����� "���� ���	� ���	����	 ������	 ��	 �	 **�	��� ����
++ 
�� ���	� �� ��-�� �	� �� �������	 �� 	����� ���
� �	 ��� (������ ��

	�	
��� ������� 
���"����	� �	� ��	 � ������� 
����	��	"�� �	��	�����
	�������	� ��� 	�������� 	������ �� 
����� ��� ��-$� ��� ������


���
��� 
�� �����-���� �����	� 	
� �� ���������	 1
2πı

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz �	� ����
���	 �
���� ���� 
�	��	���� ���� ��� 
�� �����	� 	
� �� 	��������� 
�	��	����
���������	� '
���� �����-���� ��� �� 	
�������	 ���	� 	���	��� ��	� �
����
������ �� 	
����� �"���	 ��������� ��� 0.5 ����� 	���(�� 	
�������	 ��	 ���
	����� ��� ��-$� �	� 	��� 	
������ ��(	�� �	��	���� 
��������	�
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���'����� 3�;�-� F	 (����� �� 
����� ��� ��-$� ��� 
��������� f(z) =
z4 − 139z3 + 4z2 + 212z + 5 
�� 	������ ��� ����� ���
�����

3	�	���� ��	 ��	 �	 ����	 z = ıt 
�� 	������ ��� "	��	����� ����	
������ Ref(z) = t4 − 4t2 + 5 > 0�

<�	 R > 0 �������� �� �	�
�� γR = [ıR,−ıR] + CR)

CR(t) = Reıt, t ∈ [
−π
2
,
π

2
]


�� 
��"	�$� �� ��������� �� (������	� ��� ����� ���
�
���� �� 
�����

�� -���� �
���� ���	� "������ 	������ �����	� 	
� �� limR→+∞ n(f(γR), 0)�

'
���� �� ����� �� �������� f ��	 �	 ����	 ��� "	��	������ ����	
(�������	� ��� ����� ���
�
��� 
�� ���-��	� � ������ ������ ��� ���	������
������

1

2πı

∫
[ıR,−ıR]

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πı
Logf(−ıR) − 1

2πı
Logf(ıR) =

1

2πı
Log(

f(−ıR)

f(ıR)
).

'
���� f(z)
f(−z)

→ 1 ��	� |z| → +∞ ������ limR→+∞ 1
2πı
Log(f(−ıR)

f(ıR)
) = 0.

!������ �� �� ���������	 �
����� �� CR 	� ��(���� �
�  ���
zf ′(z)
f(z)

→ 4 ��	� |z| → +∞) ��	 R → +∞  �������

1

2πı

∫
CR

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πı

∫ π
2

−π
2

f ′(Reıt)

f(Reıt)
ıReıtdt]

���� ���� 1
2πı

∫ π
2
−π
2

4ıdt = 2�

,����-���	� �	 ��� 
��������	 ���	 (�������� �� -������� 
�����
limR→+∞ n(f(γR), 0) = 2�

���$#���� 3�;�-� 3�����	� ��	 	�	 ��"� ��� 	
����� ��� 
	�	�

��� 
	�	�����	��� �	� ��������� 
	���(����� � 	�	��$��� �
���� �	 	
����
��� ��� �
�����
��� 
���$���� 	����� (	���� 
�� �� 
�	��	���� ��� �����
��� �����-��	� ���� "	��	����� ����	 ���� ��� ����� ��-�� ��� ����� ���
�
���
�	� ��� ����� ����� ��� 	��������



�A2 ��������� �
 �������� ����������

.�	 ��	����� �"	����� �� 	���� ��� �����	��� ���	����	 ������ ��	
��� �
�������� ��-$� 	
������ �� 
	�	���� ?�$��	 
�� �� (�(�����	"�	
���	�����	� �	� �	� 	��� ��� Rouche�

!������ 3�;�3� 5?�$��	 Rouche7�
,� ���������� f, g 	�	������� ���	������� �� ������� ����� D[a,R] ��

�� ������	 |g(ζ)| < |f(ζ)| ��	 ���� ζ ���� ����� C(a,R) ���� �� ���	�������
f �	� f + g ����� �� ���� 
����� ��-$� ��� ��������� ��� ������ 5���"����
N [f + g,D(a,R)] = N [f,D(a,R)]7�

�&�'��,�� ?������ γ = C(a,R)� 4 �������

h(z) = 1 +
g(z)

f(z)
=
g(z) + f(z)

f(z)

���	� �������" �� 	������ 
������ ��� ������ D[a,R] �
���

n(h(γ), 0) =
1

2πı

∫
γ

h′(z)
h(z)

dz = N(h, γ) − P (h, γ) = N(f + g, γ) −N(f, γ).

,
� �� 	������	 �� �
����� ������

Reh(ζ) = Re(1 +
g(ζ)

f(ζ)
) ≥ 1 − |g(ζ)|

|f(ζ)| > 0.

,
� �� 
	�	
��� ���� 
����
��� ��� �� ����� �� �	�
��� h(γ) (������
�	� ������� ��� ����� ���
�
��� 
�� ��	���� ��� �� ���� (������	� ���
��������� �� ��	��

0 = n(h(γ), 0) = N(f + g, γ) −N(f, γ).

���$#���� 3�;�2� ,� ������� F = f + g  	����� �
���� ���"��	�
|F (ζ) − f(ζ)| < |f(ζ)|� 3����� ��	 �� 	
����� ��	�  �
����	�� ��� ��

���� (������	� ��� ��������� �� �	�
��� F (γ)
f(γ)

� !�� ����� 	��� �� ��	 	
��
	��� ���	����	 ���
� 
	�	���� 	
�������� ���  
	�	
��� 
���
����
��	��
�����	� �� �� ���� |F (ζ) − f(ζ)| < |F (z)| + |f(ζ)| ��� ����� ��
�	�
��� 
�� ���	� 	��������� 	
� �� 
��������� 4 	
����� ����-��	�
��� 	
�� 
	�	���� ���  �����	 |w − 1| = |w| + 1 �
���������	� ��� �	�



�
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���� ��� w ∈ R �	� w ≤ 0 �
���  ���� |w − 1| < |w| + 1 ��	���� ��� ��
w ��� 	����� ��� �������	 [(−∞, 0]� .� (�� 	��� � ��	
����� 	
� ��
����

|F (ζ)

f(ζ)
− 1| < |F (ζ)

f(ζ)
| + 1


����
��� ��� �� ����� �� �	�
��� F (γ)
f(γ)

��� ������ �� �������	 [(−∞, 0])
�� ���� (������	� ��� �� "�	���� ��������� ������$�	 ��� ���
��$�	���

��� ��	�� ��� ��������� �� �	�
��� �
��� n(F (γ)
f(γ

, 0) = 0� '��	� �$�	
"	����  
	�	���� (������ ��� ?�����	��� Rouche

!������ 3�;�4� 5D��������� ?�$��	 Rouche7� ,� ���������� F, f 	�	�
������� ���	������� �� ������� ����� D[a,R] �� �� ������	 |F (ζ)− f(ζ)| <
|f(ζ)| + |F (ζ)| ��	 ���� ζ ���� ����� C(a,R) ���� �� ���	������� f �	� F
����� �� ���� 
����� ��-$� ��� ��������� ��� �������

���$#���� 3�;�.� <�	 �	 �"	�������� �� ��$��	 Rouche 
����������
�	 (����� �� 
����� ��� ��-$� ��	� �������� F ��� ��������� 
��
�� ��
(�� �	 �������	 �	 �
��������� �� �	����� f ��	 �� �
��	 �� 	���������

��(��	 ���	� ������ �	� �
�
���� �	 ��	��
���� �� ������ �� 	������	�� ��

��������	 ���	� ���  ������� �����	� ���� �
��� ��� ����� �� �	�
���
�� !	� ��	 
�$� �"	����� ���	��	"���� ��	 ������ 	
����� ��� (	�����
?�����	��� �� ,���(�	��

,� F (z) = a0 + a1z + . . . + an−1z
n−1 + zn �
���� |F (z)−zn

zn | → 0 ��	�
|z| → +∞ ��	 ���� R > R0 ������ |F (z) − zn| < |zn| �� ��	 �	 ����	 ���
������ |z| = R� ,
� �� ?�$��	 Rouche 
����
��� ��� �� 
���$���� F ����
�� ���� 
����� ��-$� �� �� ������� zn ��	�� n�

���'����� 3�;�2� D����� �� 
����� ��� ��-$� ��� 
��������� p(z) =
z37 + 72z30 + z2 + 68z + 1 ����� ������� D(0, 1) �	� D(0, 2)�

!��� ����� |z| = 1 ������ ��	������ ��� �������

|p(z) − 72z30| ≤ |z|37 + |z|2 + 68|z| + 1 = 71 < |72z30|.
'��	� �$�	 "	���� ��� �
������ �	 �"	�������� �� ?�$��	 Rouche ��

������� �������� �� 72z30 ���� ���	��	�� ����� 	
� �� �
��� 
����
���



�A> ��������� �
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��� �� 
���$���� ���� ��� ��������� ��� ��� ���� 	����� ��-$� �� �� 72z30

��	�� 30 �	�(	������ (�(	�	 
���	 �
�  �� 
���	
����	��
<�	 |z| = 2 ������ ��	������ ��� �������

|p(z)−z37| ≤ 72|z|30+ |z|2+68|z|+1 = 72×230+22+68×2+1 < 237 = |z|37.
!�����-���	� �
�� ��� 
�������� 
���
��� (�������� ��� ��� �����
D(0, 2) 
��������	� �	� �� 37 ��-�� ��� 
����������

���'����� 3�;�.� ,� ��	 ������� f ���	� 	�	������ �� ����� |z| < R
�� R > 1 �	� ������ |f(z)| < 1 ��	� |z| = 1 �	 (����� �� 
����� ��� ��-$� ��
�������� F (z) = f(z) − zn 
�� (�������	� ��� ��������� ��� ���	��	���
�������

,� ���������� �� ������� g(z) = −zn ���� ���� ����� |z| = 1
������� |F (z)−g(z)| = |f(z)| < 1 = |g(z)|� .� �� �"	����� ��� ������	���
Rouche 
����
��� ��� �� 
����� ��� ��-$� ��� ��������� ��� ���	��	���
������ ���	� n�

���'����� 3�;�3� ,� F (z) = z+b+ae−λz �� λ > 0, |a| < |Reb| �	 (�����
�� 
����� ��� ��-$� �� �������� F 
�� (�������	� ��� ����� ���
�
����

?������� �� �	�
�� γR ��� 
	�	�����	��� 2�=�� �	� �� g(z) = z + b
��	 ������� ���������

!��� ����	 ��� "	��	����$� 	����$� z = ıt, t ∈ R7 ������

|F (z) − g(z)| = |a| < |Reb| < |ıt+ b| = |z + b|.
!�� ��
���"����	 CR ��	 	����� ������ R �������

|F (z) − g(z)| = |a||e−λz| = |a|e−λRez < |a| < R− |b| = |z| − |b| ≤ |z + b|.
'��	� "	���� ��� �
������ �	 �"	�������� �� ��$��	 Rouche ��� �	��


�� γR ��������	� �� 
����� ��� ��-$� �� �������� z+b ��� ���������
��� ,� ������ ��
��	 ��-	 ��� ����� ���
�
��� �	 	����� ��� ���������
���� ��� γR ��	 R > R0 �	� �	 ���	� ���	����� ������ 	� �� −b 	����� ���
����� ���
�
��� ������ ��	 ��-	 �	� �� ��	"������� 
���
��� �	��	�

,� ������ ��� 	�	������� ���	������� 
�� ���	� ** 	����� ����� ++ ���	��
���� ������ "	����	� �	� �� ��-�� ���� ���	� ** 	����� ����� ���	�� ���� ++ �



�
"
 ���������� CAUCHY �� �������� �������
 �AA

,� ��	������� ��	���� �� ��	 �	� ���	(������� �� ��� $��� �	 ������	�
��� �	� 
�� ����� ���	�� ���� 	�	������� �	� �� ��-�� �	 ������	� 
�� ����
��� <����� ������ �������� ��	�	�	��� �� ��	 	�	������ ������� �
�"�����
������ ��	�	�	��� �	� ���� ��-��� &#�	 �	 
	�	
��� 
�� ���(������ 	������	
�	� ���	���� �� ���  �	� 
������ 	
� �������	�	 �	��	����� 	�������
�	� 	��� ���� � ���	
��	 ���� 
�� �����	� �� � (�����	 ��� ?�����	��� ���
Rouche 
	������ �� ���"� ��� 
	�	���� ������	����

!������ 3�;�5� 5?�$��	 Hurwitz�7
?������� 	������ ������ O) �	� �	�
�� γ 
�� �� ����� �	� �� ���������

�� 
��������	� ��� O� ?������� �
��� 	�������	 	�	�����$� ���	�������
fn(z) ��� O 
�� ��������� ��� f(z) ��	 ���
	�� �
������	 ��� O �	� ���
���� ��-�� ��� ����� �� �	�
���� .� ��� 
	�	
��� 
��/
������� �
����� N
$��� ��	 ���� n > N ���� �� ���	������� fn �	 ����� �� ���� 
����� ��-$�
�� �� f ��� ��������� ��� �	�
����

&'�	 ����� ������ 
��� �� 	
������ ,� ������ ����
���� ��	 ���������
��-	 �� z0 �	� �� ������ 	��� 
������ ��	 �����
��� ����� ����� �� (�� ��
��$��	 
�� ��	��
$�	�� ������ ���� �� ���	������� fn ����� ��-	 �� ������
.� ���	 ����	  	
	���� �	� ��
��	 ��-	 �� fn �	 
����-�� ��� �������
�� z0 ��	��
�����	� 	����  fn �	 ���	� 	����� ����� ��� f �
� ��� ��������

�&�'��,�� 3	�	���� �� ���� f(z) ���	� 	�	������ �������� '
���� ��
f(γ∗) ���	� ���
	��� �	�  ������� ��� �����-��	� �� �	���	 ����� ���
γ∗ �
����� �� m = min |f(γ∗)| > 0 � K	�(�����	� �
�  �� ��������"
������� �� 	�������	� ��� ����� ������ ��� �
����� N ������ $���

|fn(z) − f(z)| < m ≤ |f(z)| ��	 ���� z ∈ γ∗ �	� n > N �
'��	� 
��"	��� 	
� �� 
	�	
��� ���� ��� ��	��
������	� �� 
���
��

������ ��	 �� �"	����� ��� ?�����	��� Rouche 
�� �	� ����� ����	 ��
-������� ���
��	��	�

!�� 
���
��� 
�� ������ 	�	������� ���	������� �� ��
� 
����
����
�	 
	�	���� 
�����	�	�

������ 3�;�2� ?������� 	�������	 	�	�����$� ���	������� fn(z) ��
��
� OC ����� ��-�� �� 	����� ,�  	�������	 ��������� ��� f(z) ������
���"	 ��	 ���
	�� �
������	 ��� ��
�� OC) ���� ����  ������� f ���	�

	���� ���� ���� ��
�) ���� 
������ ���� 5���� ���	�  ������� ���� ��� ����
��-��7�



�A: ��������� �
 �������� ����������

�&�'��,�� ,� �
�������� ���  f ��� ���	�  ������� �	� ���� ��-	 ����
 �� ������  ��-	 ���	� ���������� ����� 5��$ ��������� ��
�� �	� ���
������ 	������ ������ 7 ��� ������ ��� ��-$� �
��� �
������ �	 (�����
����� D[z0, r] ⊂ OC ���� �
��� ���	� ���	����� '"	���-���	� �� ?�$��	
Hurwitz ��� �	�
�� C(z0, r) �	�	������� ��� ������ ���	������� fn �����
��-�� ��� ��������� ��� ������ ��	�� ��� ���
��

������ 3�;�.� ?������� 	�������	 	�	�����$� ���	������� fn → f 
��
��������� ��������"	 ��	 ���
	�� �
������	 ��
�� OC� ,�  	�������	
	
�������	� 	
� 1 − 1 ���	������� ���� �� ���� ���	� ���� ��	���� �������
���� 1 − 1�

�&�'��,��
,�  ������� f ��� ���	� 1 − 1 �
������ ��� ��	"������� z1, z2 ��

f(z1) = f(z2) = a� ?������� ��� ������� C(z1, r1)) C(z2, r2) 
�� ���
�������	� �	� �� 	�������	 fn − a 
�� ��������� ��� f − a ��������"	
��	 ���
	�� �
������	 ��� ��
�� OC� '"	���-���	� ��	 �� 
	�	
��� ��
��$��	 Hurwitz ���� �	�
���� C(z1, r1) �	� C(z2, r2) ������ ��� ��	 n > N
���� ������� fn − a ���� ��-�� w1 ∈ D(z1, r1), w2 ∈ D(z2, r2)� '
����
fn(w1) = fn(w2) = a �	� fn ���	� 1 − 1 ������ w1 = w2 
�� ���	� ���
� ��	��
�� ������ D(z1, r1) �	� D(z2, r2) ����� �
������ ����� ����� ����	�

!������ 3�;�8� ,� ��	 ������� f(z) ���	� 	�	������ �� ����� z0 
��
���	� ��-	 ���� m �� �������� f(z) − w0 ���� �
������ ������ D(w0, a)
�	� Vz0 	������ 
������ ��� z0 $��� f(Vz0) = D(w0, a) �	�  ������� f :
Vz0 −{z0} −→ D(w0, a) �	 ���	� m 
��� 1) ��	�� ���� w ∈ D(w0, a)−{w0}
�	 ���	� �����	 m �� 
����� ��	"������$� 	�� ��� ��������� ��� Vz0 − {z0}

�&�'��,�� '
����  ������� ��� ���	� ��
��� ��	���� �� ����� z0) �
���
��� �������� ������ D[z0, r] 
�� ��� ������ ��� C(z0, r) ������ f(z) �= f(z0)
�	� �	���	 ����� ��� ���"��� ��� ������� ��� �����-�� �� 
	������� ,
�
�� ������ ������ 
����
��� ��� �	���	 ����� ��� ���
��� ������ ���
������ ��� 	
������ 
���	
�� ��-	 �� ������� f(z) − w

,� γ = C(z0, r) ���� �
���� �� ����� w0 = f(z0) 	����� ��� 	������ �����
�� C−f(γ) �	 	����� 	���($� �� �� 	���($� ��	 	������ ��������� ������$�	
��� Hw0) �
��� �
����� D(w0, a) ⊂ Hw0 � #
�� ���	� ������ � ������



�
"
 ���������� CAUCHY �� �������� �������
 �A=

����"�� n(f(γ), w) 
	�	����� 	����(���� �� ���� ��������� ������$�	 ���
���
��$�	��� ��� ������ �� �	�
��� �
��� n(f(γ), w0) = n(f(γ), w) ��	
���� w ∈ D(w0, a)� '"	���-���	� �$�	 �� 	��� ��� �����	��� ������

m = N(f − w0, γ) = n(f(γ), w0) = n(f(γ), w) = N(f − w, γ)�
,
� �� 
	�	
��� ���� 
����
��� ��� ��	 ���� w ∈ D(w0, a)  ������

f(z) = w ���� m �� 
����� ������ ����
�����-���	� �	� �� 
���	
����	
�	� �
���� ��	 w �= w0 ������ ���� 	
��� �	 ������ 	���($� m �� 
�����
��	���������� ��	�� ��	"�������� 	�� ���� <�	 �	 
��������	� 
���	 �� �����
�� �������� ��� ����� D(w0, a) 
������-���� �� ������� ��� 	������

������ Vz0 = f−1(D(w0, a)) ��	��
��$��	� ���� �� ���
��	��	 ��� ������
�	����

!������ 3�;�:� 5?�$��	 	������� 	
��������7
�� 3��� ������� 	�	������ �� 	������ ������ 
�� ��� ���	� ��
���

��	���� �� �	���	 ����� ���	� 	������) ��	�� ���	���	��-�� �	 	������
�
������	 ��� 
����� ������� �� �� 	������ �
������	 ��� �
�
�����

%� 3��� 	�	������ � ��	���� ������� �� ��
� ���	� 	�������

�&�'��,��
,� G 	������ �
������� ��� 
����� ������� ����$ ����� ����� w0 ∈

f(G) �
��� �� -������� ���	� �	 	
��������� ��� �� w0 ���	� ��������� �����
��� f(G)� ,� w0 = f(z0), z0 ∈ G �
����  ������� ��� ���	� ��
��� ��	����
�"	���-���	� �� 
��������� ��$��	 ������ D(w0, a) = f(Vz0) ⊂ f(G)�

�� ������� ������ ���	� 
��"	��� 	� �������� ��� ��	 ������� 	�	���
���� �� ��
� ���	� ��
��� ��	���� �� ��	 ����� 	� �	� ���� ��� ���	� ��	����
�� ��� ��� ��
��

������ 3�;�3� .�	 ������� f(z) 	�	������ �� ����� z0 ���	� ��
���
	�"��������	�� �� 	��� ��� �	� ��� f ′(z0) �= 0�

�&�'��,�� 4 ������� ���	� ��
��� m 
��� 1 �	� �� m �	����-��	� 	
�
�� 
���	
����	 �� ��-	� z0 ��� ������� f(z)− f(z0) 
�� �� �� �����
�� �	����-��	� 	
� ��� ������� f (m)(z0) �= 0 �	� f (k)(z0) = 0 ��	 k < m� H��
	"��	�� 
���� ��	 ��� 	�	��$���

���$#���� 3�;�3� 4 ��"�	� ��	 ������� ���	� ��
��� 	�"��������
�	�� �� ��� �� 
���� ������� �� � ��
��� 	�"��������	�� 
	���� �
����



�:; ��������� �
 �������� ����������

�	 �	� 
	�	
�	����� �	� �	 ���������� ��"	����	 ���  ������� ���	� 	�"��
�������	��� ,�	"������ �	� 
	�������	 �� ������� f(z) = ez� '
����
f ′(z) = ez �= 0 �� ��� �� �
�
��� ���	� ��
��� 	�"��������	�� �� ��	 �	
����	 ��� 	��� f(z) = f(z + 2nπı) ��	 �
�����
��� 	���	�� n� !� 
�� �����
��� ��$��	 �� ����� ��	� �������� �
���� �	 �
	�	�	�(�����	� ��� ����

��� ������	 5
�� 
���������7 �
��� �� ����� ��� 
���	(	����� �	 �
	�	��
"���� 	� 
������������ �� ������ 
��������

!�� ����� �� ��
���� ����� 
�� ���	�� ����� �$�	 	���
����	�� ��

��������	 ��� �
������ �	 
������������ ��� ������� ����� �� ��	 ������
!��(���	� �� 	��� ��	 "��� �
������ �	 (	������� 	��� 
���������� ���
����� �	� �
�� "	����	� ��� 
	�	���� ��$��	�

!������ 3�;�;� ,� ��	 ������� f(z) ���	� 	�	������ �� ����� z0 
��
���	� ��-	 ���� m �� �������� f(z) − w0 ���� �
����� ������ D(z0, a)
$��� f(z) = w0 + gm(z) �
�� g 	�	������ �	� 1 − 1 ���� ������

�&�'��,��
3	�	���� 	� �� z0 ���	� ��-	 ���� m ��� ������� f(z) − w0 ����

f(z) − w0 = (z − z0)
mq(z) �� q(z0) �= 0� ,� 
������������ �� 	����� �����

����� ������ |q(z)− q(z0)| < |q(z0)| ��	� |z− z0| < r� Z������	� ��	 
������
���� ���������� �	��� ��� 
	�	
��� ���� 
	�	������ ��� �� ����� g(z) 
���
������	� ���� 	������ ����� D(q(z0), |q(z0)|� '
��� 
	�	������ ��� �� ����
���	� ��� ��������� ��� ������ �	� �
������ �
������ �	 "������ �
����� �
��������� �� 	��� �� ���� ��� ��������� ��� ������) �
��� �� ����� 	������
�� ��
��� �������� 	
� �������	 �
�
��� 
�� ���-��	� ��	� ������ LogaZ�

?������� �$�	 �� ������� h = e
1
m

Logaq �
��� hm = eLogaq = q) ��	�� 

������� h ���	� ��	� 	�	������� ������ ��� q
1
m �

,� ������� g(z) = (z − z0)h(z) ������ f(z) = f(z0) + g(z)n� ,
�
�� ���� q(z0) �= 0 ������ ��� h(z0) = g′(z0) �= 0 �
���  g ���	� ��
���
	�"��������	�� ��� z0�

'�8�� &-��
��� 2��
��� Cauchy�

0����� ��	��
$����� �� �����$���� ��$��	 �	 �$����� �� 	
�����
��� ?�����	��� 2�=�� ��� �
��	 
��������	� �	� �� ����� �� ����������



�
"
 ���������� CAUCHY �� �������� �������
 �:�

.�	 	�	 ��"� �� ��	���	��	� 
�� 	��������	�� ��	 �	 "�	����� �����
��$ �	� ����� ��	 �
	������� ��� ����� �� 
�$�� �������� ��� �����
�� ����"�� �� �� �
��	�
���� ���������	 ������	� 	�	������� ��������
�� ����� ��
� ��	�� ��� ����)

g(a) =

∫
γ

f(z) − f(a)

z − a
dz =

∫
γ

f(z)

z − a
dz − 2πın(γ, a)f(a), a /∈ γ∗.

4 g ��� 
	�	
��� ���"� �� ������� ��� ������ 
���
��� 	�	������
������� ��� 	
� �� ����� �� �	�
���� !�� 
���
��� ��� ������ ��
��
 ������� �� �� 
	���(	� ��� K���	��� Coursat 	
��	��"��� �	� ��
������ �	� 	��� �� �������	 �	� ����� �
���	�	 	
�������	�	� !�� �
����
��� �	� ��	 ���� 	������ ��� ������ 
���
��� 	������� ������� O �
�����
�	� � $���	� �	� ������ �� ����� �� �	�
��� 
�� ���	��-�� �	� 
���"������
�� O−γ∗ �� ���	 ���	�� ���� 	������ �����	 ���	��-���	� �� 	��� ��� ���
�
�	� �� ������� g �� �
������� 	�	������� ���	������� ����� ���	�� �����
�� 
�$�� 
��(��	 
�� 	�	��
��� ���	� 	� �
������ �	 ����������� �� ������
��� ������ �	� �	 �
���	����� 	�	������ �� ��� �� ������ G �	� �� �������
�	 (����� ��� ��������� ���	��� 
��/
������� �	 �����-��	� 
	����  
	����
�	�� �� ������	�� 	� �� �
�������	�� �	 �	� �
����
� �	 �
	�	��(���� ����	
�� ��	���	��	 �	� �	 	�	(	�������� �	 
��������	 ?�����	�	 Cauchy ��
	������ �����	� R������� ��	 �	��	���� 	�������	"�	 ��� 
���������
��	���	��	 �� �	 ��	 ���	���	 
�� ������ �� ������� �	�� &#
�� 	
�����	��
	� �������

h(z, w) =
f(z) − f(w)

z − w
, h(z, z) = f ′(z)

 ������� h ���	� 	�	������ �� 
��� �� ���� ���	(��� ��������� �
4 ������� h ��������� �� ������� ��� ���	(��$� ���	� �������

�� 
��� �	 -��� (z, w) 
�� ��� ���	� ��	�$��	 �	� 	� ��	����
�������� ��	 w
� 
���������� ���	� ������� �� ��� �� ������ O� �� ������ ��$��	 ���	� 	� 
h �	� ������� ��� ���	(��$� ���	� ������� �� ��� �� 
���� ������� �� ��

���
����	�� ����� ���� "��� ������	�� �� ��	 ���	(��� ��	����
��$��	�
�� ����

?���$��	� ��� ����� �� h ��� ��	�$��� ������ ������ ��	 	��������

�
���	� �� g(z) =
∫

γ
f(z)−f(w)

z−w
dw �� ������� �� 	������ ������ ���



�:% ��������� �
 �������� ����������

g(z) =
∫

γ
h(w, z)dw� �� ��$��	 
�� �����	� ���	� 	�  �
���	� g ������ �	

���� ��� ������ �� �	�
���) ��	�� 	� ���	� 	�	������ �� ��� �� O� '�$
�	 ��	 ���	� ��������	 �	� ������	 ����� �	 ����	����  ������(� ��� �����
����"���

	#��� 3�;�2� ,� f(z) 	�	������ ������� �� 	������ ������ O )

h(z, w) =
f(z) − f(w)

z − w
, h(z, z) = f ′(z), z, w ∈ O,

γ ������� �	�
�� �� �� ����� �� �
��� ��� O �	�

g(z) =

∫
γ

h(z, w)dw,

����  ������� g ���	� 	�	������ ��� G�

4 	
����� �	 ����� ��� ����� ��� ��	"����
!� �������	 �� ��	 	
�� 	��� ���	����	 ���
� ��	������(� ��� �����

� ����"�� ����� �	 ����	���� �	��	 �
�
���� 
���
����  ������� **
��	
������++ 	
� �� 
���� ������� �� �	� �
��������	� �� ��� �� ��������� ��
�	�
���

��$��� 3�;�-� 4 ������� g ��� 
���������� ������	��� �
��������	�
	�	������ ��� 	������ ������ O ∪ O1) O1 = {z ∈ C : n(γ, z) = 0}�

�&�'��,��
?������� �� 	������ ������ O1 ∩ O� 4 ������� g ��� 
���������

������ 
	����� �� ���� g(z) =
∫

γ
f(w)
w−z

dz�

<����-���� �
��� ���  �������
∫

γ
f(w)
w−z

dz ���	� 	�	������ ��� C − γ∗

�
������ �	� ��� 	������ ������ O1�
<�	 �	 �
������ �	 �
���	����� 	�	������ �� ��� �� ���	���� �
�
���

	�	�������	� �$�	 �	� 	�	��	�	  
��/
����  �	�
�� �	 �� ���� ���
��
��� ��������� ��) ����� 	
� �� ���� n(γ,C−O) = {0} ������ O∪O1 = C

'�$ �� 
�$� �	��� "	����	� �	 ����	-��	��� �	� ��	 
��/
���� ��	
�	 �
�������� ��� �������� �� 	���	�	� �������� 	��� ��� �	 ����	����
��	�� �� ��$��	 ��� Liouville �� 	"	���� �� 
�
�� 	
��	��
����	� � �	�
��������



�
"
 ���������� CAUCHY �� �������� �������
 �:1

�&�'��,� $�% !�"�#��$�� � ,
� �� �
���� ��� �� ��� �� ���
�����
�	 ��� G 
	������� ����� ����"�� ���� 
����
��� ���  �
���	� ��
�������� ��� 
���������� ������	��� �����	� �� ������� �� ���	����
�
�
��� ��	��  	�	������ �
���	� ���	� 	���	�	 �������� ,� 
������
�� ���� �� �� "�	���� ��������� ������$�	 ��� C∞−γ∗ 	��� ���	� g(z) =∫

γ
f(w)
w−z

dz� '
���� g(z) → 0 ��	� z → ∞  	���	�	 ������� ���	� �	�
"�	����) �
��� 	
� �� ��$��	 Liouville �	� �� ������� ���� ��� �
����

����
��� ��� �	 ���	�  �������� ,
� ��� ��
� �� ��� G− γ∗ ������

n(γ, z)f(z) =
1

2πı

∫
γ

f(w)

(w − z)
, n = 0, 1, 2 . . . , z ∈ G− γ∗.

'
���� �
������ �	 
	�	����-���� ��������	� �� 
	������ ����� ���
������$�	��� �
�� ������ 	
������� ��� ��	���	��	 ��� ����$� �������)

	�	����-���	� ��	������ 
	������� ��� -������� ��
��

C���� ������� 
	���(����� �
������ �	 ������������ �� 
���������
��$��	 ��	 
����������� �	�
���� ������	� �� 
	�	���� ���"��

!������ 3�;�-<� 5!"	����� ��$��	 Cauchy7�
,� f(z) ,�	������ ������� �� 	������ ������ G ) γk, k = 1, 2, . . .m

�	�
���� �� �� ����� ���� �
��� ��� G �	�
∑m

k=0 n(γk, z) = 0 ��	 ����
z ∈ C −G) ����

m∑
k=0

n(γk, z)f
(n)(z) =

m∑
k=1

n!

2πı

∫
γk

f(w)

(w − z)n+1
, n = 0, 1, 2 . . . , z ∈ G− γ∗.

4 	
����� 
����
��� 	������$��	� 
���� �� ��	���	��	 ��� 
��������
��� ������	��� )����$��	� �	� O �� ������ ��� ������ ��� �
�
���� 
��
��	��
����� �� ����

∑m
k=0 n(γk, z) = 0� �	� g(z) =

∑m
k=1

∫
γk
h(w, z)dw�

�� ��� �� O ���	� 	������ 	����������	� �� ����� ,� ���������� ��	 �����
����� z0 ∈ O �
����  ������� ������ ����"�� ���	� ��
��� ��	���� ���
	 ���� �	�
�� γk �
����� 
������ D(z0, rk 
�� n(γk, z0) = n(γk, z) �
���
�� 	���� ,� 
������ �� ���� ���� ��� 
	�	
��� 
�����$� D(z0, r) ���	�



�:2 ��������� �
 �������� ����������

"	���� ��� �� �������	 ��� �����$� ����"�� ���� ����� �����-��	� ) ��	��
D(z0, r) ⊂ O� �� �
����
� ����� 	"����	� ���� 	�	��$���

���$��#���� 3�;�2� �� �"	����� ��$��	 ��������� ���� ��� ���"�� ���
������	��� ��� Cauchy 
�� ���	����	�� ����� �$�	� &'�	 ��	����� ��
������� 
�� 
��
�� �	 ��	������� ���	� ��� �	 	������ �����	 ���� ��������
�	�
���� 
�� �����-��	� � ������ ����"�� �� ���� ��� ���
������ ���)
��	�� �� ��������� ���� 
�������	� ��� ������ ���
���"�����	� �� 	���� �	�
	
�� ���������� ��
��� ,� �
����� ���� ���� 
��� 	��� ���� �	� 	
�������
�	 �	 ������	�	 
�� ������� ����� 	
�� ����������� ��
��� ��	 ���� ���
�	�
���� �	 �"	���-���	� �	� ��	 	������ �
�������� ���� ��	 ������� 
��

����� �� 
��/
���� ��� ����� ����"��� 0�� ��$��	 Residues� '����
	"���� ���	� �
��� �� ������� ��� ��$ ��� �
���� �
	����� ������� ����"��
������ 
�� ��� 	������ ��� 
���� ������� ��� ���
��	��	 �
	����� �����
��� ����"�� ��� ������ 
�� 	������� ,��� ������� 
��� ��	����� ��	� 
*J�����++ 	
� �� 
���� ������� �� �� 	�	������ �
���	�� # 	
���������� ����
��� 
�� 	��������	�� ��� ��	� 
���(������ 
����� 	
��������� �	 ���	���	
��� ����$� ��
��� ,��� �	� 	� ���	��� 	����� *B���"���� ++ �	� ��
������	��
�	 	����� ��
���	 �	 �	� ��	(� ������� ��� ����� 
�� ������
����	�� ��
��$��	 Liouville� �� ������� ��� 	���  	
����� ����� 
��� 
���"	�	 5��
�=A� 	
� ��� 7 ������� ��� ������� 	
�� 
	�����	� 
�� �$�	�� ��� ���	
��	 ������ ���	������� ����� ���	�� �� �� 
��������	 �� �
��������� 	��
��
���� �� ������ �������� 
���$� ������$� 
�� ���	�� �� ������� �	��
0�� ������� �	 ���
������ ������� ��	����	���$� �� ����� �������� 3	����
���� ��	 ������	����� ���	��	 
���������� �	 	
��������� �� K���	 2�=�%

	#��� 3�;�.� ,� G 	������ ������ ) γ �	�
�� ��� �
�
����) F (z, w), z,∈
G,w ∈ γ∗ ������� ������� �� 
��� (z, w) ��� G × γ∗ �	� 	�	������
�� 
��� z �� �� 
	������ �� 
��� z ������ ������� �� 
��� (z, w)
) ����  ������� g(z) =

∫
γ
F (z, w)dw ���	� 	�	������ ��� G �	� ������

g′(z) =
∫

γ
Fz(z, w)dw�

�&�'��,�� ,� U(z, w) = ReF (z, w), z0 = x0 + ıy0, z = (x0 + ıy) ���� 	
� ��
��$��	 ���� ����� ��� 	
���������� U(z, w)−U(z0, w) = (x−x0)Ux(z

∗, w)
�
��� ∫

γ
U(z, w)dw − ∫

γ
U(z0, w)dw

(x− x0)
=

∫
γ

Ux(z
∗, w)



�
"
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��	 x→ x0 ������ z∗ → z0) Ux(z
∗, w) → Ux(x0, w) �	�

5��$ �	 ����	����� ��
���� ��������7
∫

γ
Ux(z

∗, w) → ∫
γ
Ux(z0, w))

��	�� ∂
∂x

∫
γ
U(z, w)dw =

∫
γ

∂
∂x
U(z, w)dw�

'
	�	�	�(�����	� �� ��	���	��	 �� �� U(z, w) = ReF (z, w) �	�	���
����� ��� ���� gx(z) =

∫
γ
Fx(z, w)dw �	� ������ 	
���������� gy(z) =∫

γ
Fy(z, w)dw�
#� �������� C-R Fx = −ıFy ������ 	������� ������� gx = −ıgy� ,
�

�� �������	 ��� ���	������� Fx, Fy 
����
���  �������	 ��� gx, gy 5��$
�
��� �����-���	� ��
���� ��������7) �
���  ������� g ���	� 	�	������ �
,����	����$��	� �� ������ 
	������ �� 
��� x �� �� 
	������ �� 
��� z

	������� �� -�������� H������ ��� �������� ��������� ��	 �	 ��������� ���
�	��������� ���� �� ��������"� �������	� ��	 ���
	�� �
������	� 3	�	��
��� �� w ���	(����	� �
��� ��� ����� �� �	�
��� γ 
�� ���	� ���
	���
������� �
��� �
������ �	 
����������� �� z �� ������� ����� ����� ������
�	 ����� ��� z0�

<�	 ���� ε > 0 �
����� δ(ε) 5��$ ����-���� ��� �
����  �������	 ��	
���
	�� ���	� ��������" �� δ(ε) �
���� �	 �
������ ���	�� ��	 ��	 �	 w 7
$��� |Ux(z, w)−Ux(z0, w)| < ε ��	� |z− z0| < δ ��	 ���� w ∈ γ∗) �
��� ��	�
|x− x0| < δ ������

|
∫

γ

Ux(z
∗, w)dw−

∫
γ

Ux(z0, w)dw| ≤
∫

γ

|Ux(z
∗, w) − Ux(z0, w)||dw| ≤ εμ(γ)

�
��� ��	 x → x0 ������
∫

γ
Ux(z

∗, w) → ∫
γ
Ux(z0, w)� # �
������ ��������

��� �	 ����	����� ����� ���	� ��� ����� �	�	����	 �� ��� 
�����������

	#��� 3�;�3� ,� f(z) ,�	������ ������� �� 	������ ������ G �	�

h(z, w) = f(z)−f(w)
z−w

, h(z, z) = f ′(z), z, w ∈ G)

���� �� ���	������� h �	� ∂
∂z
h(z, w) ���	� �������� ��� G×G�

�&�'��,��
,� ��	 -����� ��� ���	� ��	�$��� ���� �
����� ������ 
������ ��� �����

��	�$��	 �������	 ��� �
��	 
��"	�$� ������� �	 ���
�����	�	 ��� ���
��	���� ,� ���������� ��	 ��	�$��� �������� (z0, z0) �	� ������� �����
D[z0, r] ⊂ G ���� ��	 ����

z, w ∈ D[z0, r] ������ h(z, w) =
∫ 1

0
f ′(tw + (1 − t)z)dt�



:> � � �

C�����
��$��	� �� �������	 �� f ′ �	� �"	���-���	� �� �������	�
	�������� ��	���	��	 ��� ��	"��$� 
����
���  �������	 �� h ��� ��	�$���
�������� (z0, z0)�

,� ���������� �� ������� f ′(tw + (1 − t)z) �� 
��� ��� ���	(����
(t, z) ��	
���$����� ��� 
������	�  
��/
������� ��� 
���������� ���	���
�
���  ������� h(z, w) ���	� 	�	������ �� 
��� z ��� ����������� 
��
����� �	� ������

∂
∂z
h(z, w) =

∫ 1

0
(1 − t)f ′′(tw + (1 − t)z)dt

4 �������	 �� ∂
∂z
h(z, w) ��� (z0, z0) 
����
��� ����	 	
� �� 
������

��� ���� 	���
��$��	� �� ��� ������ �	� ���
� �� ��������" �����
���	 �� �������� (1 − t)f ′′(tw + (1 − t)z) �� 
��� (z, w, t) ��� ���
	���
D[z0, r] ×D[z0, r] × γ∗�

�&�'��,� $�% 	#���$�� 3�;�2�
,
� �� K���	 2�=�2 
����
��� ��� ��	��
������	� �� 
��/
������� ��	 �	

�"	������� �� K���	 2�=�1 ��� ������� h(z, w)� �� �
����
� ����� ��
	
������ ���	� 
��"	����

'��9 &*���� �$�)��# �������# ����"��.�#

�� ,
�������� ��� |z| ≤ |z|2 + |z − 1| z ∈ C ��	 ���� z ∈ C�

	���� <�	 |z| ≤ 1 ������ |z|2 + |z − 1| ≥ |z|2 + |z| − 1 ≥ |z|�
<�	 |z| > 1 ������ |z| < |z|2 ≤ |z|2 + |z − 1|�
5'������� ��	�� ������ �����	 ���� ��� 
���
��� z = 1�7

%� ,� ρ ��-	 ��� 
��������� zn + an−1z
n−1 + an−2z

n−2 + . . .+ a0)

	
������� ��� |ρ| < 1 + |an−1| + |an−2| + . . .+ |a0|�

	����

,� |ρ| > 1 ������



# � :A

|ρ| = |an−1

ρ
+
an−2

ρ2
+ . . .+

a0

ρn−1
| ≤ |an−1| + |an−2| + . . .+ |a0|.

1� E
�������� �	

max
|z|≤1

|z3 − 2|
|z3 + 2| �	� min

|z|≤1

|z3 − 2|
|z3 + 2| .

	����

.� (�� ��� �������� ��� ������ ������

|z3 − 2|
|z3 + 2| ≤

|z|3 + 2|
2 − |z|3 ≤ 3

1
.

!�� ����� 	��� ��
���� ��	�	���� ����-���	� ��� ����� �����$��� ��
�� �	 (���� ��� "����	 ����� �	 	
�������� ��� 	
������ �	� ���� ��
��������� !�� 
���
���� �	� �� ��� "����	 3 	
������ ���� ��
�������� ��	 z = −1 �
��� ���	�  ������ ����� H���� �� 	�����	
��	 �� ���������

2� ?������� z, w ∈ C �� Im(z)Im(w) > 0� D����� �� ��	���� ���� ��
�������� f(x) = |x − z| + |x− w|) x ∈ R �	� �� 
�	��	���� ��-	 ��
������� |x− z̄| + |x− w| = |z̄ − w|.

	����

3�
���� �� ���	������ ��	������� ��� ���������	 ��������	 �	 	�	��$��-�
�� ��$��	 �� �� 	������� ������	�� 
��(��	�

,� �	� ������ ��� ����	 Z,W ��� ���� ���
�
��� ��	� �����	� �	 �������
����� X �� �����	� 
�� �	����� �� �������	 	
�������� 	
� �	 Z,W
���������

<�	 �� �	�	����� �������� �� ���������� W ∗ ��� W �� 
��� �� �����	
�
��� ��	 ���� ����� X �� �����	� ������ XW = XW ∗ �	� XW +
XZ = XW ∗ + XZ ≤ W ∗Z� '��	� �$�	 
��"	��� ��� ������ �����	 	�
���������� X �� ����� ����� ��� ����������� ����	��� W ∗Z �� ��
�����	�

**.��	"��-���� ++ �	 
	�	
��� �� ���	���� ��$��	� <�	 x ∈ R ������
x = x̄ �	�

|x− w| + |x− z| = |x− w̄| + |z − x| ≥ |z − w̄|.
,� �
�����	�� ��	 �	������ x �	 �
�������� �����	 ��� 
	�	
���
	������	 ����  -������ ��	���� ���� �	 ��	� |z − w̄|� '��	� ������



:: � � �

���  ��������� 	������	 �����	� �����	 ��� 
���
��� 
�� z − x =
t(x − w̄), t ≥ 0 ��	�� Rez − x = t(x − Rew)) Imz = tImw �� t ≥ 0)
�
��� ��	��
�����	�  ���� �� t = Imz

Imw
> 0�

������ 
	������� �� ��	���� ���� �� |z− w̄| ��	 x = Rez+tRew
t+1

�� t = Imz
Imw

� 4 
	�	
��� ���� ��� x 	
������ 
��"	�$� �	� �� -������ ��� ��
������� ��� 
��(���	����

9� ,� a, b ∈ C − {0} �	� n "������ 	������ 	
������� ��� ��	 ����

r > 0 �
����� z ∈ C �� |z| = r $��� |a+ bzn| > |a|�

	����

?������ a = |a|eıt1 , t1 = arga) ������ b = |b|eıt2 ) z = reıt �
���

|a+ bzn| = ||a|eıt1 + |b|eıt2rneınt| = ||a| + |b|rneı(nt+t2−t1)|
,� 
������ t �� nt + t2 − t1 = 0 
	������� �� ���� |a| + |b|rn 
�� ���	�
 ������ ���	�� ���� ��	 |z| = r �	� ��	��
���� �� 	
	��� ��� 
��(���
�	��� � 5,� 
������ t �� nt + t2 − t1 = π 
	������� �� ��	���� ����
||a| − |b|rn| 7�

>� E
�������� �	

w = (1 + ı
√

3)24) Rew) Imw) X(w,∞)�

	����

,� z = 1 + ı
√

3) �����	 ��	
���$����� ��� z2 = −2z̄ �
��� z3 = −2z̄z =
−2|z|2 = −8)

w = (z3)8 = 88 �	� X(w,∞) = 2√
1+|w|2 = . . .�

5'
������ �� 	����� ��$��	 �� �� ���� ��������������� ��"�	��7

A� 0������ ��� ���������� �	 �����	@

a. A = {z ∈ C : Re(z2) = 1},
b. B = {1

z
: Re(z) ≤ −1}

c. C = {z ∈ C : Re(z̄) = Re( ¯(ız)},

	����

<�	 �� ������ A 	�	������ ��� 	�	������ ��������	 ��	 �� ��	��� x2 −
y2 = 1�

<�	 �� ������ B ������
��$��	� ��� �������� ��� �$�	��� ��� ���	���$�
	����$� ������ ��	������ ��� �������



# � :=

Z = 1
z
) z = 1

Z
) Rez = Re 1

Z
= Re Z̄

|Z|2 )

Re Z̄
|Z|2 ≤ 1)|Z|2 − 2Re(1

2
Z̄) ≤ 0) |Z − 1

2
|2 ≤ 1

4
�

'��	� �$�	 
��"	��� ��� �� ������ 	
	���-��	� 	
� ��� ������� �����
D[1

2
, 1

2
]�

5R	�	����� �� 
��(��	 ���	���
����� �� �� 
��(��	 	�	������� ��������	��7

�� ������ C 
������"��	� 	
� �� �����	 x+ y = 0�

:� 0������ �� ���������� �� ������ 
�� �����	� 	
� �� ������

|z|2 + 5Re(z) + 3Im(z) + d = 0) ��	 ��� ���"���� ����� ��� d ∈ R�

	����

.��	���
���	� �� 
��(��	 �� 	�	������� ��������	� ������ �� ������

x2 + y2 + 5x+ 3y + d = 0 � (x+ 5
2
)2 + (y + 3

2
)2 = 34

4
− d�

,
� �� 
	�	
��� ���"� 
����
���� �� 
	�	���� 
���
�$�����

,� 34
4
− d < 0 �� ������ ���	� �����

,� 34
4
−d < 0 ������ ���������� �� �������� �� z = (−5

2
,−3

2
) = −5

2
,−ı3

2

�	� ��	 34
4
− d > 0 ������ ��� ����� ������� K = (−5

2
,−3

2
) = −5

2
,−ı3

2

�	� 	����	� R =
√

34
4
− d.

4 	������$
�� �
���� �	 ����� �� �� ����(�	 ��� ���	���$�� 0�� ����
��������	  	����� ������ �����	�

|z|2 +Re(z(5 + 3ı)) +
|5 + 3ı|2

4
=

|5 + 3ı|2
4

− d

�

|z + 5+3ı
2

|2 = 34
4
− d �	� ������-���� �
�� 
�����������

=� D����� ��� ��-�� ��� ����$����

z4 = 24) z2001 = 1) 1 + z + z2 + . . . z2000 = 0) ez = 1 + ı�

	����

<�	 �� 
�$� ������ ������ ������

zk =
4
√

24e
2kπı

4 ) k = 0, 1, 2, 3 �

z0 = 2, z1 = 2e
ıπ
4 =

√
2 + ı

√
2

2
, z2 = 2eıπ = 2ı, z3 = 2eı3π = −z1.



=; � � �

<�	 �� ������ ������ ��-�� zk = e
2πık
2001 ) k = 0, 1, 2 . . . 2000.

<�	 �� ���� 	� 
���	
�	�������� �� z−1 
	������� �� ������ z2001 =
1� �� ������� �
�� �� 
�������� 	��� ��	������ �� ��� z0 = 1�
<�	 �� ���	�� �� ������ ������	� 	
� �� ������

log(1 + ı) = Log|1 + ı| + ıArg(1 + ı) + 2kπı, k = 0 ± 1,±2,± . . . =

Log|2|
2

+
ıπ

4
+ 2kπı, k = 0 ± 1,±2,± . . . .

�;� H������ ���������� ��� e
z+1
z−1 ∈ D(0, 1) ��	 ���� z ∈ D(0, 1)�

	����

�� ������ ���$� �� 
	�	
��� �������� �	���-��	� �� �� ��������
e−Z ) ReZ ≥ 0 �� �
��� �	 (������ 4 ������ e−Z = w,w �= 0 �����
Z = −Log|w| − ıargw. 4 ���� ReZ ≥ 0 ������	��� �� Log|w| < 0 �
w ∈ D(0, 1) − {0}�

��� ?������� �� ������� f(z) = eiz+1 ��� ������
Ω = {z ∈ C : |Im(z)| < 1}�
5a7 '��	�  f ��� ��� Ω[
5b7 D����� �� �����	 f(Ω)�

	����

,
� �� ������ w = eiz+1 
����
��� ������ ������

ız+1 = log(w) = Log|w|+ıArgw+2kπı � z = −ıLog|w|+Argw+2kπ−1.

# 
���������� −1 < Imz < 1 ������	��� �� −1 < −Log|w| < 1 � e−1 <
|w| < e1 
�� ��	���� ��� �� ������ ���$� ���	� � �	������� Δ(0, e−1, e1).
5

'
����  ������ ���� �
����� ������ ��	 �
�����
��� w ���� �	������ 
������� ��� ���	� 	�"��������	���

�%� D����� �� �����	 ��� ������� ���� �� ������� �������� ���� 
���
�
�$����

A = {z = x+ iy ∈ C : x ≤ −1, 0 ≤ y ≤ π}, f(z) =
1 − z

1 + z
.

B = {z = x+ iy ∈ C : x ≤ −1}, g(z) = e
1+z
1−z .



# � =

	����

4 ����

Z = X + ıY ) =
1 − z

1 + z

���� ��� 
������ �����

z = x+ ıy =
1 − Z

1 + Z
�x =

1 −X2 − Y 2

(1 +X)2 + Y 2
, y =

−2Y

(1 +X)2 + Y 2
.

# 
��������� x ≥ −1 	���������� ��� ������� ���
�
��� X ≤ 1 ) � 
����
������� y ≥ 0 	���������� ��� ������� ���
�
��� Y ≤ 0 �	� � 
����������
y ≥ π 	���������� ��� (1+x)2+(y− 1

pi
)2 ≥ 1

pi2
��	�� ��� C−D(1+ 1

pi
, 1

pi
�

4 -������ �����	 �	���-��	� �� �� ���� ��� 
	�	
��� ��������

�� ������� ��$��	 �$�	 ��	���"$���	� ��� ����� ��� {Z = ew :
Rew ≤ 1}� ,
� � ��� �� ������� 
����
���
w = Log|Z|+ıargZ �	� � 
���������� Rew ≤ 1 ������	��� �� 0 < |Z| < e�

�1� ,
������� ��� |cosz|2 + | sin z|2 = 1
2
(e2y + e−2y)

	����

| cos z|2 = |e
ız + e−ız

2
|2 =

|eız|2 + |e−ız|2 + 2Re(eıze−ız)

4
,

| sin z|2 = |e
ız − e−ız

2ı
|2 =

|eız|2 + |e−ız|2 − 2Re(eıze−ız)

−4
.

,����-���	� 
	������� �� 
�����	 |eız |2+|e−ız|2
2

.

,��� |eız|2 = |eı(x+ıy)|2 = |eıx|2|e−y|2 = e−2y �	� ������ |e−ız|2 = e2y�

�2� D����� �	 �����	 
�� 
����
���� 	
� ��� ��"������ ((1 + ı)3)ı) (1 + ı)3ı)

(3ı)(1+ı).

	����

((1 + ı)3)ı = (−2 + 2ı)ı = eılog((−2+2ı).

'
����



= � � �

log((−2+2ı) = Log|(−2+2ı)|+ıArg(−2+2ı)+2kπı =
3

2
Log2+

3

4
πı+2kπı

������

((1 + ı)3)ı = e
3
2
ıLog2− 3

4
π−2kπ, k = 0 ± 1 ± 2 . . . .

'
����

log(1 + ı) = Log|1 + ı| + ıArg(1 + ı) + 2kπı =
1

2
Log2 +

1

4
πı+ 2kπı

������

(1 + ı)3ı = e3ılog(1+ı) =
1

2
Log2 +

1

4
πı+ 6kπı, k = 0 ± 1 ± 2 . . . .

50	�	������ ��� 	
� ��� ��"������ ��� 
����� 	� ���	 �����	 	��� ��
������� ���	� �
������� ��� 
�$����7

<�	 �� ���� ��"�	� 	������$��	� �� ���	 ��	���	��	 ������

log(3ı) = Log3 + π
2

+ 2kπı �
���

(3ı)(1+ı) = e(1+ı)log(3ı) = eLog3−π
2
−2kπ+ı(Log3+ π

2
+2kπ), k = 0 ± 1 ± 2 . . . .

�9� ,� z1 = 4 + 3ı) z2 = 3 + 4ı) z3 = −3 + 4ı) z4 = −4 + 3ı 	
	������ 
����
	
� ��� 
	�	���� ������� 	��������

Logz1z2 = Logz1 + Logz2) Logz4z2 = Logz4 + Logz2) Logz2z̄4 = Logz2 +
Logz̄4)

Logz4
1 = 4Logz1) Logz3

3 = 3Logz3�

	����

,
� �� ���	������� 
�� 	����� �� ���� ����� 
	������� ��� 
	�	����
	���������

0 < Argz1 <
π
4
) π

4
< Argz2 <

π
2
) π

2
< Argz3 <

3π
4
�	� 3π

4
< Argz4 < π.

4 
�$� �����	 ������ ��� �	� ���� ��� −π < Argz1 + Argz2 ≤ π�
,���
��$��	� ��� 
���������� ������� ������ π

4
< Argz1 + Argz2 <

3π
4

�
���  	
���� ���	� �������

!�� ������ 
���
��� ������ Argz4+Argz2 > π �
���  	
���� ���	�
	�������



# � =1

!�� ���� 
���
��� �
���� Argz̄4 = −Argz4) ������ −π < Argz̄4 < −3π
4

�	�

−3π
4
< Argz̄4 + Argz2 < −π

4
�
���  	
���� ���	� �������

<�	 �� ���	�� 
���
��� �
���� 0 < 4Argz1 < π  	
���� ���	� �������

<�	 �� ������	�	 
���
��� �
���� 3Argz3 >
3π
2
 	
���� ���	� 	�������

�>� ,� f ���	� 	�	������ ������� �� 	������ ������ 	
������� ���

∂2

∂x2 |f |2 + ∂2

∂y2 |f |2 = |f ′|2

	���� ∂
∂x
|f |2 = ∂

∂x
f f̄ = fxf̄ + f f̄x)

∂2

∂x2 |f |2 = fxxf̄ + 2|fx|2 + f̄xxf )

∂2

∂y2 |f |2 = fyyf̄ + 2|fy|2 + f̄yyf �

K	�(�����	� �
� �� ��� fxx + fyy = 0) f̄xx + f̄yy = 0 �	� |fx| = |fy| = |f ′|

���������	� ��� ��� ������	��� ������� 
	������� �� -��������

H�	���	�� ��	� ����
���� ������� ���
� ��	 �� 	
������ # 	�	��$���
�	����	� �	 ���	�$��� ��	 ��
������ ��� ������	� f = u+ ıv�

'����� 
���
��� ��� 
	�	
��� ���
�����	��� 	
������  
	�	���� �����

�A� ,� f ���	� 	�	������ ������� �� ��
� �� |f |2 	������� �� 	���� ����
 ������� ���	� ��	����� 5'������� ��	��  ��	"���
��� ��� 
�����
������� �� ��
� ���	� ����	������7

�:� ,� f(z) ���	� 	�	������ ������� �� ������ O ���������� �� 
��� ���
����	 ��� x ����  ������� g(z) = f(z̄) ���	� 	�	������ ��� O �	� ������
g′(z) = f ′(z̄) ��	 ���� z ∈ O

	����

'
���� z̄ → z̄0 ��	� z → z0 ������

lim
z→z0

f(z̄) − f(z̄0)

z̄ − z̄0
= f ′(z̄0)

�	� 
	������	� �	 ��-���

lim
z→z0

f(z̄) − f(z̄0)

z − z0
= f ′(z̄0),

��	�� ��	 ���� z0 ∈ O �
�����  
	������� g′(z0) �	� ������ g′(z0) =

f ′(z̄0)�



= � � �

!��
��	 ��� �$�	 �� 	
������ ��� 	�	"����	 ��� ������������	 ���
������� 	"�������  ���� 	�	��$�� �	 ����
���� 
�� ������
�������
# 	�	��$��� �	����	� �
��� �	 �$��� ��	 ������ ��� ����$��	� f(z) =
u(x, y) + ıv(x, y) �	� g(x, y) = u(x,−y) − ıv(x,−y)�

�=� F	 ����	����� �� 
��� �� ��	"���������	 �	� 	�	��������	 �� ���	����
����)

f(z) = z̄2

z
, z �= 0, f(0) = 0) g(z) =

√|xy|) h(z) = |z|5 + 3ez + 1�

	���� <�	 z �= 0 ������ fz̄ = 2z̄
z

�= 0) ��	�� ��� ������� �� ����
����� C-R �
��� ��� �
�����  
	�������� !�� ����� z = (0, 0) ������
f(x, 0) = x) f(0, y) = ıy �
��� fx(0, 0) = −ıfy(0, 0) = 1) ��	�� �������
�� �������� C-R� 0	���	 	���  
	������� ��� �
����� ��� ���� 0����

�	��  ������� f(z)−f(0)
z−0

= z̄2

z2 ��	� �� z → 0 ��������� ���� 
�	��	����
����	 ���� ���� 1 �	� ��	 z = t(1 + ı), t ∈ R ������ ���� −1�

5Q� ������ ��� 	����� �� �������� C-R ��	 �� 
	�	����������	 	���
�����-��	� �
�
���� �	�  ��	"���������	 �� �� 
�	��	���� �����	 
��
��� 
���
���� �	� ��� �������7

!������ �� �� ������� g = u + ıv �� u(x, y) = 4
√
x2y2 �	� v = 0 ��

	
���� �
���������� ��	
���$����� ��� ��� ������� �� �������� C-R ��	
����	 
�� ������ xy �= 0�

'
���� g(0, y) = 0) g(x, 0) = 0 ������ gx(0, 0) = −ıgy(0, 0) = 0 ��	��
������� �� �������� C-R�

4 ���� g(z)−g(0)
z−0

	� �������� ��� �������� y = x ��	�� z = x + ıx

�����	� |x|
(1+ı)x


�� ��	 x > 0, x→ 0 ����� ���� 1
1+ı

�	� ��	 x < 0, x→ 0 �����

���� − 1
1+ı

) �
������ ��� �
�����  
	������� ��� ����� ,� x0 �= 0 )

f(x0, y) =
√|x0|

√|y| 	
� �� 
�	��	���� 	����� ���	� ������ ��� ���
�
�����  
	������� �� 
��� y ��� ���� ��	�� ��� �
����� �� fy(x0, 0)
��	 ����� x0 �= 0�

.� �� ���	 ��	���	��	 �
������ �	 	
��������� ��� ��� �
����� �� fx(y0, 0)
��	 ����� y0 �= 0� ������ ��� �
�����  
	������� �� �	���	 ������

!�����	 �� �� ������� h� '
����  ������� 3ez + 1 ���	� 	�	������
�� ��� �� ���	���� �
�
��� 	���� �	 ����������� �� ������� q(z) =

|z|5 = (
√
x2 + y2)5�

<�	 z �= 0 ������ fx = 2x(x2 + y2)
3
2 )fy = 2y(x2 + y2)

3
2 �
��� fx(z) �=

−ıfy(z) �

<�	 z = 0 ������ q(z)−q(0)
z−0

= z̄|z|3 → 0 ��	� z → 0) ��	�� q′(0) = 0�
������  ������� h(z) = |z|5 + 3ez + 1 ���� 
	������ ���� ��� �����
���� �� ���� h′(0) = 3�
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!� �	��	 	
� ��� 
���
�$���� ��� ������ ����� 
��  	�������� �������
�	 ���	� 	�	�������

%;� F	 ����	����� �� 
��� �� ��	"���������	 �	� �� 	�	��������	 ��
���	�������)

f(z) = 9x3 − x − ı(4y3 − y)) g(z) = |z − 1|2 + |z − 2|2 + |z − 3|2) h(z) =
ex(x cos y − y sin y) + ı(ex(y cos y + x sin y) z ∈ C�

	���� !��� 
���
�$���� 
�� �����-���� ���� �� ���	������� ���	� ���
	"�������� �� �� 
�	��	���� �����	 �� ��� �� 
���� ������� ���� �����
�
������ �� ������� 
	������� �	� ���	� ��������) �
������ ����� 
	����
��� 	���($� ��	 ����	 �����	 
�� ������� �� �������� C-R�

#� �������� fx = 27x2 − 1 = −ıfy = −12y2 + 1) ������ ��� �� ������

	�	����������	� �� f 	
	���-��	� 	
� �	 ����	 �� ����� � 27x2 +
12y2 = 2 �	� �� 	��� ������ f ′(z) = fx = 27x2 − 1

!� �	���	 �����  ������� ��� ���	� 	�	������ ����� ��� �
����� �	���	�
	������� ������ 
��  ������� �	 ���	� 
	�	������� �� ��	 �	 ����	
����

!������ �� �� ������� g  ���"� g(z) = (z− 1))(z̄− 1)+ (z− 2))(z̄−
2) + (z − 3))(z̄ − 3) �	� *\
	�������++ �	 ������
������� ��� ��������

C-R ��� ������	� ������ gz̄ = 0 � (z − 1) + (z − 2) + (z − 3) = 0

�� ��	���� ��� ������ ���	���� ����� 
	�	����������	� z0 = 2� 4

	������� �����	� 	
� ��� ��
� fz(z0) = (z̄0 −1)+(z̄0 −2)+(z̄0 −3) = 0�
0��"	�$�  ������� ��� ���	� 
������ 	�	�������

<�	 �� ������� h ���� ��� ������� 
	�	�������� � 	�	��$��� �
����
�	 ��	
���$��� ��� ������� �� �������� C-R �� ��� �� ���	���� �
�
��� �	�
�
���� ���	��� �� 	������ ������  ������� �	 ���	� 	�	������� &'�	
������������ (����	 �� �� ����(�	 ��� ���	���$� 	����$� �	 �
������
�	 	
�"���� ���� �
���������� 
	�	��$��	� ��� f(z) = ex(x+ıy)(cos y+
ı sin y) = zez 
�� 
��"	�$� ���	� 	�	�������

%�� F	 (����� ������� ������� �� ������� �� ���	���� �
�
��� 
�	��	����
��	"������ 
�� �� ������ ��� ������ 
�� 
	�	����-��	� �	 	
	���-��	�
	
� ���� ��� ������ �	� ��� ���������� ��� ����$� ����

	���� �	 ����	 �� 
	�	����������	� 
�� 	
	������ 
������"���	� ��
���	�	 ������ (x− y)(x+ y)xy = 0�

?������ x = z+z̄
2
, y = z−z̄

2ı
�	� ���� ��� 
������  
	�	
��� ������ 
	�����

�� ������	� ���	���� ���"� z4 − z̄4 = 0�

,�	-����� ��	 
	������	 ��� 
�$��� ������� �� 
��� z̄� .�	 �����	
���	�  ������� f(z) = z̄z4 − 1

5
z̄5�
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4 
	�	
��� ������� ���� ������� 
	�	�$���� �������� ��� �
�
���
�
��� ���	� 
�	��	���� ��	"������ �	� �� �������� C-R fz̄ = z4 − z̄4 = 0
��	��
������	� 	
� �� �	�	����� �� 	
���������� ��� ������ 
�� 	�

	�����	�� '
�
���� ��� ������ 	���  
	������� �����	� 	
� ��� ��
�
f ′(z) = fz(z) = z4� '
���� �� ������ ��� ������ 
	�	����������	� ���
���� ��������� ����	  ������� ��� ���	� 	�	������ �� �	���	 ������

%%� F	 ����	���� 
���� ���	������� ����� ��-��� 	������� ��� 
���� �������
���� �	� ��� ������ 
���
��� �	 �������� ���� 
���
�$�����

u1(x, y) = y3−3yx2, u2(x, y) = y3−3yx2, u3(x, y) = Log[(x−1)2+(y−2)2],

u4(x, y) = x2−y2+
x+ y

x2 + y2
, u5(r, θ) = 5+3r cos θ+7r sin θ+8r2 sin θ cos θ.

50���	 ������� ��������� �	 	��������	 �
������	 ��� ���	����� �
�
����

�� ����� ���	 �� ��"������ ����7

	���� !������ �� �� u1 .� �������$���� 
	�	�������� ��	
���$�����
��� ∂2u1

∂x2 + ∂2u1

∂x2 = 0) ��	��  ������� ���	� 	������� ��� 
���� �������
��� '
� 
���� �� 
���� ������� ���	� ������� �� �
�
��� 
�� ���	� 	
��
��������� �
��� ������	 �
����� ��-���� 	��������

<�	 �� ����� ������ ux = −6y = vy �
��� v(x, y) = −3y2 + c(x)� ,
�
�� ���� vx = −uy = −3y2 + 3x2 ������ c′(x) = 3x2 � c(x) = x3 + c �	�
v(x, y) = −3y2 + x3 + c�

!�� 
���
���� �	� �	� ������ ���� ���� ���	������� �
������ �	 ��
"	�������� ��	� �������� �
�
��� ���
� (�������	� 
�$�	 �� 	�	������
������� �	� �� �������	 �	 
	������� �� ��-��� 	������� 	
� �� "	��
�	����� �� ������ 0�� �����������	 	� ������� x = z+z̄

2
, y = z−z̄

2ı
����

��� 
������  
	�	
��� ������� 
	����� �� ���	���� ���"� ız3 − ız̄3 =
Re(2ız3)� '��	� �$�	 
��"	��� ��� v = Im(2ız3) + c.

!������ �� �� ������� u2 ���� ��� �������$���� 
	�	�������� �����	
��	
���$����� ��� ��� ���	� 	������� �
��� ��� ���� ��-��� 	��������

!������ �� �� u3 �����	 ��	
���$����� ��� ���	� 	�������� '�$ 
��
��
���� �	 ���	��� 
���������� ��	�� �� 
���� ������� C − {1 + 2ı} ��� ���
�	� 	
�� ��������� 5���� ���
	 ���(1, 2)7 �	� ��� �
������ 	������	 �	
����������� �� 
�������� ��	���	��	� '��	��� 	�	��	������ �	 
����
��������� �� �	������ �
������� 	
�	 ��������� ��
� �	� �� �������	
�	 ����� 	� �
��������	� �� 	
�������	� !�� 
���
���� �	�  �������
���"��	� 2Log|z − 1 − 2ı| = Re

(
2Log(z − 1 − 2ı)

)
,� 
������������ ���

������ OC = C − {z : Im(z − 1 − 2ı) = 0, Re(z − 1 − 2ı) ≤ 0} H�	��
�	 	"	�������� 	
� �� ���	���� �
�
��� �� �������	 (y = 2, x ≤ 1) ���
���-���� ���  ������� 2Log(z− 1− 2ı) ���	� 	�	������ ���� 
	�	
���
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��
� �
��� �� 	���� �� ��-����� 	�������� �� 	������ �������� ���	�
Im(2Log(z−1−2ı) = 2Arg(z−1−2ı)+ c� '��	� ������ ���� ���  
���
������ ������� ��� �
��������	� �����$� �� �	���	 ����� �� 	
����
����	� �������	� 
�� ��	���� ���  	����� ��� ���� 	������� ��-��� �
0��"	�$� � 
���������� 
�� ������
����	�� ���	� � ���	������� ���	���

�� ����� 	������� ��-����

!������ �� �� u4 �	 ��	
���$����� ��� ) 
	�� �� ������� ��� � ��
��
������� ���� ���
	 ��� ����  ������� ���� ��-��� 	��������

0����	�� 	� ������� x = z+z̄
2
, y = z−z̄

2ı
������

x2 − y2 = Rez2,
x

x2 + y2
= Re

z

zz̄
= Re

1

z̄
= Re

1

z
,

y

x2 + y2
= Re(

−ız
zz̄

) = Re
ı

z

�
��� u4(x, y) = Re(z2 + 1+ı
z

)�

'��	� �$�	 
��"	��� ���  u4 ���� ��-��� 	������� �� v4(x, y) = Im(z2 +
1+ı
z

)�

!������ �� �� u5 ������
��$��	� ��� ������� cos θ = Re(eıθ)

sin θ = Re(−ıeıθ) 
	�������

u5(r, θ) = 5 + 3r cos θ + 7r sin θ + 8r2 sin θ cos θ =

Re(5 + 3reıθ − 7ıreıθ + 4r2e2ıθ) = Re(5 + (3 − 7ı)z + 4z2).

'��	� �$�	 
��"	��� ���  ������� ���� 	������� ��-����� ��� Im(5 +
(3 − 7ı)z + 4z2) + c� ,"����	� ���� 	�	��$�� �	 ��� ��"����� �� ���"�

����$� ������	�������

%1� ,� R  	����	 �������� ���	��������
∑
anz

n �	� k "������ 	������ (�����
��� 	������ �������� ��� ���	������$�

∑
nkanz

n)
∑
anz

kn �	�
∑
ak

nz
n�

	���� !������ �� �� 
�$� ���	������� ������

1

R1

= lim n
√
nk|an| = (lim n

√
n)klim n

√
|an| = lim n

√
|an| =

1

R
.

!������ �� �� ������) 	� ������� zk = Z  ������� �� ������
∑
anZ

n

��	 |Z| < R ����� |z| < k
√
R�

H������� ���
�� ���	� �	 
������ �� ����



=: � � �

1

R2
= lim kn

√
|an| =

k

√
lim n

√
|an| =

1
k
√
R
.

!������ �� �� ���� ���	������� ������

1

R3

= lim n
√
|ak

n| = (lim n
√

|an|)k =
1

Rk

�

%2� ,� p, q 
���$���	) k,m 	���	��� �	� h(n) ������ 	�����	 	�������	
"����$� 	����$� 	
������� ���  �����

∑
pk(n)(Log(q(n))mzh(n) ���� 	��

���	 �������� ��	�

	����

<�	 ���� ������������ z �	 ���������� �� 
��� �� ������� �� 	�����
���� ����� ���	���$� 	����$�

∑
fn(z) �� �� �������� ��� ����� ��	��

�	 (����� �	 z ��	 �	 �
��	 ������)

|fn+1(z)|
|fn(z)| = |p(n+ 1)

p(n)
|k|Log(q(n+ 1))

Loq(q(n))
|m|z|h(n+1)−h(n) < 1��	gian > n0.

'
���� �	 
���$���	 p(x), p(x+ 1) ����� ��� ���� ���������� ��� ������

��(����� ��� ������ lim p(n+1)
p(n)

= 1� '
��� ������ lim Log(q(n+1))
Loq(q(n))

= 1� <�	
�� 	
����� �	 ������
�������� ��	� 	
�� �	� ���	����	 	
�������	����
���
� 
�� �"	���-��	� ��	 	��������� 
�� 
��������	� 	
� 
�����������

�	��	���$� ���	������� ���� �
���� �"	���-��	� � �	���	� Hospital�
5'�$ �����-��	� 
������ ����� �������) ��"	����	 
��"	�$�) �"	���-���
��� �	���	 ����� �	 ��������� ������� 
	������	� 
	������ 	������
��	�7

?������� �� ������� Log(q(x+1))
Log(q(x))

�	� �	 	
��������� ��� ��	 x → ����

���� 1. 0����	�� ������ �� 
���
��� +∞
+∞ �
���

(Log(q(x+ 1)))′

(Loq(q(x)))′
=
q′(x+ 1)q(x)

q′(x)q(x+ 1)
→ 1 ��	�x→ +∞.

'
���

|zh(n+1)−h(n))| ≤ |z| ��	� |z| < 1 �	� |zh(n+1)−h(n)) ≥ |z| ��	� |z| > 1�

<�	 |z| < 1 ������

|fn+1(z)|
|fn(z)| ≤ |p(n+ 1)

p(n)
|k||Log(q(n+ 1))

Log(q(n))
|m|z| → |z| < 1
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�� ��	���� ��� ������ ��	 ����� ���� ������� ������ |fn+1(z)|
|fn(z)| < 1 �
���

������ ������� ��� ����� |z| < 1�

<�	 |z| > 1 �� ��� ���� ���
� 
	������� |fn+1(z)|
|fn(z)| > 1 
�� ��	���� ���

��� ���������  ����� ��� ��������� ��� ���	��	��� ������ �
���  	����	
�������� �� ���	�������� ���	� ��	�

%9� F	 �
���������� �� 	������ �������� ��� ���	������$�

��
∑

(an + bn)zn, |a| < |b|)
%�

∑
(n+ bn)zn)

1�
∑
an2

zkn) k "������)

2�
∑
aknzn2

) k "������)

9�
∑

(1 + ı)4nz32n
)

>�
∑

(1 + ı)32n
z4n)

A�
∑

32nz4n!)

:�
∑

34n!z2n)

=�
∑

n!
nn z

kn)k "�������

	����

�� ,
� �� �����	

|a
n+1 + bn+1

an + bn
| = |(

a
b
)n+1 + 1

1
b
(a

b
)n + 1

b

|

�	�(�����	� �
�  ��� (a
b
)n → 0 
	�������

|a
n+1 + bn+1

an + bn
| → |b| =

1

R1
.

'�	� �������� ���
�� ���	� �	 	
��������� ��� �� ������
∑
anzn �	�

∑
bnzn

����� 	������ �������� 1
|a| �	�

1
|b| 	��������	 
�� ��� ���	� ���� ���	�� ����

�
���  �������� ���	� 	����	 �������� ��� 	������	����

%� <�	 |a| ≤ 1 ������ an

n
→ 0 �
���

|n+ 1 + an+1

n+ an
| = |1 + 1

n
+ aan

n

1 + an

n

| → 1 =
1

R2

.

<�	 a| > 1 ������ n
an → 0 5(����� ��	��7 �
���

|n+ 1 + an+1

n+ an
| = |

n+1
an+1 + 1
1
a

+ n
an

1
a

| → |a| =
1

R2

.
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1� H���������� �� �
	�� ��� ����� �� 	�������	� n
√
|a|kn2 = (|a| 1

k )n�
Q� ������ �� ���� �� 
	�	
��� 	�������	� ��� 
���
��� |a| < 1 ���	�
���� �
��� R3 = +∞� !�� 
���
��� |a| = 1 ������ R3 = 1 �	� ���

���
��� |a| > 1 �� ���� ���	� +∞ �
��� R3 = 0�

2� lim n2
√|a|kn lim |a| kn

n2 = lim |a| k
n = 1 = 1

R4
�

9� H���������� �� 
��� �� ���� �� 	�������	 |1 + ı| 4n
32n � �� ���� ��

	�������	� 4n
32n ���	� ���� 5�
���� ����� �	 	
�"���� ��	 	
�����	� 	�	�����

�	-� ��� �
���� �	 �	�	"���� ��� (�����	 ��� �	���	 Hospital ����$��	�
�� ������� 4x

32x 7� ������ ������ 1
R5

= 1 = R5�

>� ,
� �� 
�������� 
���
��� ������ 32n

4n
→ +∞ ) �
���

|1 + ı| 3
2n

4n = (
√

2)
32n

4n → +∞


�� ��	���� ��� R6 = 0�

A� '
���� 3
2n
4n! = 3

2
(n−1)! → 1 ������ R7 = 1�

:� '
���� 4n!
2n

→ +∞) 3
4n!
2n → +∞ ������ R8 = 0�

=� ,� fn(z) = n!
nn z

kn ����

|fn+1(z)|
|fn(z)| =

n+ 2

n
(1 +

1

n
)n|z| → e|z|k.

'
���� e|z|k < 1 ��	� |z| < k

√
1
e
������ R9 = k

√
1
e
.

%>� E
�������� ��� 	������ �������� ��� 
	�	���� ���	������$� ������
��$��
�	� 	
�������	�	 �� 
��������� ������

��
∑

(an + bn)nzn+8) |a| < |b|�
%�

∑
(n+ bn)n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)zn�

1�
∑

(1 + ı)32n
n(4n− 1)(4n− 2)z4n�

K��

�� <�	 ���� z  	�������� ����� �����	� z9
∑

(an + bn)n)zn−1) �
������ 
-������ 	����	 �	���-��	� �� �� 	����	 �������� �� ���	��������

∑
(an + bn)nzn−1 =

∑
(an + bn)(zn)′.

,
� �� ������ ��$��	 
	�	�$���� ���	������$�  	����	 �� ������
�	�	� ���
�
��� �� �� 	����	 �������� �� ���	��������

∑
(an + bn)zn


�� �������	�� ��� 
	�������	 � �� 
��������� ������
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%� 4 -������ 	����	 ���
�
��� �� �� 	����	 �������� �� ���	��������

∑
(n + bn)n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)zn−k =

∑
(n + bn)(zn)(k)


�� �� �� ����� ��� �	���-��	� �� �� 	����	 ��� �������� 
	�	�����	���
�� 
��������� �����)

1� ,
� �� ��"�	� �� 	��������� ������ �� ���"� 1
4
z3

∑
(1+ı)32n

4n(4n−
1)(4n− 2)z4n−3 
����
��� ���  -������ 	����	 �	���-��	� �� �� 	����	
�� ���	�������� ∑

(1 + ı)32n

(z4n)(3)


�� �� � ����� �� �	���-��	� �� �� 	����	 ��� 
	�	�����	��� > ��

��������� ����� �

%A� F	 �
��������� �� �������	
∑+∞

n=0(an
3 + bn2 + cn + d)(

zn+k
1

zn+m
2

))��	� |z1| < |z2|�

	����

,
� ��� �������

n2 = n(n− 1) + n, n3 = n(n− 1)(n− 2) + 3n(n− 1) + n

 ����� 
	����� �� ���"� ��� 	������	���

+∞∑
n=0

an(n− 1)(n− 2)
zn+k
1

zn+m
2

+
+∞∑
n=0

(3a+ b)n(n− 1)
zn+k
1

zn+m
2

+

+∞∑
n=0

(a+ b+ c)n
zn+k
1

zn+m
2

+

+∞∑
n=0

d
zn+k
1

zn+m
2

.

'
���� f(z) = 1
1−z

=
∑+∞

n=0 z
n ��	� |z| < 1 � 
�$��� 
��������� ���"��	�

a
zk+3
1

zm+3
2

f (3)( z1

z2
)) # �������� (3a+ b)

zk+2
1

zm+2
2

f (2)( z1

z2
))

� ������ (a + b+ c)
zk+1
1

zm+1
2

f ′( z1

z2
) �	� � ���	���� d zk

1

zm
2
f( z1

z2
)�

%:� C���� �	 �"	������� ��� ��
� Taylor 	��� �� (�����	 �� �����������
� ������ 	�	
����� �� ���	������� �� ������ �� ���� �� �������
Log(1 − z)) |z| < 1� !� �������	 �� �� (�����	 ��� 	�	
����	��� 
��
�	 (����� �$��� �� ���"� ������ ��$� ���	���$� ���� 	������� Log(1+ı

2
))

π� 	����



; � � �

,
� �� ����

(Log(1 − z))′ = − 1

1 − z
= −

+∞∑
n=0

zn


	�������

Log(1 − z) =
+∞∑
n=0

zn+1

n+ 1
+ c

�	� ������	� z = 0 
	������� c = 0�

'
���� 1+ı
2

= 1 − 1−ı
2

�	� |1−ı
2
| < 1 ������

Log(
1 + ı

2
) = −−

+∞∑
n=0

(1 − ı)n+1

2n+1(n+ 1)
.

,
� ��� ������� (1 − ı)2 = −2ı) (1 − ı)3 = −2(1 + ı)) (1 − ı)4 = −4) 	�
������� n = 4k +m) m = 0, 1, 2, 3 ������

(1 − ı)n+1

2n+1(n + 1)
=

(−1)k(1 − ı)m+1

(4k +m+ 1)22k+m+1
,

�
���

Log(
1 + ı

2
) = −

3∑
m=0

(1 − ı)m+1

+∞∑
k=0

(−1)k

(4k +m+ 1)22k+m+1
=

−(1 − ı)

+∞∑
k=0

(−1)k

(4k + 1)22k+1
+ 2ı

+∞∑
k=0

(−1)k

(4k + 2)22k+2
+

2(1 + ı)
+∞∑
k=0

(−1)k

(4k + 3)22k+3
+ 4

+∞∑
k=0

(−1)k

(4k + 4)22k+4

'
���� ImLog(1+ı
2

) = Arg(1+ı
2

) = π
4
) 	
� �	 "	��	����� ��� ��� 
���

������� 	��
����	 ������

π = +4

+∞∑
k=0

(−1)k

(4k + 1)22k+1
+ 8

+∞∑
k=0

(−1)k

(4k + 2)22k+2
+ 8

+∞∑
k=0

(−1)k

(4k + 3)22k+3

%=� F	 �
���������� �	 	������	�	

��
∑+∞

n=0
25n+1

n!33n+2 ) %�
∑+∞

n=0
25n+1

(2n+1)!33n+2 ) 1�
∑+∞

n=0
25n+1

(2n)!33n+2 ) 2�
∑+∞

n=0
(−1)n25n+1

(2n)!33n+2 )

9�
∑+∞

n=0
(−1)n25n+1

(2n+1)!33n+2 �



# � ;1

	����

�� ����	����� 
��(��	 �� 	������� ��� 
	�	
��� ���"�� ���	� �	 ���
������������ �� �� �	������ ������ 	��
����	 ���	��������� ,�����
�	 ��	 ���	 
����	�	 
�� �����-��	� �	���� �	 ���� 	
����������� 	"��

�$�	 �	 ���� ��������� ���	� �	 	�	
����	�	 ��� ��������� ��	����$�
���	������� 
�� ������	�� ������$���� �

!������ �� �� �� �� 	��
����	 
�� �	� 
����	����� �	 ������������ ��
�������	 ���	� ��

ez =

+∞∑
n=0

zn

n!
.

0����	��
+∞∑
n=0

25n+1

n!33n+2
=

2

9

+∞∑
n=0

(
32

27
)n 1

n!
=

2

9
e

32
27 .

!������ �� �� %� �� 	��
����	 
�� �	 ����	������ ���	�

sinh z =
1

2
(ez − e−z) =

+∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
�

0����	�� 	� ������� 5n + 1 = 5
2
(2n + 1) − 3

2
) 3n + 1 = 3

2
(2n + 1) − 1

2

������

+∞∑
n=0

25n+1

(2n+ 1)!33n+2
=

2
−3
2

3
−1
2

+∞∑
n=0

(
2

5
2

3
3
2

)2n+1 1

(2n+ 1)!
=

√
3

8
sinh

(√
32

27

)
.

!������ �� �� 1� �� 	��
����	 
�� �	 ����	������ ���	�

cosh z =
1

2
(ez + e−z) =

+∞∑
n=0

z2n

(2n)!
.

�

0����	��)

+∞∑
n=0

25n+1

(2n)!33n+2
=

2

9

+∞∑
n=0

(
2

5
2

3
3
2

)2n 1

(2n!)
=

2

9
cosh

(√
32

27

)
.

!������ �� �� 2�

�� 	��
����	 
�� �	 ����	������ ���	�

cos z =
+∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!



; � � �

�	� ���	-������ �
�� ��� 1� 54 ��	"���
��� �
����� ��� (−1)n7 
	�������

+∞∑
n=0

(−1)n25n+1

(2n)!33n+2
=

2

9
cos

(√
32

27

)
.

!������ �� �� 9� �� 	��
����	 
�� �	 ����	������ ���	�

sin z =
+∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!

�	� �� � ��	���	��	 ��� %� (��������

+∞∑
n=0

(−1)n25n+1

(2n+ 1)!33n+2
=

√
3

8
sin

(√
32

27

)
.

�

1;� F	 	�	
������ �� ����� Laurent  ������� 1
1+2z+4z2+8z3+16z4+32z5+64z6

����� ���	�������� ���	���� �	���������

	����

'
����

1

1 + 2z + 4z2 + 8z3 + 16z4 + 32z5 + 64z6
=

1 − 2z

1 − 26z6

�� ���	������� ���	��� �	������� �	����-���	� 	
� ��� ������� |26z6| < 1
� |z| < 1

2
�	� |26z6| > 1 � |z| > 1

2
�

!�� 
�$� 
���
��� 	
� ��� ������ ��
� �� ����������� ������ ��
�����

1 − 2z

1 − 26z6
= (1 − 2z)

+∞∑
n=0

26nz6n =
+∞∑
n=0

26nz6n −
+∞∑
n=0

26n+z6n+1.

!�� ������ 
���
��� ������ | 1
26z6 | < 1 �
���

2z − 1

26z6 − 1
=

2z − 1

26z6

1

1 − 1
26z6

=
2z − 1

26z6

+∞∑
n=0

1

26nz6n
=

+∞∑
n=0

1

26n+5z6n+5
−

+∞∑
n=0

1

26n+6z6n+6
.

1�� ,�
∑+∞

n=0 anz
n �� 	��
����	Taylor �� �������� 1

a+bz+cz2 )a �= 0) 	
�������
���

aan + ban−1 + can−2 = 0 ��	� n = 2, 3, . . .�



# � ;9

	���� <�	 
�	������� ������ ���-���� ak = 0 ��	� k < 0� ,
� ��
����

1

a+ bz + cz2
=

+∞∑
n=0

anz
n

������

1 =

+∞∑
n=0

aanz
n +

+∞∑
n=0

banz
n+1 +

+∞∑
n=0

canz
n+2 =

+∞∑
n=0

azn +

+∞∑
n=0

ban−1z
n +

+∞∑
n=0

can−2z
n =

+∞∑
n=0

(aan + ban−1 + can−2)z
n.

,
� �� �	���� ��� ������	��� 	�	
����	��� �� �� �����	 
����
��� 
-������ �����

1%� D����� �	 �����	 ��� 	���	��� ���	������� ��	 ��� �
���� ������

�� Ref ≥ 0) %� |f (4)(z)| ≤ 32�

	���� !������ �� �� �� ,� F = e−f ���� 
��"	�$� F 	���	�	 �	�
|F | = e−Ref ≤ 1�

'"	���-���	� �� ?�$��	 ��� Liouville ��� ������� F 
����
��� ���
���	� ��	���� �
������ F ′ = eff ′ = 0 � f ′ = 0 �
��� f ��	�����

5'�	 ���������� ���
��	��	 
�� �$�	 �
���� �	 	
������� �	���� ���	� ���
	� �� 	���	�	 ������� ������ �
��	��
��� ���� �� ���"�� aRef +
bImf + c ≥ 0)a, b, c ∈ R, (a, b) �= (0, 0)) ���� f ��	����� '
���� aRef +
bImf+c = Re((a− ıb)f+c) �
������ �	 ���	������ �
�� 
����������
������
��$��	� 	��� �� f �� ������� (a− ıb)f �7

!������ �� �� %� '
���� f 	���	�	 �
�� ���	� ������ �	 ���� ���� ����

	������ ��� 
���� ������� �� ��	�� �� ������� �� ���	���� �
�
���
�
��� �	�  f (4) �	 ���	� 	���	�	� '"	���-���	� �� ?�$��	 ��� Liouville
��� ������� f (4) = c 
����
��� ��� ���	� ��	���� �	� 	��� ������	��� ��
�� 
���	� ��� ���
�
��� �� 
���$���� �� 
��� (	���� 4 �� ����������
�� ������� ���	�� c

24
, |c| ≤ 32� 5<��������	 �� ��	 	�	������ �������

�� ��
� ������ f (k) ��	���� ��� �	� ���� ��� �	���-��	� �� 
���$���� ��

��� (	���� k� 0����	��  ���� f (k) = c1 = (c1z)

′ ����� f (k−1) =
c1z+ c2)f (k−2) = c1

2
z2 + c2z+ c3 �	� ������-���	� 
����
��� �� -��������

	
������� �� ���� 	�	
�������	� �� ���	�������7



;> � � �

11� ?������� �� ������ ��� ���	������� 
�� ���	� 	�	������� �� ������
C − A) �	� �� ��	 �	 ����	 ��� A 
	������-�� ��������� 	���	��	�
D����� �� ���"� ��� 
	�	
��� ���	������� ��	 ��� �
���� ������

|f(z)| ≤ |z2

1−z3 | �� ��	 �	 z 
�� ���� ���	  	������	 �	� �������� 
����
����� 	���	�	 �
���	��

!� �������	 �
������ �� ���� 
��(��	 ���� 
���
�$����

�� |f(z)| ≥ |z2|
1−z3 |) %� |f (3)(z)| ≤ |z|3)

1� |f (2)(z)| ≥ 2|z|2 2� |f ′(z)| ≤ 5|z3 + z2 + 1|) 9� |f ′(z)| ≥ 5|z3 + z2 + 1|
>� |f(z) ≤ |e 1

z − 1| A� |f(z) ≥ |e 1
z − 1| �

&#��� �� 
	�	
��� 
���
�$���� ���
������	� 	
� �� 
	�	���� ����

12� ,� ��� ���	������� ���	� 	�	������� �� ������ C − A) �� ��	 �	 ����	
��� A 
	������-��� ��������� 	���	��	 �	� �
�
���� ������ |f | ≤ |g|
���� �
����� ��	���� c �� f = cg, |c| ≤ 1�

	������

!�� ������ 
���
��� �
����  ������� g ��� �	���-��	� �� �� ��
������ ���� �	�� ����� ��� �
�
���� 
�� 
�� ���  ������� f

g
��� ���	�

	�	������ �	 ���	� ���������� 	�$�	�� ����� ��� '
���� ���� | f
g
| ≤ 1)

��	�� ���	� ��
��� "�	���� �� ���� ���������� 	�$�	�� ����� �� (��
�� ��$��	 �
���	�� ��� Riemman �	 �
��������	� 	�	������ �� 	����
������  ������� f

g
�	 �
��������	� �� 	���	�	 �	� �
���� ���	� "�	�����

 	
� �� ��$��	 Liouville 
����
��� ��� ���	� ��	����)�
��� f = cg ��
|c| ≤ 1�

'"	���-���	� �� 
	�	
��� ��� 	����� 
����
��� ��� �� ������ ���
���	������� 
�� -���� 
������"��	� 	
� �� ����

f(z) = c( z2

1−z3 ) �� |c| ≤ 1�

,
� 	���� ����  ������� ���	� 	���	�	 ����� �� �
����
�� ��� �
���������	�
	�	������ ��� ��	 5�� ���� ��� ��	 ���	� �
���� �	� ������ 
���7�

!�� 
���
��� �� 	������"���	� �� ����� �	� ������ �� ����

z2

1−z3 = cf(z) �� |c| ≤ 1� 0��"	�$� c �= 0 �
���

f(z) = 1
c
( z2

1−z3 ) �� 0 < |c| ≤ 1� !�� 
���
��� 	��� ��� �
����� �	��	
	���	�	�

!�� 
���
��� %� .��� ��� ���� ���
� 
	������� f (2)(z) = cz2 �� |c| ≤ 1
�	� ��	������

f ′(z) = c
3
z3 + c1 ) f(z) = c

12
z4 + c1z + c2 �� |c| ≤ 1�

!�� 
���
��� 1� ���	-������ �
�� ��� ��� ������



# � ;A

f (2)(z) = 1
c
z2 �	� f(z) = 1

12c
z4 + c1z + c2 �� 0 < |c| ≤ 1�

!�� 
���
��� 2� ������

f ′(z) = 5c(z3 + z2 + 1) � f(z) = 5c( z4

4
+ z3

3
+ z) + c1 �� |c| ≤ 1�

!�� 
���
��� 9� ������

f ′(z) = 5
c
(z3 + z2 + 1) � f(z) = 5

c
( z4

4
+ z3

32
+ z) + c1 �� 0 < |c| ≤ 1�

3	� ���� �������� 
���������� 
���
�$���� ������ ���� 	���	��� ���	����
�����

!�� 
���
��� >� ������

f(z) = c(e
1
z − 1) �� |c| ≤ 1 �� 	���	�	 ���� �� ��������

!�� 
���
��� A� ������

f(z) = 1
c
(e

1
z − 1) �� 0 < |c| ≤ 1 
�� �	��	 ��� ���	� 	���	�	�

19� ,� f 	���	�	 ������� ���������� �� ���"� �� ���� 
	�	���� 
���
�
�$����

�� |f(z)| ≤ a|z|
√

2 ��	� |z| ≥ R� %� |f(z)| ≤ a|z|
√

17
2 ��	� |z| ≥ a� 1�

|f ′(z)| ≤ 1 + a|z| 12 + |z|√226 ��	� |z| ≥ a� 2� |f ′(z)| ≤ Log3(1 + 3|z|) +

|z| 212 �
#� 
	�	
��� 
���
�$���� ���
������	� ��� 
	�	���� �

1>� ,� λ0 < λ1 < . . . < λn) an �= 0 ) k 	���	��� �� 0 ≤ k ≤ λn < k + 1

�	� f 	���	�	 ������� �� |f(z)| ≤ a0 + a1|z|λ1 + . . . + an|z|λn | ��	�
|z| > a

����  f �	���-��	� �� 
���$���� �� 
��� (	���� k�

	������

,
� �� 	������	 Cauchy ��	 |z| ≤ r ������

|f (n)(0)| ≤ n!
|a0| + |a1|rλ1 + . . .+ |an|rλn

rn
=

|a0|
rn

+
|a1|
rn−λ1

+ . . .+
|an|
rn−λk

.

� #�	� n > k ��	 r → +∞ �� ������� ������ ���� ���� �� ���� �
���
f (n)(0) = 0 ��	� n > k �	�  ������� ���"��	�

f(z) =
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn =

k∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn.



;: � � �

'"	���-���	� �� 
	�	
��� ��� 
���
��� � �
���� 1 <
√

2 < 2 
����
���
���  f ���	� 
���$���� �� 
��� (	���� ��	 ��	�� ���� �� ���"� f(z) =
cz + d�

!�� ������ 
���
��� �
���� 2 <
√

17
2

< 3  ������� �	���-��	� ��

���$���� �� 
��� (	���� ����

!�� ���� 
���
��� �
����  ������� �	���-��	� �� 
���$���� �� 
���

(	���� ���	
���� �	� ��� ���	�� 
���
���� �
���� Log(3(1 +3|z| 12 ))+

|z| 32 ≤ 9|z| 12 ) + 3 + |z| 212  ������� �	���-��	� �� 
���$���� �� 
���
(	���� 10�

1A� ?������� ���	���� ������� f 	�	������ �� ������ C−A) �� �� ������
�	 �	� �� ��	 �	 ����	 ��� A �	 
	������-�� ��������� 	���	��	� ,� �
��

���� ������ |f(z)| ≤ a|z|λ ��� 
���� ������� �� 5a, λ ∈ R7) �	 	
�������
��� f = 0 ��	� � λ ��� ���	� 	���	��� �	� ���� �� ���"� f(z) = cazλ ��	�
� λ ���	� 	���	��� �

	����

?������� ��� 	���	�� k �� 0 ≤ k + λ < 1

,� ���������� �� ������� g(z) = zkf(z) ���� ������ |g(z)| ≤ a|z|k+λ�
	
� �� 
�������� ���� 
����
��� ���  g ���	� ��
��� "�	���� ��
��	 �	 ���������	 	�$�	�	 ����	 �� �
������ �� (�� �� ��$��	
�
���	�� ��� Riemann �	 �
��������	� 	�	������ �� 	��� �
��� �
����
�	 ������� 	���	�	 �������� '
���� 0 ≤ k + λ < 1 �� (�� ��

�������� ���� �	 ���	� ��	����� !�� 
���
��� 
�� 0 ≤ k+λ < 1
��	�� � λ ��� ���	� 	���	��� �� ���� ��� ���� �	� �
������  ��	����
�����-��	��

5.
������ �	 ��	��
$���� 	����� 
���	� 	�������"���	� �� 	�����
	������	 �	� �	 �� 	
�������� ����$��	� �� ������� 1

f
7�

1:� ?������� ���	���� ������� f 	�	������ �� ������ C−A) �� �� ������
�	 �	� �� ��	 �	 ����	 ��� A �	 
	������-�� ��������� 	���	��	� F	
	
�������� ��� ���� ���	� ��	���� ���� �� ������ ��� ���$� �� ���	� 
����
��� C�

	����

,� �� ������ ���$� ��� ���	� 
���� ��� ���	���� �
�
��� ��	���� ���
�
����� ������ D(a,M) 
�� ��� 
������� �	��	 ���� �� �������� ��	��
��	 ���� ���� f(z) ������ |f(z) − a| > M � ������	�	 1

|f(z)−a| <
1
M
� ,
�

�� ������	�	 ���� ) �� �
���� ��	 �� ������� f �	� �� ��$��	
�
���	�� ��� Riemann 
����
��� ���  1

f(z)−a
�
��������	� �� 	���	�	 �	�

"�	���� ������ �	� �
������ �� (�� �� ��$��	 Liouville ��	�����



# � ;=

1=� D����� 	� �
������ ��� 	�	������� ���	������� �� ��
� OC ���� 
	�	����

���
�$����

��f( 1
n
) = 2n+1

2n
, 0 ∈ OC.

%� f( 1
n
) = (−1)n 2n+1

2n
, 0 ∈ OC.

1� f( 1+1√
3n

) = 8n3+1
8n3+2

, 1 ∈ OC.

2� f(1 + 1√
3n

) = (−1)n 8n3+1
8n3+2

, 1 ∈ OC.

9� f( 1
2n

) = n sin 1
n
− n cos 1

n
+ ne

1
n , 0 ∈ OC.

>� f(n+1
n+2

) = Log 3n+1
3n+2

27(zn−1)6+1
54(zn−1)6+1

, 1 ∈ OC.

A� f(1 + 1
n
) = (1 + 1

n
)

1
n , 1 ∈ OC

5n = 1, 2, 3 . . .7

	���� !������ �� �� 
�$�� ��$��	 �������� �� 	�������	 zn = 1
n
� 4

	�������	 ���� ���� �� ���� 
�� 	����� ���� ��
� OC ���� 
�� 	
������

��/
���� ��	 �	 ������
�������� �� ��$��	 �	�������� 4 �
����
f(zn) = 3

2
+zn �	� �
	������� �	 ������
�������� �� ������� g(z) =

3
2
+ z, z ∈ OC� �� ���	 ����	 �� ���	������� f, g ���	� 	�	������� �� ��
�

OC �	� �� ������ �	������� ���� ���� ����� ������������ 
�� 	�����
���� ��
� ) �
��� �� (�� �� ��$��	 �	������� �	 ������ f = g�

!������ �� �� ������� ��$��	� ,� ���������� �� 	�������	 z2n → 0
������ f(z2n) = g(z2n) �	� �� (�� �� ��$��	 �	������� f = g�

,� ���������� �� 	�������	 z2n+1 → 0 ������ f(z2n+1) = −g(z2n+1)
�	� �� (�� �� ��$��	 �	������� f = −g� ,
� ��� �����	��� ���
��� 
���������� 
����
��� f = 0) ���
� 
�� ��	���� ��� ��� �
�����
������� 
�� �	 ��	��
���� ��� �
������� ��� ������	����

!������ �� �� ����� ��$��	

,� ���������� �� 	�������	 zn = 1+1√
3n

)1 ∈ OC ���� n = 1
3(zn−1)2

�	�

f(zn) = 27(zn−1)6+1
54(zn−1)6+1

� '"	���-���	� �� ��$��	 �	������� ������ f(z) =
27(z−1)6+1
54(z−1)6+1

�

!������ �� �� ���	��� ��$��	 	������$��	� 
���� � ��	���	��	 ���
�������� 	
���������� ��� ��� �
����� ��������

!������ �� �� 
��
�� ��$��	 �

,� zn = 1
2n

→ 0 ∈ OC ���� f(zn) = sin 2zn−cos zn+e2zn

2zn
�

?������� �$�	 �� ������� sin 2z−cos z+e2z

2z
) z �= 0 
�� "	����	� �	 ��

�
	���� ��	 �	 �"	�������� �� ��$��	 �	�������� 0	�	������ ����
��� �� ���� �� ��� ���� �
����� �	� �����	� �� 4� 50	�	�	����� �	 ��
�
�������� ����� ���� �	���	 Hospital7� .� (�� �� ��$��	 �
���	��



; � � �

��� Riemman  ������� �
��������	� 	�	������ ��� ���� �� �� ����
4� �$�	 �
������ �	 �"	�������� �� ��$��	 �	������� �
��� f(z)) =
sin 2z−cos zn+e2z

2z
��	� z �= 0 �	� f(0) = 4�

!������ �� �� ���� ��$��	 ������)

zn = n+1
n+2

→ 1 ∈ OC) f(zn) = Log(5zn−2
4zn−1

)

�
��� f(z) = Log( 5z−2
4z−1

) �
� �� 
��/
���� ��� � ��
�� ��� 
����	��

(���� �	���	 ����� ��� ��	����	��� [1
4
, 2

5
] 
�� ��� �
��������	� 	�	������

 
�������� ��������

!������ �� �� ������	�� ��$��	 ������) zn = 1 + 1
n
→ 1 ∈ OC ) n =

1
zn−1

)f(zn) = z
1

zn−1
n = e

1
zn−1

Logzn �	� �"	���-���	� �� ��$��	 �	�������


	������� f(z) = e
1
z
Logz�

2;� ,� f, g 	�	������� ���	������� �� ��
� OC 
��  f ��� ���	�  �������
�	�  g ���� 
	������	 �� G) zn 	�������	 ��������� ��� ��
�� �� zn →
z0 ∈ OC �	� �
� 
���� ������ f ′(zn) = f(zn)g(zn), n = 1, 2 . . . ���� f = ceG

�� c �= 0�

	����

'
���� ��	��
������	� �� 
��/
������� �"	������ ��� ������	��� �	�������
��� ������� f ′ − fg ������ f ′ − fg = f ′ − fG′ = 0� !�����-����
�� �� ������ ��	���	��	 ���� �� �������$���� ��	"������ �������)
��	�� e−Gf ′ − e−GfG′ = (e−Gf)′ = 0 �
��� e−Gf = c �	� f = ceG ��
c �= 0�

!�� ��������� 
���
��� 
��  ������� g ��� ���� 
	������	 ����
��
� �
������ �	 �� 
����������� �� �
�����
��� ����� �� ������ �� z0

�� �
���� ���	� ������ ��
�� ���� 
	������	 �� 	���� �	� �
������� ��

��(��	 �� 	����� '
���� ���� ��� ���� �� 
��� ��	 ���	���� �
���	�
�� ��� ��� ��
� �����-���� 	� �
����� �����	� ,� ��� �
����� ���� ���
������ ��� �� ������� ��� ��
��

&#�	 �	 
	�	
��� ��� ���	� 	�	��	�	 ��� 
���
��� 
�� �
������ ��
g �	 �� ������� ��� ���"� g = h′

h
�
��� 	
� �� ���� f ′ − fg =

f ′h− fh′ = 0 
	������� (f
h
)′ = 0�	� f = ch�

2�� F	 �������� �� � �������� ���	������� 	�	������� ���	������� �� ��
�
OC ���� 
	�	���� 
���
�$�����

�� n2f ′( 1√
n
) = f( 1√

n
)(2n2 + 1 + 1

n3 + 1
n3 + 3

n4 ) 0 ∈ OC

%�f ′( 1
2n

) = f( 1
2n

)(cos(1+n
n

) + sin 1
3n

− e
5
n + Log(2n+1

2n
)))0 ∈ OC�

1� f ′( 1
n
) = f( 1

n
)( n2+2n+3

n3+n2+n+1
))0 ∈ OC�



# �

5n = 1, 2, 3 . . .7 �

	���� !������ �� �� ��$��	 ��

?������ zn = 1√
n
→ 0 ∈ OC) �
��� f ′(zn) = f(zn)(2 + z4

n + z10
n + 3z16

n )�

?������� �� ������� g(z) = (2 + z4 + z10 + 3z16) 
�� ���� 
	������	
�� ��� �� ���	���� �
�
��� �� G(z) = 2z+ z5

5
+ z11

11
+ 3z17

17
� ,������"���	�

�� �������	 �� 
�������� 	
����� �	� 
	������� f = ceG �� c �= 0�

!������ �� �� ������� ��$��	 �

?������ zn = 1
2n

→ 0 ∈ OC �
���

f ′(zn) = f(zn)(cos(1 + 2zn) + sin(
2zn

3
) − e10zn + Log(zn + 1), 0 ∈ OC.

?������� �� �������

g(z) = (cos(1 + 2z) + sin(
2z

3
) − e10z + Log(z + 1).

<�	 �� 
	������	 �"	���-���	� ����� ��� ���� �� ��	����� �������
������ ��� 	������� ������$�	��� �
���

G(z) =
sin(1 + 2z)

2
− 3

2
cos

2z

3
− 1

10
e10z + (z+ 1)Log(z+ 1)−Log(z+ 1).

�	� f = ceG �� c �= 0 �
� �� 
��/
���� ��� � ��
�� ��� 
������� �	���	
����� �� 
�	��	����� �������	� x ≤ −1 
�� ��� �
��������	� 	�	������
 ������� Log(z + 1)�

!������ �� �� ����� ��$��	� ?������ zn = 1
n
→ 0 ∈ OC) �
���

f ′(zn) = f(zn)(
3z2

n + 2zn + 1

1 + zn + z2
n + z3

n

)

�	� �� �� ��$��	 �	�������

f ′(z) = f(z)(
3z2 + 2z + 1

1 + z + z2 + z3
) = f(z)

h′(z)
h(z)

�
�� h(z) = 1 + z + z2 + z3� ,
� �� ������	�	 ���� ����	 
����
���
(f

h
)′ = 0 � f = ch�

2%� ,� G �� ��������� ������ 
����$��� �� ����"�� z1, z2, . . . zk �	� a > 0
�	 	
�������� ��� supz∈G |z|a = max{|z1|a,max |z2|a . . . |zk|a} �
��	������
�	� �� 	
����� �� �� ���� �� 	���� ��������� !� �������	 �	 �
�
���������  ��������� �� �
�"����	� G �	�  	
���	� d(0, G)



� � �

	����

3	�	���� supz∈G |z|a = (supz∈G |z2|)a
2 � ,
� �� 	��� ��� �������� ������

���

(supz∈G |z2|) = (maxz∈∂G |z2|) �
�� ∂G �� ������ ��� G ��	��  �����

��������� ��	���� ?	 (����� �	 �
� ������ ������	 �� ���� ������	���
����	 ����������

max
z∈[zk,zk+1]

|z2| = max
t∈[0,1]]

|tzk+(1−t)zk+1|2 = max
t∈[0,1]

t2|zk|2+(1−t)2|zk+1|2+2(1−t)Re(zkz̄k+1)

'
���� � ����������� ��� t2 ��� 
	�	
��� �������(����� 
���$���� ���	�
������� �� ������� �	 �	�(����	� �� ��	 	
� �	 ���	 ��	�� ��	 t =
0 � t = 1 �	� �
������ �	 ���� �� ���� max(|zk|2, |zk+1|2) �� ������
���
��	��	 ���	� �$�	 
��"	��� 	� ���������� �� 
	�	
��� ���� ��
��	 �	 ������	��	 ����	�	�

!������ �� �� ������� ��$��	 �

!�	����
��$��	� ��	 a ∈ G �	� �"	���-���	� �� 
��������� ��� �����

��������� �
�"����	 −a +G ������ ��� maxz∈G |z − a| = maxk |zk − a|�
!�	����
��$��	� ��	 zk ���	(�����	� �� a ������ ��� maxa∈G |zk − a| =
maxm |zk − zm| �	� ������  ��������� �����	� 	
� �� ���� supa,b∈G |a−
b| = maxa,b∈G |a − b| = maxk,m |zk − zm|) ��	�� �� 	�	�������� �������
����� 
�� 
����
��� ����$��	� 
������ �	� ��	��������

!������ �� �� ����� ��$��	 	��� 
�� �	� -���� ���	� �	 (����� ��
infz∈G |z|�
'
���� G ���	� ���
	��� �� inf �
���� �	 	����	�	��	��� �� min �	� 


�����	 
	����� ������ �� ���"� (minz∈G |z2|) 1
2 � ,� 0 ∈ G ���	� 
��"	���

��� �� -������� �������� ���	� ����� ,� 	��� ��� ���(	���� ������� ��

��/
������� ��	 �� �"	����� �� 	���� ��� ��	������ �� �� �������
z2 	������$��	� 	����� �
�� 
���������� ��	���	��	� '
���� �	 	�	-���
����� �� -������� �������� �	� ����� ������ ��� ������� ��	�� ������
��
��	� 
������ ���������� ���	� "	���� ��� 	�  ������� 	
� �� 	��� ��
��	 
����� �� ������ ��� ��������� �� ���� �	 ���	 �	 	
��������	� ��	��
 	
���	� ���� �� �	����� ���	� ��������� 0����	�� 	�	-�$��	� ��
��	���� ���� |z∗k|2 ��� 
���������� 
��������� Pk(t) = t2|zk +zk+1|2−
2tRez̄k(zk+1 − zk) + |zk+1|2 �	���-��	� ��
Pk(

Rez̄k(zk+1−zk)

|zk−zk+1|2 ) ��	� 0 <
Rez̄k(zk+1−zk)

|zk−zk+1|2 ) < 1 �	� min(|zk|2, |zk|2) �� ����
��� 
���
����

'��	� �$�	 "	���� ��� ��  -������ 	
���	� �����	� �� min |z∗k|a�
!��������� ���� 	�	��$�� �	 �
	�	��(�� �� 
	�	
��� ��	���	��	 �� ��	
������������ 	�������� 
	�������	 0� �� ������� �� ����"�� 1 + ı, 3 +



# � 1

ı, 3− ı ���	�$����	� ��	 ��� 
�� �	 �� "	����	� ��� �����-�� �� ������

���
����

21� ,� ��� ���	������� f, g ���	� 	�	������� �� ������� �����D[a, r] �	 	
������
��� ���

maxz∈D[a,r](|f(z)| + |g(z)|) = maxz∈C(a,r)(|f(z)| + |g(z)|)

	����

4 	
�� 	��� ���	����	 ������ ���� 
�� �	 ����	������ ���	�maxθ,φ∈RRe(e
ıθa+

eıφb) = |a| + ||b|�
,
� 	
� �� 	��� ��� �������� ������

max
z∈D[a,r]

Re
(
eıθf(z) + eıφg(z)

)
= max

z∈D[a,r]
Re(eıθf(z) + eıφg(z))

�	� �� �������	

|f(z)| + |g(z)| = max
θ,φ

Re
(
eıθf(z) + eıφg(z)

) ≤

max
θ,φ

max
z∈C(a,r)

Re
(
eıθf(z) + eıφg(z)

) ≤ max
C(a,r)

(|f(z)) + |g(z)|.

'
����  
���������� 	������	 ������ ��	 ���� z ∈ D[a, r] �	 ������
�	� �� 	��� 
�� ����� �� ������ ����) ��	��

max
z∈D[a,r]

(|f(z)| + |g(z)|) ≤ max
z∈C(a,r)

(|f(z)) + |g(z)|)

�� ≥ ���	� 
��"	����

22� ,� �� � ��	���� ������� 	�	������ f ������� �� ��
� OC ������
Ref ≥ 0 	
������� ��� Ref(z) > 0 ��	 �	�� z ∈ OC�

	���� ,� ����(	��� Ref(z0) = 0 �
���� 
������	� ��	 �� ��	���� 	�	���
���� ������� �� ��
� 	
� �� 	��� ��� ��	������ ��	 
�	��	���� ������
��� �
����� z1 ∈ OC �� Ref(z1) < Ref(z0) = 0 
�� ���������	� �� ��
�
���� Ref ≥ 0)

29� ,� f 	�	������ ������� ��� ����� D(0, 4) �	� �
�
���� ������ |f(z)| <
6 − Log(5 − |z|) − |z| 12 − |z| ��	 ���� z ∈ D(0, 4) 	
������� ��� f = 0�

	����

?������� ����� ζ ∈ D(0, 4) �� r > |ζ | �	� �"	���-���	� �� 	��� ���
�������� ������



� � �

|f(ζ)| ≤ max|z|=r |f(z)| ≤ 6 − Log(5 − r) − r
1
2 − r �
��� ��	 r → 4


	������� |f(ζ)| ≤ 0�

2>� ,� f 	�	������ ������� �� ��
� OC �	� �
����� a ∈ OC $��� |f(z)| ≥
|f(a)| > 0 �� 	������ 
������ ��� a �	 	
�������� ���  f ���	� ��	����
���� ��
�

	����

,�  ������� ��� ���	� ��	���� ��� 
������ ��� a �
���� ��� ���� ��-��
�� 	��� �
����
��	�  �"	����� �� 	���� ��� ��	������ ���"��	 �� ��
�
��	 	
�������	� �� �	 
	�����  ������� ��	���� ���� ��� a �����
���	� ��������� ������ '
����  �
���� �	� �� ����� �	� ��� ��	������

����
��� ���  ������� �	 ���	� ��	���� ��� 
������� ,
� �� ��$��	
�	������� 
����
��� ��� ���	� ��	���� ���� ��
��

2A� ,� f 	�	������ ������� �� ��
� OC �	� �
����� ������� �	�
�� γ
���� ��
� �����	 $��� Ref(z) ≥ 0 ��	 ���� z ∈ γ∗ �	 	
�������� ���  f
���	� ��	���� ���� ��
��

	����

,� G �� ��������� �� �	�
��� ���� γ∗ = ∂G �	�  ��� �����	� ���
������� 
	�������	 ��� ��	"��� �� 	���� ��� ���������

5�� �
���� Ref(z) ≥ 0 ��	 ���� z ∈ γ∗ �
������ �	 �� 	����	�	����
����� �� aRef + bImf + c ≥ 0 ��	 ���� z ∈ γ∗ �� a + ıb �= 0� '
���
��� 
���
��� 
��  ������� ��� ���� ��-�� ���� ��
� �
������ �	 ��
	����	�	�������� �� �� �
���� ��� �� ����� 
	�	����� ��	���� �
���
��� ����� �� �	�
����7

2:� ?������� ������� f ������ ���� ������� ����� D[0, 1] 	�	������ ����
	������ D(0, 1)) �	� �
�
���� �
�������� ��� ������ |f(z)| = c ���� �����
C(0, 1])�

,� a1, a2, . . . , an �� ��-�� �� �������� ���� 	������ ����� ����$��	�
�	� �� 
���	
����	) �	 	
�������� ��� f(z) = c1g(z) �� |c1| = |c| �	�
g(z) = z−a1

1−ā1z
z−a2

1−ā2z
. . . z−an

1−ānz
��	 ���� z ∈ D[0, 1]�

	���� '
���� | z−ak

1−ākz
| < 1 ���� 	������ ����� D(0, 1) �	� | z−ak

1−ākz
| = 1

���� ����� C(0, 1) ������

|g(z)| < 1 ���� 	������ ����� D(0, 1) �	� |g(z)| = 1 ���� ����� C(0, 1)

�
��� | f(z)
g(z)

| = |c| ���� ����� C(0, 1)� '
���� �� ���	������� f, g ����� ���

����� ��-�� ��� ���	 
���	
����	 �� 
���� ���� f
g
�	 �
��������	� ����



# � 9

	������ ����� �� ������� h ����� ��-�� �� 	���� �
��� ��� �������
h �"	���-���	� �	�  	��� ��� �������� �	� ��� ��	������� �� 
	�	
���
��	���� ���  ������ �	�  ��	���� ���� �� �������� h 
	������	� ���
������ �
��� �	���-���	� �� |c|� '"����  ��	���� ���� �	�  ������
���
�
����  ������� |h| ���	� ��	���� ���� ������� ������ ,
� ��

	�	
��� 
����
��� �	�� �	 ������ ��� �	�  h(z) = c1 ���� 	������
����� �	� 
	������	� �� ���� 
����
��� h(z) = c1 ���� ������� 
�� ���	�
�� -��������

2=� ,� γ1, γ2 ������ 
���	�	���������� �	�
���� 
�� �	 ��� ���� 
�������
"���	� 	
� ��� �������

γ1 : x2 + y2

4
= 1 �� x ≥ 0, y ≥ 0 ) γ2 : x2 + y2 = 1, �� x ≤ 0, y ≤ 0 �	�

γ3 = [−ı, 1]

�	 �
�������� �	 ������$�	�	∫
γ1
fk(z)dz)

∫
γ1+∗γ2

fk(z)dz)
∫

γ1+∗γ2+∗γ3
fk(z)dz �� f1(z) = z̄ �	� f2(z) =

sin2 z

	����

?������

z = γ1(t) = cos t + 2ı sin t �� t ∈ [0, π]) dz = (− sin t + 2ı cos t)dt �	�
z̄ = cos t− 2ı sin t �
���

∫
γ1

f1(z)dz =

∫
γ1

z̄dz =

∫ π

0

(2ı+
3 cos 2t

2
) = 2πı.

?������

z = γ2(t) = eıt) z̄ = e−ıt �� t ∈ [π, 3π
2

] �	� dz = ıeitdt �
���

∫
γ2

f1(z)dz =

∫
γ2

z̄dz =

∫ 3π
2

π

ıdt =
πı

2
.

?������

z = γ3(t) = t(1 + ı) − ı �� t ∈ [0, 1] z̄ = t(1 − ı) + ı �	� dz = (1 + ı)dt
�
���∫

γ3
f1(z)dz =

∫
γ3
z̄dz =

∫ 1

0
(2t+ ı− 1)dt = ı�

!� �������	 
	������� �	 	��������	 	������	�	�

!������ �� �� ������� f2(z) = sin2 z = 1
2
− cos 2z

2

	�	������ ��� ����


	������	 �� F (z) = z
2
− sin 2z

4
�
���

∫
γ1

f2(z)dz = F (−1) − F (1),

∫
γ1+∗γ2

f2(z)dz = F (ı) − F (1)



> � � �

�	� ∫
γ1+∗γ2+∗γ3

f2(z)dz = F (1) − F (1) = 0.

9;� F	 �
�������� �� ���������	 In =
∫

γn
Logzdz �
�� γn ���	�  
���������

��	���

[−1− ı
n
,−1− ı, 1, 1− ı,−1+ ı

n
]) n = 1, 2, . . .� !� �������	 �	 �
���������

�� lim In�

	����

,� ���������� ��� ��
� C−π 
�� 
����
��� 	� 	
� �� �
�
��� 	"	��������
�� 	������

�������	 �	� �� ���� ����  ������� Logz ���� 
	������	 �� 	���� ��
������� F (z) = zLogz − z �	� �
����  
��������� ��	��� 
�������	�
���� ��
� ������

In = F (−1+
ı

n
)−F (−1− ı

n
) = (−1+

ı

n
)Log(−1+

ı

n
)−(−1+

ı

n
)−(−1− ı

n
)Log(−1− ı

n
)+(−1− ı

n
).

?������� �� 	�������	 Arg(−1 − ı
n
) 
	�	������ ��� (−1 − ı

n
) → −1

	
� �� ���� ���
�
��� �
���

Arg(−1− ı

n
) → −π�	� Log(−1− ı

n
) = Log|(−1− ı

n
)|+ıArg(−1− ı

n
) → −π.

#����� 
	������� ��� Log(−1 + ı
n
) → π �
��� lim In = 2π�

9�� F	 �
��������� �� ���"� ������ �� ���������	

I =
∫ π

2
0

sin(eıt)dt�

	���� ?������ z = eıt, dz = ıeıtdt) dt = dz
ız
�
��� ������ I =

∫
γ

sin z
iz
dz

�� γ �� 
�$�� ������ 
���	�	��������� ���	������� ��� ���	��	��� ����
����

,���
��$��	� �� 	��
����	 Taylor sin z =
∑+∞

n=0
(−1)nz2n+1

(2n+1)!

	�������

sin z
iz

=
∑+∞

n=0
(−1)nz2n

ı(2n+1)!

�� ���� 
	������	 �� F (z) =

∑+∞
n=0

(−1)nz2n+1

ı(2n+1)(2n+1)!

�
��� I = F (π
2
) − F (0) = . . .�

9%� F	 �
��������� �� �
��	�
���� ���������	 �� �������� f(z) = 1
z2+1

+
1

1−z2 + cos 1
z−ı

+ ez

z+ı
�
����� �� �	�
��� ��� 
	�	���� ����	��� �����

��
��$��	� �
�
���� �
�������� ��� �����$� ����"�� n(γ,±1), n(γ,±ı)
����� ���� ��������� Cauchy�



# � A

!���	 2�>@

	����

3	�	���� 1
z2+1

= ı
2

1
z+ı

− ı
2

1
z+ı

�
��� �	�(�����	� �
�  ��� ������ ���

����� ����"�� n(γ, a) = 1
2πı

∫
γ

dz
z−a


	�������

∫
γ

1

z2 + 1
dz = −πn(γ,−ı) + πn(γ, ı)

�	� ������

∫
γ

1

z2 − 1
dz = πın(γ, 1) − πın(γ,−1).

,� 	
� �� 	��
����	

sin
1

z − ı
=

1

z − ı
− 1

3!(z − ı)3
+ . . .

��	�������� ��� 	����� ��� �� �
����
� ����� ���� 
	������	 
�� ��	����
��� �����-��	� �� ���������� ��� �
���

∫
γ

sin
1

z − ı
=

∫
γ

1

z − ı
dz = 2πın(γ, ı).



: � � �

'
����

ez

z + ı
= e−ı e

z+ı

z + ı
=

e−ı

z + ı
(1 + (z + ı) + . . .) =

e−ı

z + ı
+ . . .

������ ���

∫
γ

ez

z + ı
= 2πın(γ,−ı).

�� �������	 ��� �
������� ������������ ����� �� -�������� .	� 	
����
���� �� ������� ����"��� '�	� �������� ���
�� �
�
����� �
�������
��� ��� ������� ����	 �	� 	� ����� �� �������� �	�
���� ���	� � ����
�� O������ �
��	��
��� �������	 �� 	��� �� ����� 
�� ������� �	
�
���������� ��� ����� ����"�� ���� <�	 �� ���� �	� ����������

�������� �	
��	 �	 ������ ��� ��������� "���� �
������ �� ����� ��
�	�
���� !� �������	 �� ���� ����� 
��  �������	 ������ �� �����
�� �	�
��� 	������������ ��� 	����� +1 � −1 	�����	 	� �� ������
�	�� �� ������ � 	������ "���� �� 	���(���� �������	 ����� ��� �����
����"��� ,�  �������	 ��� ������ � ������ ����"�� ���	� ����� !��

���
���� �	� n(γ, 1) = 1 − 1 − 1 = −1) n(ı, γ) = +1 − 1 − 1 + 1 = 0)
n(γ, 0) = −1−1 = −2) n(γ,−ı) = +1+1−1 = 1)n(γ,−1) = −1−1 = −2

91� ,� ��	 	�	������ ������� f 
	������-�� ��������� 	���	��	 ��� ����
(����� ��� ���	��� 	���	���� ���� 
	�	���� 
���
�$�����

��f( 1
n
) → 0� %� f( 1

n
) → +∞ 1� f( 1

2n
) → 1 �	� f( 1

2n+1
) → −1. 2�

f( 1
n
) → 0 �	� 9� f( ı

n
) → +∞. !�� 
���
��� 1 �������� 	� �
�����

zn → 0 �� f(zn) → +∞ �	� ��� 
���
��� 2 	� �
����� zn → 0 ��
f(zn) → 8�

	���� !�� 
�$� 
���
��� 	
�������	�  
���
��� ��� 
���� �
��� ��
����������� 	���	���� ���	� ����$�� � 	
	��� ��� !�� ������ 
���
���
	
�������	�  	
	��� ��� !�� ���� �	� ���	�� 
���
��� �"���� ���
������ ���	�� ���� 	
��������	� � 
���� �	� �� 	
	��� ��� �
��� �	 ������
����$� 	���	��	 �	� 	
� �� ��$��	 C-W �
�����
��� ����� ��� �
�
��
��� 	
������ ���� �	������ 	�������	� f(zn) �� zn → 0� .
������
�	 	
��������� ��� ���� �����	� 	�������	� ���	� �	� �� +∞� 0�	��	��
�"���� �� f(D(0, 1

n
)) ���	� 
���� ��� ���	���� �
�
��� ���"��	 �� ��

��$��	 C-W �
����� zn ∈ D(0, 1
n
) �� f(zn) ∈ D(n, 1) �
��� zn → 0 �	�

f(zn) → +∞�

�	 
	�	
��� ��� 	
������� ���������� 	
���� ����� 
��
�� �	 	
���������
��� �� 
	�	
��� 
���
�$���� ���	� �	� ���	��� ) ��	�� ���� 
���
���

��
�� �	 ���������� �	� �� 	��������� 
	�������	�



# � =

!������ �� �� 
���
��� � � #� ���	������� z2

z
) ze

2π
z ��	��
����� ���


��/
������� 	��� �� ���� ��� 
�$� ���	� 	
	��� ��� ��� ������
����$��� 	�$�	�� ������

!������ �� �� 
���
��� % � #� ���	������� 1
z
) e

2π
z

z
��	��
����� ���


��/
������� 	��� �� ���� ��� 
�$� ���	� 
���� �	� ��� ������
����$��� 	�$�	�� ������

4 ������� e
2πı
z 	
������ �	������ 
	�������	 ��	 �� 
���
��� 1� �	�

 ������� ze
2πı
z 	
������ �	������ 
	�������	 ��	 �� 
���
��� 2�

92� �� C	�	������� �� 	���	��	 ��� ���� ��� ���	������� f
g
�	� g

f
�� ��

(�����	 �� ���� �� ��� �� ��-	 ��� ���	�������

f(z) = z2(e2z2 − 2z2 − 1) �	� g(z) = 3 sin(z9) + z39 − z9�

%� .� ��� ���� ���
� �	�	������� ��	 �	 	�$�	�	 ����	 ��� 
���
���
f(z) = z sin z) g(z) = cos z�

	���� '
���� g′(z) = z8h(z)) h(z) = 27 cos(z9)+ 39z30 − 9 �	� h(0) �= 0)
�� ���� ���	� ��-	 ���� 8 ��� g′ �	� �
������ ���� 9 ��� g�

,� �� ���� ���	� ��-	 ���� k ��� f ���� 
��"	�$� ���� ��� k − 2
��� ������� (e2z2 − 2z2 − 1)) k− 3 ��� 
	������ �� 4z((e2z2 − 1)))
k − 4 ��� ((e2z2 − 1)) �	� k − 5 ��� 
	������ �� 4z(e2z2

)� �$�	 ���	�

��"	��� ��� k − 5 = 1�

.� (�� �	 
	�	
��� �� ���� ���	� 
���� ���� 9−6 = 5 ��� f
g
�	� ��-	

���� 9 − 6 = 5 ��� g
f
�

!������ �� �� ������� ��$��	 �����	 ��	
���$����� ��� �� ���� ���	�
��-	 ���� 2 �	� �� 	������ kπ, k = ±1,±2 . . . 	
��� ��-�� ��� f � '
��� ��
	������ kπ+ π

2
, k = ±1,±2 . . . ���	� 	
��� ��-�� ��� g� '
���� ��� �
�����

����� ��-	 ��� ���	������� 
����
��� ��� �� ��-�� �� g 	
������� 	
����

����� ��� f

g
) �� ���� 
��� ������	� ���� �	� �� �
����
�� ��-�� �� f

	
��� 
���� ��� g
f
�

99� ,� z1, z2, a, b ∈ C �� a �= b �$��� 
	�	�����	�	 	�	�����$� ���	�������
��� C−{z1, z2} �� Re(f, z1) = a,Re(f, z2) = b ���� 
	�	���� 
���
�$����

�� z1 
���� ���� k) z2 
���� ���� m�

% � z1 
���� ���� k) z2 ����$��� 	�$�	���

1� z1 ����$��� 	�$�	��) z2 ����$��� 	�$�	���

	����

,�



; � � �

f1(z) = 1
(z−z1)k + a

z−z1
) f2(z) = 1

(z−z2)m + b
z−z2

�	� f3(z) = e
a

z−z1 ) f4(z) =

e
b

z−z2

���� �� ���	������� g1 = f1 + f2) g2 = f1 + f4 �	� g3 = f3 + f4 ��	��
�����
�� 
�$�) �� ������ �	� �� ���� 
���
��� 	��������	�

9>� ,� z0 	
	��� ���) 
���� ���� k) ����$��� 	�$�	�� ����� ��������
f ���� ���	� 	
	��� ��� 
���� ���� k + 1 ����$��� 	�$�	�� 	��������	
��� ������� f ′� .� �� (�����	 ��� 
	�	
��� 	
������� ��� 	� z0 ���	�

���� �� �������� f ���� ���	� ����$��� 	�$�	�� ��� ������� ef �

	����

0	������	� �	 	�	
����	�	 Laurent
∑+∞

n=−∞ an(z−z0)n �	�
∑+∞

n=−∞ nan(z−
z0)

n−1 ��� ���	������� f �	� f ′ 	��������	 �	� �������-����� �	 �� ����
�������� ��� 	�$�	��� ������ ��� ���� 
���
��� 
����
��� ����	
�� 
�$�� ������ ,
� �� 
�$�� ����� �
��� 
����
��� ��� 	
�������	� 

	������� �	 ���� �	 ���� �� z0 
��� ���� 1�

,� z0 ���	� 
���� ����m �� �������� ef �
��� ���	� 
���� ����m+1
�� �������� (ef)′ = f ′ef 
�� ��	��	� ��� ���	� 
���� ���� ��	 ���
f ′ ���� 
�� ���� 	
���������� ,� z0 ���	� 	
	��� ��� �	� ��-	 ���� m ��
�������� �
���	�� �� ef ���� ���	� 
���� ���� m �� ��������
1
ef = e−f �
��� �
	������	��� ��� 
�������� 
���
���� ,� z0 ���	�
	
	��� ��� �� ������� ef ����� �	 ���	� ��-	 �� �
���	�� ���� ���	�

	
	��� ��� �	� ��� ������� (ef )′
ef = f ′ ����� �� (�� �� 
�$�� ������

�	� �� �
���� �	 ���	� 
���� ��� f ′� 4 ��� 
���
��� 
�� 	
������
���	� ��� ����$���� 	�$�	��� �������

9A� ,� f 	���	�	 ������� 	
������� ���

n!

∫
γ

f(z)

(z − a)n+1
dz = (n− k)!

∫
γ

f (k)(z)

(z − a)n+1−k
dz, k = 0, 1, 2 . . . .

	���� 0	������� ��� "���� �� ���� f (n)(a) �� ��� ��
� ��� Cauchy� ��

�$� "��� ��� �"	���-���� ��� ������� f ��	 �� n����� 
	������
�	� �� ������ "��� ��� ������� f (k) ��	 �� (n−k)� ���� 
	�������

9:� F	 ����������� �� ���
��	��	 �� 
��������� ����� ��� 
���
���

��  ������� f ���	� 	�	������ ��� C − {0}�

	����



# �

,� ���������� �	 	�	
����	�	 Laurent

f(z) =

+∞∑
n=−∞

an(z − a)n, f ′(z) =

+∞∑
n=−∞

nan(z − a)n−1

����

f(z)

(z − a)n+1
= . . .+

an

z − a
+ . . . ,

f ′(z)
(z − a)n

= . . .+
nan

z − a
+ . . . ,

∫
γ

f(z)

(z − a)n+1
dz = 2πın(γ, a)an,

∫
γ

f ′(z)
(z − a)n

dz = 2πın(γ, a)nan = n

∫
γ

f(z)

(z − a)n+1
dz.

0���	
�	���-���	� �� (n − 1)! 
	������� �� -������� ��	 �� 
�$�

	������ �	� ������-���	� ��	������ 
	������� �� ���
��	��	 ��	 �
������

��� k�

9=� ?������� ��� ���	�������

z2n sin2k 1
z
) z2n+1 sin2k+1 1

z
)(z − 1)2n cosk 1

(z−1)n ) cos 1
2z−1

e(z−
1
2
)2 .

F	 	
�������� ��� �
�� ����� ���	 �	 �
��	�
���	 ������$�	�	 ���

	�	
��� ���	������� �� �������� �	�
���� ���	� �����

	���� 4 	
����� ����-��	� ��� ���� 	
�� 	��� ���	����	 ������

	�	����� ,� ��	 	�	������ ������� ���	� ����	 �� 	��
����	 Laurent
��"��-��	� �	� �������	 ���� ����	� ���� �� �� �����	 ��� �� 
�������
���� �����-���	� �
��� �� ����������� �
����
� ��� ���� ���	� ����
,� ���	� 
������ �����-���	� �� ���� ����	� ����� �� 
�$�� 
����
���
����	 	
� �� ����

∑+∞
n=−∞ anz

n = f(z) = f(−z) =
∑+∞

n=−∞(−1)nanz
n)

�
��� a2k+1 = 0� <����$���	 	�  ������� ���	� ** ����	 �� 
��� z− a ++
��	�� f(a+Z) = f(a−Z), Z = z−a ���� �� 	��
����	 Laurent ��� a ���
"��-��	� �	� �������	 ���� ����	� ���� �	� �� 	��������� �����������
�
����
� ���	� ����� &#��� �� ���	������� ��� 
��(���	��� ����� 	���($�
��	 	�$�	�� ����� �	� ���	� ����� �� 
�������� ������	 �	 ���	� ����
�������� �� 
��� 	��� �
��� �� ����������� �
����
� �	� �� �� ������
�� ���������	 ���	� �����

>;� ?������� ��� ���	�������

z2n+1 sin2k 1
z
) z2n sin2k+1 1

z
)(z − 1)2n+1 cosk 1

(z−1)n ) cos 1
2z−1

e(z−
1
2
)3 .

F	 	
�������� ��� � ������$�	�	 ��� 
	�	
��� ���	������� �
�����
�� �	�
��� C(1

4
, 1

8
) ���	� �����



� � �

	����

'
���� �� ���� ��� 
���
�$���� �	 ���������	 	�$�	�	 ����	 ���	� ���
��������� �� �	�
��� �� ������� ����"�� �����-���	� �
��� �	 ������
-���	� �	� �	 	��������	 �
��	�
���	 ������$�	�	�

>�� F	 �
���������� �	 �
��	�
���	 ������$�	�	 �
����� �� �	�
���
C(0, 4) ��� ���	��������

z339k−1sin
1

zk
, z339k sin

1

zk
, z2 cos

1

(3z − 1)
, z cos2 z

(3z − 1)
.

	����

'
����

z339k−1sin
1

zk
= z339k−1

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
(

1

zk
)2n+1 =

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

1

zk(2n+1)−339k+1
,

 ���� k(2n+1)−339k+1 = 1 ����� n = 169) � 	���������� �����������

�� �	���-��	� �� �� ����������� �
����
� ���	� −1

339!
�	� �
���� � ������

����"�� ���	� ��	 �� 	��������� ���������	 ���	� −2πı
339!

�

!�� �
����� ���������	 	������$��	� �� ���	 ��	���	��	 �	�	�������
��� ������ k(2n + 1) − 339k = 1 
�� ��� ���� 	���	�	 ���� ,���
��	���� ��� � ���� ���� −1 
�� �	� ����	"���� ���� 
	�	�"��� 	
� ��
�������	 �
���� ���� ���������� ����� '
���� �� ����������� �
����
�
���	� ���� �	 �����-��	� �	� �� 	��������� ���������	�

'
����  �
���� ������� ���� ���������� 	�$�	�� ����� �� 1
3
��	


�	������� ������ �������

z − 1
3

= Z �
���

z2 cos
1

(3z − 1)
= (

1

9
+

2

3
Z + Z2)

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!32n+1z2n+1
=

+∞∑
n=0

1

9

(−1)n

(2n+ 1)!32n+1Z2n+1
+

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!32n+1Z2n−1
+

+∞∑
n=0

2

3

(−1)n

(2n+ 1)!32n+1Z2n
.

'
�������	� �	� 	����-���	� ���� ����������� ���� −1 ��	 
	�	
���
	������	�	 (�������� ����������� �
����
� ��� 1

3
�� ���� 1

9.3
− 1

3!33 +0 =
1
54
�
��� �� ���������	 ���� �� ���� 2πı

54
�



# � 1

>%� F	 �
���������� �	 �
��	�
���	 ������$�	�	

In =

∫
C(0,nπ)

ez − e−z

ez + e−z
dz, n = 1, 2 . . . .

	���� 4 ������ ez + e−z = 0 � ������	�	 e2z = −1 = eıπ ����� ��-��
zk = ıπ

2
+ ıkπ) k = 0±1±2 . . .� 4 
	������� ��� 
	�	���	��� ���� ��-��

��� ��� �����-��	� �
��� ���	� 	
���� '
��� �	��	 ��-	 ��� �����-��
��� 	������ �
��� 	
������� 
����� 
�$�� ���� ��� 
����� !��


���
��� 	��� Res( ez−e−z

ez+e−z , zk) = ( (ez−e−z)
(ez−e−z)′ )z=zk

= 1

4 ���� zk ∈ D(0, πn) ��	�� −nπ < π
2

+ kπ < nπ ������	��� �� −n ≤
k ≤ n �
��� In = 2πı

∑n
k=−nRes(f, zk) = 2πı(2n+ 1)�

>1� F	 �
���������� �	 ����	 ��� ��� 	�	
�������� Laurent �� ������ ��
���� �	� �	 	��������	 ����������� �
����
	 ��� ���	�������

z91 sin 1
z
) e

2z2−1

z99 ) 1
sink z

��	 k = 1, 2, 3, 4) �	� (ez−1)k

sink+2 z
��	 �
�����
��� 	���	��

k�

	����

3	�	����

z91 sin
1

z
= z91

+∞∑
n=0

(−1)n 1

(2n+ 1)!z2n+1
=

+∞∑
n=0

(−1)n 1

(2n+ 1)!z2n+1−90
.

<�	 �� ����� ����� 
	������� �� �������	 ��� ���� �� 2n + 1 > 90

��	�� ��
+∞∑
n=45

(−1)n 1

(2n+ 1)!z2n+1−90
.

<�	 �� ����������� �
����
� ������� 2n + 1 − 90 = 1) ��	�� n = 45

�� ���	� � ����������� − 1

(91)!
�

4 ������� e2z2−1

z99 ��	"��	�

e−1

z99

+∞∑
n=0

2nz2n

(2n)!
=

+∞∑
n=0

e−12nz2n−99

(2n)!
.

<�	 �� ����� ����� 
	������� 2n < 99 ��	�� ��
∑49

n=0
e−12nz2n−99

(2n)!
�



� � �

<�	 �� ����������� �
����
� ������� 2n− 99 = −1)

��	�� n = 49 
�� 	���������� ���� ���������� e−1249

98!
�

'
���� z
sin z

→ 1 ��	� z → 0 ) �� ���� ���	� 
���� 
�$�� ���� ��� 1
sin z

�� ����������� �
����
� ��� ���� ���	� ��	 �	� �� ����� ����� ���	� 1
z
�

'
���� z2

sin2 z
→ 1 ��	� z → 1 ) �� ���� ���	� 
���� ������	� �� 1

sin2z

�
���)

1

sin2 z
=
a−2

z2
+
a−1

z
+ . . . ,

z2

sin2 z
= a−2 + a−1z + . . . .

'
����  ������� ���	� ����	 �� ���� 
������ ���� ��� ����� �����-���
�	� �
��� a1 = 0�

,
� �� ���� ��� ���� ��� ������	��� 	�	
����	��� 
����
��� a−2 = 1
�	� ����� ����� 1

z2 �

'
����  ������� 1
sin3 z

���	� 
������ �	 �����-���	� �� ���� 	���	� ����
��� 	��
����	 Laurent �	� �
���� �� ���� ���	� 
���� ����� ���� ������
�� ���"�

1

sin3 z
=
a−3

z3
+
a−1

z
+ . . . .

,� 
���	
�	�������� �� ������� �� z3 
	������� �� �������

F (z) =
z3

sin3 z
= a−3 + a−1z

2 + . . .


�� 
��"	�$� �
��������	� 	�	������ ��� ����� �	� ������ F (0) = a−3)
F ′′
2!

(0) =
a−1 . . . ,� ��� 
	���(���� ��� 
	�	
��� ���"� �	 ����	���� �	 �
���
����� �
�
�� ��	���	��	 ��
��� �� 
���	
��� �"	������ ��� �	���	
Hospital � ?	 �� 	
�"������ ���� ������	� ���
� ���� �����$� 	�	
�
�������� Taylor�

!�� 
���
���� �	� ���"����

sin z = z−z
3

3!
+. . . = zq(z), q(z) = 1−z

2

3!
+. . . , q(0) = 1, 0 = q′(0),− 1

3!
=
q”(0)

2!
.

'
���� F (z) = 1
q3(z)

������

a−3 + a−1z
2 + . . . = F (z) = q−3(z) = q−3(0)z +

(q−3)′′(0)

2!
+ . . . .

'
����



# � 9

q−3(0) = 1, (q−3)′(0) = (−3q−4q′)(0) = 0, (q−3)′′(0) = (12q−5q′−3q−4q′′)(0) = 2

������ a−3 = 1) a−1 = 1�

,
� �	 
	�	
��� 
����
��� ��� ����� ����� �����	� �� 1
z3 + 1

z
� �	� ��� ��

	��������� ����������� �
����
� ��� ���� �� 1�

#�����

1

sin4 z
=
a−4

z4
+
a−2

z2
+ . . .

�
���

a−4 + a−2z
2 + . . . =

z4

sin4 z
=

1

q4
= (

1

q4
)(0)+(

1

q4
)′(0)z+

1

2!
(

1

q4
)′′(0)z2 + . . .

�	� ������

a−4 = 1, a−2 =
1

2!
(

1

q4
)′′(0) =

1

2
(20q−6q′ − 4q−5q′′)(0) = −2

3
.

0��"	�$� �� ����� ����� ���	� 1
z4 − 2

3z3 �	� �� 	��������� �����������
�
����
� ���	� �
�� 	�	�����	� �����

,�����	 ���	-������ �	� ��� ������	�	 
���
��� ������� �������

ez − 1 = zh, h(z) = 1 +
1

2!
z +

1

3!
z2 + . . .

�
���

h(0) = 1, h′(0) =
1

2
, h′′(0) =

1

3
,

(ez − 1)k

sink+2 z
=

hk

z2qk+2
=
a−2

z2
+
a−1

z
+ . . .

�	�

a−2 = (
hk

qk+2
)(0) = 1, a−1 = (

hk

qk+2
)′(0) =

k

3
.

>2� ,� ��	 ������� f ���	� 	�	������ ���C−{0} 	
������� ��� ∫ 2π

0
f(reit)dt =

2πRes(f(z)
z
, 0)� �� �������	 �
�������� �	 ������$�	�	∫ 2π

0
eaeıkt

dt)
∫ 2π

0
cos (aeıkt)dt)

∫ 2π

0
sin (aeıkt)dt) �	�

∫ 2π

0
ea cos kt cos(a sin kt)

�
�� a 
�	��	����� �	� k "������ 	�������

	����



> � � �

,� ������� z = reıt, dz = ıreıtdt, dt = dz
ız
������

∫ 2π

0

f(reit)dt =
1

ı

∫
C(0,r)

f(z)

z
dz = 2πRes(

f(z)

z
, 0).

�� 
�$�� ���������	 	
������ �"	����� ��� 
	�	
��� ��	 f(z) = eazk
�

'
���� z f(z)
z

→ f(0) = 1 ��	� z → 0 �� ���� ���	� 
���� 
�$�� ����

� ��� f(z)
z

������ Res(f(z)
z
, 0) = 1 �
��� �� (�� �� 
�$�� ������ ��

���������	 �	 ���� ���� 2π�

!�� ������ 
���
��� ������
������ �� ������� cos(azk) �	� �
	�	�	��
(������ �� ��	���	��	 �� 
��������� 
���
�����

!�� ���� 
���
��� ������
������ �� ������� sin(azk) �	� �
����

�� ���� ���	� 	
	��� ��� ��� sin(azk)
z

�� ��������	 �����-��	�� !��
������	�	 
���
��� 	� ��� ��"���� 	
� �� 
������ �	� ���  �
� �����
����� ������� ���	� �� 
�	��	���� ����� �� �������� ��� 
�$���
������$�	��� 	
	����� ����	 ���  ���� ��� ������$�	��� ���	� ��	�
,� ��"���� �	 ������� ��� �	����� ���"� 	� �"	�������� ��� ��
�
cosw = eıw+e−ıw

2
.

>9� ,� p) q 
���$���	 �� (	���� XqY�(	����XpY= k ≥ 2 	
������� ��� �
�����

�� limz→∞
zkp(z)
q(z)

. !� �������	 	
������� ��� �
����� R > 0 ������� $���∫
C(0,r)

p(z)
q(z)

= 0 ��	 ���� r > R�

	���� !�� 
�$�� ��$��	 ������ 
���� 
��������� ��� ����� (	����
�	� �� ���� �����	� �� �� 
���� ��� �������(������ ���������$�� 4
��	���	��	 �� 	
������ ���	� ������ 	
� �� K������

'
���� �
����� �� ����  ������� �	 ���	� "�	���� �� 
������ ���

	
����� ��	�� |zk p(z)
q(z)

| ≤ M � p(z)
q(z)

| ≤ M ||z|k ��	 |z| > r0� ?���$��	�

	����� ������ R > r0 $��� � ������ D(0, R) �	 
������� ���� ��� ��-�� ρi

��� 
	�	���	��� �	� �
�����
��� r > R ������ ���∫
C(0,r)

p(z)

q(z)
= 2πı

∑
i

Res(
p

q
, ρi).

,
� �� 	������	 ��� Cauchy 5� �
	�	�	�(�����	� ��� ������������


���
��� �� ��	���	��	 	
������� �� 7 
	������� | ∫
C(0,r)

p(z)
q(z)

| ≤ 2π
rk−1 �

'
���� �� 
�$�� ������ 
	�	����� ��	���� ��	 r > R �	� �� ������� ����
���� �� ���� ��	 r → +∞  ��	���� ���� ���	� �����

>>� ,� ��� 
��������� 
��(��	 ������ q(z) = zn+1 	
������� ���
∫

C(0,r)
p(z)
q(z)

=

0 ��	 �
�����
��� r �= 1�



# � A

	����

'
���� ���� �� ��-�� ��� 
	�	���	��� ����� ����� ��	 	�  	����	 ���
������ ���	� ���	����� ��� ��	 ���� �� ��-�� ���	� ��� ��������� ��� �
���
	
� �� 
��������� 
��(��	 ������ ��� �� ���������	 �����-��	�� '��
	�  	����	 ��� ������ ���	� �������� ��� ��	 ���� �� ��-�� ���	� ���
��������� ��� �
��� �	 �����-���	� �� ������� ����"�� �	� �
������ ��
�
��	�
���� ���������	�

>A� C	�	������� �	 ���������	 	�$�	�	 ����	 �	� �
�������� �	 	��������	
����������� �
����
	 ��� ���	�������

sinn z

(eız − 1)k+n
,

sinn 1
z

(eı 1
z − 1)k+n

, k = 0, 1, 2., e
3

2z−1 cos(
3

2z − 1
),

1 + z + z2 + z3 + z4 + z5

1 + z + z2
, e

2
z − 23

3!z3
− 24

4!z4
− . . . .

	����

!������ �� �� 
�$� ������� 
	�	������ ��� �� ���	������� sin z, (eız−
1) ����� �� ���� ������ ��-$� 
�� ���	� �	 	���	�	 
���	
����	 ��� π �	�
���	� ���� 	
���� 4 ��	���	��	 ���� �	 ������������ 	� ������� �� 	��
���	����	�

sin z =
eız − e−ız

2ı
=
e−ız(1 + eız)(eız − 1)

2ı

�
���

sinn z

(eız − 1)k+n
=
e−ınz(1 + eız)n

2nın(eız − 1)k
.

<�	 k = 0 ���	� 
��"	��� ��� ��	 �	 	�$�	�	 ����	 ���	� 	
	��� ��	 �	� 
������� ���� 	���	�	 �
���	��

<�	 k = 1 ���� �� ��-�� mπ ��� 
	�	���	��� ���	� ���� ��	 �	� ���
�����-��� ��� 	������ �
������ ���	� 	
��� 
���� �	� �� ����������
�
����
� �����	� 	
� �� ����

(
e−ınz(1 + eız)n)z=mπ

(2nın(eız − 1))′z=mπ


�� �����-��	� ��	 n 
������ �	� 
	����� �� ���� 1
ın+1 ��	 n ������

!������ �� �� ������ ������� ������ �	�	���� ���������� 	�$�	�	
����	 �	 zm = 1

mπ
, m = ±1,±2, . . .� '�$ �����-��	� 
������ ��� 
	���	



: � � �

��� ������ 
�� ���	� 	�$�	�� 	��� ��� �����]���� 5 	�������	 ��� 
���
�������� �����]����� ��������� ��� ����7 �	� ��� ������� �	 ������

��� ����������$� �
����
��� <�	 �	 �
����
	 	�$�	�	 ����	  ���
	"����	� ���� 	�	��$�� �	 ��������� 	������$��	� �� ��	���	��	 ��

��������� 
���
�����

!������ �� �� ���� ������� 	� ������� Z = z − 1
2
������

e
3

2z−1 cos(
2

2z − 1
) = e

3
2Z cos

1

Z
= e

3
2Z (e

ı
Z +

e
−ı
Z )

2
=

1

2
e

3+2ı
2Z +

1

2
e

3−2ı
2Z =

+∞∑
n=0

1

2n!

(3 + 2ı)n

2nZn
+

+∞∑
n=0

1

2n!

(3 − 2ı)n

2nZn
=

+∞∑
n=0

1

2n!

((3 + 2ı)n + (3 − 2ı)n)

2nZn
.

,
� �� 
	�	
��� ���"� ���	� 
��"	��� ��� �� 1
2
���	� ����$��� 	�$�	��

����� �	� �� 	��������� ����������� �
����
� ���	� 3
2
�

!������ �� �� �
���� 
���
��� 	� ��� 
������ �
�  ��� ��-�� �	 
���
�	
�	�������� 	������ �	� 
	�	���	��� �� z−1  ���	��� �����	� z

6−1
z3−1

=
z3 + 1 
�� ��	���� ��� �� ���� �� 	������ �������� �
����� �� ����

�	��	���� 	����� �
��� ��	 �	 	�$�	�	 ����	 �� ���	� 	
	��� ��	�

4 ������	�	 ������� �	���-��	� �� �� 1 + 2
z

+ 22

2!z2 
�� 
��"	�$� ����
���	���� 	�$�	�� ����� �� ���� 
��� ������	� ���� �	� �����������
�
����
� 2�

>:� E
�������� �	 ������$�	�	 Ik =
∫

C(0,r)
zk

e
1
z −1

) k = 0, 1, 2 . . .) r > 2π�

	����

3	�	����  	�������	 ��� ����������� 	�$�	��� ������ 1
πn

���������
��� ���� 
�� ��	���� ��� �� ���� 
	���� 	�$�	�� ��� ���	� ����������
�	� �
�� ������ 	�	"���� �	� �� 
�������� 
���
��� ��� 
��(���
�	� �� 	��� �� ���"� ��� �"	���-��	� �� ��$��	 ��� ����������$�
�
����
��� .
������ ���� �	 �� ���	��� ���� �� ��	 ������	�� 
��(��
�	 ���(	�� �� �� ��$��	 �� �����

,� ������
�������� ��� ���	���	����� z = 1
w
) dz = − 1

w2dw  �	�
��
�	� z = reıt, t ∈ [0, 2π] ���	���	��-��	� ��� γr(t) = r−1e−ıt, t ∈ [0, 2π]
�	� ������

∫
C(0,r)

zk

e
1
z − 1

= −
∫

γr

wk−2

ew − 1
dw.

0��"	�$� ��� 
	�	
��� ���������	 �"	���-��	� �� ��$��	 ��� ����������$�
�
����
��� �	 	�$�	�	 ����	 �� �������� ���	� �� 	������ 2nπı) n



# � =

	���	���) 	
� �	 �
��	 ���� �� ���� 	����� ��� ��������� �� �	�
���
γr 5

1
r
< 2π7 �
���

Ik = −n(γr, 0)2πıRes(
wk−2

ew − 1
, 0).

E
�����$��	� �� ���	� �� 	������	� ������� n(γr, 0) = −15	
�������
��7�

<�	 k > 2 �� ���� ���	� 	
	��� ��� �
��� �� ����������� �
����
�
�����-��	�� <�	 k ≤ 2 �� ���� ���	� 
���� ���� k + 1 �
���

Res(
wk−2

ew − 1
, 0) =

1

k!
(

w

ew − 1
)
(k−1)
w=0 .

4 ������� w
ew−1

�
��������	� 	�	������ ��� ���� ��� 1
q
�
��

q(z) = 1 +
1

2!
w +

1

3!
w2 +

1

4!
w3 + . . .

�
���

q(0) = 1, q′(0)
1!

= 1
2!
� q′(0) = 1

2
) q

′′(0)
2!

= 1
3!
� q′′(0) = 1

3
.

������

Res(
wk−2

ew − 1
, 0) =

1

k!
(
1

q
)(k−1)(0).

#� �
����
�� 	
��� �
��������� 	"�����	� ���� 	�	��$���

>=� F	 	
�������� ��� �� 
���$���� p(z) = z20 − 3z19 − 60z + 1 ���� ������
��-�� ���� ����� D(0, 5)) ���	����	 ���� D(0, 2) ��	 ���� D(0, 1) �	�
�	��	 ���� D(0, 1

61
)� !� �������	 �	 �
�������� ���� ������� ����"��

n(p(C(0, r)), 0) �	� �	 ������$�	�	
∫

C(0,5)
zkp′(z)

p(z)
) k = 1, 2�

	����

,� g1(z) = z20 �	� |z| = 5 ������

|p(z)−g1(z)| = |−3z19−60z+1| ≤ 3|z|19+60|z|+1| = 3.519+60.5+1 < 520 = |g1(z)|.
,
� �� 
	�	
��� ���� 
����
��� ��� �
������ �	 �"	�������� ��
��$��	 Rouche ��� ����� 	
� �� �
��� 
����
��� ��� �� ���	�������
p, g1 ����� �� ���� 
����� ��-$� �
��� �� 	���� ��	�� 20 ��-���

<�	 g2(z) = 3z190 �	� |z| = 2 ������

|p(z) − g1(z)| = |z20 − 60z + 1| ≤ 220 + 60.2 + 1 < 3.219 = |g2(z)|

�
��� �	 ������ 19 ��-�� ���� ����� D(0, 2)�



1; � � �

#����� ��	 g3(z) = −60z) |z| = 1 ������ |p(z) − g3(z)| < |g3(z)|
�	� ��	 g4(z) = 1) |z| = 1

61
������

|p(z) − g4(z)| < 1

6120
+

3

6120
+

60

61
< 1 = |g3(z)|.

,
� �� 	��� ��� �����	��� �����-���� ��� � 	������

n(p(C(0, r)), 0) =
1

2πı

∫
C(0,r)

p′(z)
p(z)

dz

�	���-��	� �� �� 
����� ��� ��-$� �� p ��� ����� D(0, r) �
��� �"	����
-���	� �	 
��������	 ������ ���� 	����������� ������� ����"���

�� �
����� ��$��	 �	 �� ������� �����$���	 ��	 �
�����
��� 
���$���
�� p(z) = anz

n + an−1z
n−1 + an−2z

n−2 + . . . �	� �	�
�� C(0, r) 
��

����	�(���� ��� ��������� �� ���� ��� ��-�� ����

'"	���-���	� �� ���������� 	��� ��� �����	��� ������

∫
C(0,r)

zk p
′(z)
p(z)

dz = 2πı
∑

ρk
i n(C(0, r), ρi) =

∑
ρk

i .

'��	� ������ ��� ��� 
���$���� �������

an−1 = −an

∑
ρi �	� an−2 = −an

∑
i�j ρiρj

�
��� ��	 k = 1  ���� ��� ������$�	��� ���	� −2πıan−1

an
�	� ��	 k = 2

���	�

2πı
∑

ρ2
i = 2π((

∑
ρi)

2 − 2
∑
i�j
ρiρj) = 2πı(

a2
n−1

a2
n

− 2an−2

a
).

!�� ������ 
���
��� ��� 	������ 
��(���	��� �� ����� ���	� −2π 19
20

�	�
0 	��������	�

A;� ,� f(z) = z2(z−2)32(z+ı)20

(1+z+z+z3+z4)20
�	 �
����������

�� �� n(f(γ), 0) �
����� �	�
��� 
�� �� ����� �� 
�������	� ��� �����
D(0, 3)) 
������� ��� ��������� ��� ������� ����� D(0, 3

2
] �	� �������

n(γ,−1) = −5, n(γ, 2) = −6

%� �� n(f(C(0, r)), 0) �� ���� �� 
���
�$���� 
�� ���� ���	�

	���� 3	�	����  ������� 1 + z + z2 + z3 + z4 ���� �������� 	
���
��-�� ρi 
�� ���� ����� ����� ��	 5(����� ��7 �	� �	��	 ��� �����-�� ���
	������ �
��� �	 	
������� 
����� ���� 20 ��� 	����� ������� �



# � 1

'
��� �	 ����	 0, 2,−ı 	
������� ��-�� ���� 2, 32, 20 	��������	 �
���
�� (�� �� 	��� ��� �����	��� ������

n(f(γ), 0) = n(γ, 0).2 + n(γ, 2).32 + n(γ,−ı).20 −
∑

20n(γ, ρi).

'
���� �	 ����	 −ı, 0, ρi 	������ ��� D(0, 3
2
) ⊆ C− γ∗ �	 	������ ���

���	 ��������� ������$�	 ��� C−γ∗ �	� �
������ �	 ����� ��� ���� �����
����"�� ��	�� −5� ������ n(f(γ), 0) = (−5).2 + 32.(−6) + (−5).20 −
4.20(−5) = 98

!������ �� �� ������� ��$��	 �

<�	 r < 1 ���� �� ���� (������	� ��� ��������� �� �	�
��� C(0, r) �	�
���� ����� ����"�� ��	 �
��� n(f(C(0, r)), 0) = 2.

<�	 1 < r < 2 ������ n(f(C(0, r)), 0) = 2 + 20 − 4.20 = −58.

<�	 r > 2) n(f(C(0, r)), 0) = 2 + 20 + 32 − 4.20 = −26�

A�� F	 �
��������� �� ���������	 I =
∫ +∞
0

xλ

(x4+1)
dx �� λ �� 	���	�� ���

������	 (−1, 3)�

	���� '
���� |z|λ+1

|z4+1| → 0 ��	� z → 0,+∞ �	� � 
	�	���	���� ��� ��
��� ������ ��-	 �
������ �	 �"	�������� �� 
���	� 2�:�=� '
���� 

������� f(z) =
zλ
L

(z4+1)
���� �������� 	
���� 
����� p1, p2, p3, p4 ���"��

�	 �� �� 
	�	
��� 
���	� ������

I =

∫ +∞

0

xλf(x)dx = −πe
−ıπλ

sin πλ

∑
n

Res(zλ
Lf(z), pn) =

−e−ıππλ
∑

n

(pn)λ
L

4p3
n

=
∑

n

|pn|λ
4p3

n

eıArgLpn

!� �������	 	����	�������� 5
��������	� ���	����	 ��� 	�	���� ���
�����	��� ��� ������	 (0, 2π)7)

p1 = e
ıπ
4 , ArgLp1 = π

4
) p2 = e

ı3π
4 , ArgLp2 = 3π

4
,

p3 = e
ı5π
4 , ArgLp3 = 5π

4
, p4 = e

ı7π
4 , ArgLp4 = 7π

4
,

�
���

I = − 1

4sinλπ

(e−3πıλ
4

e
πı
4

+
e

−πıλ
4

e
3πı
4

+
e

53πıλ
4

e
5πı
4

+
e

3πıλ
4

e
7πı
4

)
=

− 1

4sinλπ
(
(e−3πıλ

4

e
πı
4

+
e

−πıλ
4

e
3πı
4

)
− 1

sinλπ

(e−3πıλ
4

e
πı
4

+
e

−πıλ
4

e
3πı
4

)
=

− 1

4sinλπ

(
cos(

3πλ+ π

4
) + cos(

πλ+ 3π

4
)
)
.


