
LÔseic Jem�twn sth Majhmatik  An�lush

Tm ma Majhmatik¸n, Panepist mio Patr¸n

26 SeptembrÐou 2018

Jèma 1: (a) ApodeÐxte ìti to sÔnolo twn kleist¸n diasthm�twn twn pragmatik¸n arijm¸n apoteleÐ
metrikì q¸ro wc proc th metrik  ρ pou dÐnetai wc ex c:

ρ([a, b], [c, d]) = max{|a− c|, |b− d|}

(b) JewroÔme to q¸ro R3 wc proc th sunhjismènh tou metrik . BreÐte ta eswterik� shmeÐa tou
sunìlou (0, 1] × [0, 1) × (0, 1) kai thn kleist  j kh tou sunìlou [0, 1] × (Q ∩ (0, 1)) × (I ∩ (0, 1)),
ìpou I eÐnai to sÔnolo twn arr twn arijm¸n.

LÔsh: (a) Profan¸c h ρ([a, b], [c, d]) paÐrnei timèc ≥ 0 en¸ ρ([a, b], [c, d]) = 0 shmaÐnei ìti, tìso
|a− c|−0, ìso kai |b−d| = 0. Epomènwc a = c kai b = d, dhlad  [a, b] = [c, d]. EpÐshc eÐnai profanèc
ìti ρ([a, b], [c, d]) = ρ([c, d], [a, b]).

Wc proc thn trigwnik  anisìthta èqoume na deÐxoume ìti

max{|a− c|, |b− d|} ≤ max{|a− e|, |b− f |}+ max{|e− c|, |f − d|},

gia opoiod pote kleistì di�sthma [e, f ]. K�noume thn upìjesh (qwrÐc bl�bh thc genikìthtac, dhlad 
h �llh perÐptwsh ja antimetwpizìtan me akrib¸c ton Ðdio trìpo) ìti max{|a − c|, |b − d|} = |a − c|.
Tìte

max{|a− c|, |b− d|} = |a− c|
= |(a− e) + (e− c)|
≤ |a− e|+ |e− c|
≤ max{|a− e|, |b− f |}+ max{|e− c|, |f − d|}

(b) To eswterikì tou A = (0, 1] × [0, 1) × (0, 1) eÐnai uposÔnolo tou A. K�je shmeÐo (x, y, z)
tou (0, 1)× (0, 1)× (0, 1) eÐnai eswterikì tou A, afoÔ mporoÔme na broÔme anoikt  sfaÐra me kèntro
autì kai aktÐna r > 0 h opoÐa na perièqetai olìklhrh gnhsÐwc sto A : ArkeÐ na p�roume to r na eÐnai
mikrìtero apì thn apìstash tou (x, y, z) apì tic pleurèc tou kÔbou pou prosdiorÐzei to sÔnolo A.
Ta upìloipa shmeÐa tou A den eÐnai eswterik�: Opoio apì aut� eÐnai thc morf c (1, y, z)   (x, 0, z)
den èqei anoikt  perioq  pou na perièqetai wc gn sio uposÔnolo tou A, afoÔ opoiad pote tètoia
ja perièqei shmeÐa pou ja èqoun pr¸th suntetagmènh megalÔterh tou 1 (sthn pr¸th perÐptwsh)  
deÔterh suntetagmènh mikrìterh tou 0 (sth deÔterh perÐptwsh).

H kleist  j kh tou B = [0, 1] × (Q ∩ (0, 1)) × (I ∩ (0, 1)) eÐnai upersÔnolo tou B. K�je shmeÐo
(x, y, z) tou [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] eÐnai sthn kleist  j kh. K�je anoikt  sfaÐra me kèntro èna shmeÐo
(x, y, z) tou [0, 1] × [0, 1] × [0, 1] ja tèmnei to B, dhlad  ja perièqei èna shmeÐo pou h deÔterh sun-
tetagmènh tou ja eÐnai rhtìc mèsa sto di�sthma (0, 1) kai h trÐth sunetagmènh tou ja eÐnai �r-
rhtoc mèsa sto di�sthma (0, 1). Autì sumbaÐnei giatÐ tìso oi rhtoÐ arijmoÐ pou perièqontai sto
(0, 1) ìso kai oi �rrhtoi pou perièqontai sto (0, 1) eÐnai puknoÐ sto (0, 1). Opoid pote shmeÐo pou
de brÐsketai sto [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] ja perièqei mÐa anoikt  geitoni� pou ja perièqetai gnhsÐwc sto
R3 − ([0, 1]× [0, 1]× [0, 1]), �ra de ja tèmnei to B.

Jèma 2: (a) DÐnetai h akoloujÐa sunart sewn fn: [0, π2 ] → R, me fn(x) = (cosx)n. DeÐxte ìti
sugklÐnei shmeiak� ki exet�ste an h sÔgklish eÐnai omoiìmorfh.

(b) DÐnetai h akoloujÐa sunart sewn fn: R → R me fn(x) = 1√
n3+x2

. ApodeÐxte ìti h seir�

sunart sewn
∑∞

n=1 fn(x) sugklÐnei omoiìmorfa sto R.
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LÔsh: (a) Gia x = 0 h akoloujÐa paÐrnei stajer� tim  1. Gia 0 < x ≤ π/2 h akoloujÐa paÐrnei
timèc yn me0 ≤ y < 1, �ra gia k�je tètoio x h tim  thc oriak c sun�rthshc eÐnai 0. Eqoume loipìn
shmeiak  sÔgklish thc akoloujÐac sunart sewn, H sÔgklish aut  de mporeÐ na eÐnai omoiìmorfh
afoÔ h oriak  sun�rthsh eÐnai asuneq c sto x = 0 en¸ oi ìroi thc akoloujÐac sunart sewn eÐnai
suneqeÐc sunart seic.

(b) Epeid  1√
n3+x2

≤ 1√
n3

= 1
n3/2 kai h seir� twn Mn = 1

n3/2 sugklÐnei apolÔtwc, h seir�

sunart sewn sugklÐnei omoiìmorfa, apì to krit rio tou Weierstrass.

Jèma 3: JewroÔme to sÔnolo me dÔo stoiqeÐa {0, 1} wc metrikì q¸ro me th diakritik  metrik 
(epomènwc ìla ta uposÔnol� tou eÐnai anoikt�) kai èna metrikì q¸ro (X, d). ApodeÐxte ìti o (X, d)
eÐnai sunektikìc metrikìc q¸roc an kai mìno an k�je suneq c sun�rthsh f :X → {0, 1} eÐnai stajer .

LÔsh: (⇒:)Se èna q¸ro me diakritik  metrik  eÐnai anoikt� ta monosÔnola, epomènwc eÐnai kai ta
mìna uposÔnola tou q¸rou pou eÐnai sunektik�. H eikìna enìc sunektikoÔ metrikoÔ q¸rou mèsw
suneqoÔc sun�rthshc eÐnai sunektikì uposÔnolo tou sunìlou tim¸n thc sun�rthshc. Epomènwc h
eikìna f [X] tou sunektikoÔ q¸rou X mèsw mÐac suneqoÔc f eÐnai monosÔnolo tou {0, 1}, dhlad  h f
paÐrnei stajer� mÐa tim .

(⇐:) Upojètoume ìti k�je suneq c sun�rthsh f :X → {0, 1} eÐnai stajer  kai ìti X = A ∪ B
me ta uposÔnola A, B tou X na eÐnai anoikt� kai xèna metaxÔ touc. MporoÔme tìte na orÐsoume mÐa
sun�rthsh f :X → {0, 1} me f(x) = 1, an x ∈ A kai f(x) = 0, an x ∈ B. MÐa tètoia f eÐnai suneq c,
afoÔ h antÐstrofh eikìna tou anoiktoÔ {1} eÐnai to anoiktì A kai tou anoiktoÔ {0} eÐnai to anoiktì
B. Opwc k�je �llh suneq c sun�rthsh, h f eÐnai stajerh. Epomènwc eÐte ìla ta stoiqeÐa tou X
paÐrnoun thn tim  1, dhlad  eÐnai sto A,   ìla ta stoiqeÐa tou X paÐrnoun thn tim  0, dhlad  eÐnai
sto B. Me �lla lìgia eÐte X = A (kai B = ∅)   X = B (kai A = ∅.)

Jèma 4: JewroÔme tic sunart seic fi: R→ R, i = 1, 2, oi opoÐec èqoun thn idiìthta ìti, gia k�poia
ki, me ki > 0, i = 1, 2, gia k�je x, y ∈ R, |fi(x)− fi(y)| ≤ ki|x− y|. OrÐzoume th sun�rthsh

f : R× R→ R× R,

me

f(x1, x2) = (
1√

k2
1 + k2

2

f1(x1),
1√

k2
1 + k2

2

f2(x2)).

ApodeÐxte ìti up�rqei (x1, x2) ∈ R× R tètoio ¸ste f(x1, x2) = (x1, x2).

LÔsh: Epeid  o metrikìc q¸roc R× R eÐnai pl rhc, arkeÐ na apodeÐxoume ìti h sun�rthsh f eÐnai
sustol , ¸ste na efarmìsoume to je¸rhma stajeroÔ shmeÐou tou Banach. Jèloume loipìn na broÔme
K me 0 < K < 1 ¸ste

d(f(x1, x2), f(y1, y2)) ≤ Kd((x1, x2), (y1, y2)),

ìpou d eÐnai h metrik  tou R× R. Omwc

d(f(x1, x2), f(y1, y2)) =

√
(f1(x1)− f1(y1))2 + (f2(x2)− f2(y2))2

k2
1 + k2

2

≤

√
k2

1(x1 − y1)2 + k2
2(x2 − y2)2

k2
1 + k2

2

≤

√
max(k1, k2)2(x1 − y1)2 + max(k1, k2)2(x2 − y2)2

k2
1 + k2

2

= K
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

= Kd((x1, x2), (y1, y2)),

ìpou K =
√

max(k1,k2)2

k2
1+k2

2
kai h teleutaÐa posìthta eÐnai profan¸c jetik  kai < 1.
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Jèma 5: (a) ExhgeÐste giatÐ k�je suneq c sun�rthsh f : [−1, 1] → R eÐnai omoiìmorfo ìrio
k�poiac akoloujÐac paragwgÐsimwn sunart sewn. D¸ste par�deigma mh-paragwgÐsimhc sun�rthshc
f : [−1, 1]→ R h opoÐa eÐnai omoiìmorfo ìrio akoloujÐac paragwgÐsimwn sunart sewn.

(b) Estw
∑∞

n=0 anx
n dunamoseir� me aktÐna sÔgklishc R. BreÐte thn aktÐna sÔgklishc thc

dunamoseir�c
∑∞

n=0
an
n+1x

n+1.

LÔsh: (a) To je¸rhma Stone - Weierstrass mac exasfalÐzei ìti k�je pragmatik  suneq c sun�rthsh
epÐ enìc sumpagoÔc uposunìlou twn pragmatik¸n arijm¸n (ìpwc to [−1, 1]) eÐnai omoiìmorfo ìrio
akoloujÐac poluwnumik¸n sunart sewn. Oi poluwnumikèc sunart seic eÐnai, fusik�, paragwgÐsimec,
ap' ìpou prokÔptei to zhtoÔmeno. H sun�rthsh thc apìluthc tim c |.|: [−1, 1] → R den eÐnai parag-
wgÐsimh sto 0, ìmwc eÐnai omoiìmorfo ìrio akoloujÐac akoloujÐac paragwgÐsimwn sunart sewn, me
b�sh to prohgoÔmeno.

(b) H aktÐna sÔgklishc thc dunamoseir�c
∑∞

n=0 anx
n dÐnetai apì thn antÐstrofh thn posìthtac

limsup
n→∞

n
√
an. Epomènwc h aktÐna sÔgklishc thc

∑∞
n=0

an
n+1x

n+1, dhlad  thc
∑∞

k=1
ak−1

k xk, dÐnetai

apì to thn antÐstrofh posìthta thc limsup
k→∞

k

√
ak−1

k =
limsup
k→∞

k
√
ak−1

lim
k→∞

k√
k

= limsup
k→∞

k
√
ak, �ra oi dÔo

dunamoseirèc èqoun thn Ðdia aktÐna sÔgklishc.
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