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Genik� sqìlia: P�ra polloÐ bajmologoÔntai me to bajmì 3 (trÐa). Autì sumbaÐnei giatÐ, sun jwc,
paÐrnoun mÐa mon�da apì to jèma 1A., dÔo apì to jèma 4 kai de gr�foun swst� k�ti �llo. Osoi
èqoun gr�yei swst� èna akìma er¸thma ìpwc, sun jwc, thn aitiolìghsh ìti to J eÐnai ide¸dec sto
2A. (akìma ki an den apantoÔn swst� to an eÐnai kÔrio)   to 3A.   to 4A. (ìti ta antistrèyma stoiqeÐa
tou Z10 eÐnai kl�seic 1̄, 3̄, 7̄, 9̄ kai ìti h om�da pou apartÐzoun par�getai apì thn kl�sh 3̄), paÐrnoun
probib�simo bajmì.

Jèma 1: A. Na analÔsete se ginìmeno an�gwgwn paragìntwn  , diaforetik�, na peÐte giatÐ eÐnai
an�gwga ta parak�tw polu¸numa sta antÐstoiqa sÔnola:

x8 + 27 sto R[x], x5 − 6x4 − 9x2 + 12x− 3 sto Q[x], x3 − x2 − 1 sto Z3[x].

B. Na exet�sete an to stoiqeÐo 1 + 4i eÐnai an�gwgo sto Z[i] (dhlad  an, ìpote gr�fetai wc
ginìmeno dÔo stoiqeÐwn, to èna �pì aut� prèpei na eÐnai antistrèyimo). EÐnai s¸ma to Z[i]/ < 1+4i >?

LÔsh: A. To pr¸to polu¸numo den eÐnai an�gwgo: Eqoume dei pwc ta mìna an�gwga polu¸numa
sto R[x] eÐnai ta prwtob�jmia kai ta deuterob�jmia me arnhtik  diakrÐnousa. AfoÔ èqei okt¸ rÐzec
stouc migadikoÔc arijmoÔc, oi opoÐec eÐnai an� dÔo suzugeÐc, paragontopoieÐtai wc ginìmeno tess�rwn
deuterob�jmiwn paragìntwn thc morf c (x− z)(x− z̄) = x2 − 2ax+ (a2 + b2), ìpou z = a+ bi mÐa
migadik  rÐza tou poluwnÔmou.

Sqìlio: Sto er¸thma autì up rxe polÔ meg�lh adunamÐa ap�nthshc gi autì kai de bajmologeÐtai.
Osoi gr�foun toul�qiston ìti den eÐnai an�gwgo, paÐrnoun epiplèon mon�dec sto sugkekrimèno jèma.

To deÔtero polu¸numo eÐnai an�gwgo, ìpwc prokÔptei me apeujeÐac efarmog  tou krithrÐou tou
Eisenstein gia p = 3.

To trÐto polu¸numo èqei rÐza to stoiqeÐo 2̄ (profan c upologismìc), opìte diaireÐtai me to x − 2̄
kai brÐskoume ìti x3−x2− 1 = (x− 2̄)(x2 +x+ 1̄). To x2 +x+ 1̄ eÐnai an�gwgo afoÔ eÐnai deutèrou
bajmoÔ qwrÐc rÐzec sto Z3.

Sunhjismèna l�jh: Sto pr¸to polu¸numo polloÐ parathroÔn ìti den èqei rÐza stouc prag-
matikoÔc arijmoÔc kai arkoÔntai se autì gia na poun ìti eÐnai an�gwgo. Autì eÐnai lanjasmèno afoÔ
mìno prwtob�jmia polu¸numa   deuterib�jmia polu¸numa me arnhtik  diakrÐnousa eÐnai an�gwga sto
R[x].

Sto trÐto polu¸numo apant�tai to l�joc f(2̄) = 3̄ 6= 0̄, �ra to polu¸numo den èqei rÐza. EpÐshc
polloÐ k�noun thn aitiolìghsh ìti to x2 + x+ 1̄ den èqei rÐza giatÐ h diakrÐnous� tou eÐnai arnhtik .
Fusik� autì eÐnai l�joc afoÔ den up�rqei di�taxh sumbibast  me tic pr�xeic tou Z3 ¸ste na bg�zei
nìhma mÐa tètoia aitiolìghsh.
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B. An to 1 + 4i grafìtan wc 1 + 4i = a · b me ta a, b mh antistrèyima ja eÐqame, efarmìzontac th
nìrma N ìti

17 = 12 + 42 = N(1 + 4i) = N(a) ·N(b).

AfoÔ o 17 eÐnai pr¸toc, k�ti tètoio dÐnei N(a) = 1   N(b) = 1 dhlad  ìti èna ek twn a, b eÐnai èna
ek twn 1, −1, i, −i pou eÐnai akrib¸c ta antistrèyima stoiqeÐa tou Z[i]. Ara to 1 + 4i eÐnai an�gwgo.

AfoÔ to 1 + 4i eÐnai an�gwgo se ènan EukleÐdio daktÔlio, pou epomènwc eÐnai kai perioq  kurÐwn
idewd¸n, to ide¸dec pou par�gei eÐnai megistikì, �ra o daktÔlioc - phlÐko proc autì eÐnai s¸ma.

Sunhjismèna l�jh: PolloÐ gr�foun ìti, afoÔ to 1+4i eÐnai an�gwgo (sth suntriptik  pleioy-
hfÐa twn peript¸sewn qwrÐc na to èqoun apodeÐxei, p�ntwc), o daktÔlioc - phlÐko proc to ide¸dec
pou autì par�gei eÐnai s¸ma, qwrÐc na aitiologoÔn giatÐ sumbaÐnei autì. K�poioi �lloi, dustuq¸c,
adunatoÔn na diakrÐnoun metaxÔ twn daktulÐwn Z[i] kai Z[x], kai antimetwpÐzoun to stoiqeÐo 1 + 4i
wsan na  tan polu¸numo, lègontac ìti eÐnai an�gwgo wc pr¸tou bajmoÔ.

Jèma 2: A. DÐnetai ìti to I eÐnai ide¸dec tou poluwnumikoÔ daktulÐou A[x] (A antimetajetikìc
daktÔlioc). Na apodeiqteÐ ìti to sÔnolo J twn stajer¸n ìrwn twn poluwnÔmwn pou brÐskontai sto
I eÐnai ide¸dec tou daktulÐou A. An to I eÐnai kÔrio, eÐnai kÔrio kai to J ?

B. DÐnontai dÔo om�dec G, H kai mÐa kanonik  upoom�da K EG×H. ApodeÐxte ìti to sÔnolo

K∗ = {g ∈ G | (g, 1) ∈ K}

apoteleÐ kanonik  upoom�da thc G.

LÔsh: A. To 0 an kei sto J wc stajerìc ìroc tou mhdenikoÔ poluwnÔmou, to opoÐo an kei sto
ide¸dec I.

An a0, b0 stoiqeÐa tou J , pou shmaÐnai ìti eÐnai, antÐstoiqa, stajeroÐ ìroi twn poluwnÔmwn
f(x) ∈ I, g(x) ∈ I, tìte to a0− b0 eÐnai stajerìc ìroc tou poluwnÔmou f(x)− g(x), to opoÐo an kei
sto I, afoÔ to teleutaÐo eÐnai ide¸dec.

An a0 ∈ J kai c ∈ A, tìte to a0 eÐnai stajerìc ìroc k�poiou poluwnÔmou f(x) ∈ I. AfoÔ to I
eÐnai ide¸dec to ginìmeno tou f(x) me to stajerì polu¸numo c ∈ A[x] an kei sto I. To polu¸numo
autì èqei stajerì ìro ca0. Ara to ca0 an kei sto J. DeÐqjhke loipìn ìti to J eÐnai ide¸dec tou A.

An to I eÐnai kÔrio, tìte apartÐzetai apì pollapl�sia enìc poluwnÔmou f(x) me stajerì ìro
a0. An to stoiqeÐo b ∈ A brÐsketai sto J, tìte brÐsketai ekeÐ wc stajerìc ìroc enìc poluwnÔmou
g(x) ∈ I. Autì shmaÐnei ìti g(x) = f(x) · h(x), gia k�poio h(x) ∈ A[x], opìte b = a0 · c, ìpou c eÐnai
o stajerìc ìroc tou h(x). Epomènwc k�je stoiqeÐo tou J eÐnai pollapl�sio tou a0, dhlad  to J eÐnai
se aut n thn perÐptwsh kÔrio.

Sunhjismèna l�jh: Apant�tai meg�lh duskolÐa epiqeirhmatolìghshc me orj  seir� dedomènwn
kai zhtoÔmenwn. Apant¸ntai sumbolistik� probl mata pou dhmiourgoÔn ter�stia sÔgqush, ìpwc h
qr sh tou sumbìlou x tìso wc poluwnumik c metablht c, ìso kai wc stoiqeÐou tou I   tou J, kat�
perÐptwsh. Sqedìn kaneÐc de mporeÐ na dei, kai na axiopoi sei sqetik¸c, to gegonìc ìti to tuqaÐo
c ∈ A eÐnai kai stoiqeÐo tou A[x].

B. Jèloume na deÐxoume ìti, an k ∈ K∗ kai g ∈ G, tìte up�rqei g′ ∈ G ¸ste gh = hg′. AfoÔ
k ∈ K∗, tìte (k, 1) ∈ K ki afoÔ h K eÐnai kanonik  upoom�da thc G×H, tìte gia to (k, 1) ∈ K kai
to (g, 1) ∈ G×H gnwrÐzoume ìti up�rqei stoiqeÐo (g′, h) ∈ G×H ¸ste (k, 1) · (g, 1) = (g′, h) · (k, 1),
dhlad  kg = g′k kai 1 = h. ProkÔptei loipìn to zhtoÔmeno.

Sunhjismèno l�joc: P�ra polloÐ pollaplasi�zoun stoiqeÐa thc G me zeÔgh stoiqeÐwn (s-
toiqeÐa thc G×H), pr�gma pou de bg�zei nìhma. Gia polloÔc epÐshc h qr sh twn posodeikt¸n sth
diatÔpwsh thc sunj khc thc kanonikìthtac jewreÐtai peritt !
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Jèma 3: Estw K èna s¸ma kai jewreÐste f(x), g(x) ∈ K[x] tètoia ¸ste mkd(f(x), g(x)) = 1.
A. ApodeÐxte ìti, an f(x)|g(x)h(x), tìte f(x)|h(x).
B. ExhgeÐste giatÐ up�rqei omomorfismìc

K[x]→ K[x]
< f(x) >

× K[x]
< g(x) >

o opoÐoc eÐnai epÐ (perigr�yte ton) kai breÐte ton pur na tou.

LÔsh: A. Apì to gegonìc ìti ta f(x), g(x) eÐnai sqetik¸c pr¸ta èpetai ìti up�rqoun f1(x),
g1(x) ∈ K[x] tètoia ¸ste f(x) · f1(x) + g(x) · g1(x) = 1, opìte pollaplasi�zontac kai ta dÔo mèlh
me h(x) paÐrnoume

h(x) · f(x) · f1(x) + h(x) · g(x) · g1(x) = h(x)

kai, gr�fontac g(x) · h(x) = f(x) · q(x) (afoÔ f(x)|g(x) · h(x)) prokÔptei ìti

h(x) · f(x) · f1(x) + f(x) · q(x) · g1(x) = f(x) · (h(x) · f1(x) + q(x) · g1(x)) = h(x),

dhlad  to f(x) diareÐ to h(x).

Sunhjismèno l�joc: Epeid  to apotèlesma eÐnai arket� oikeÐo polloÐ apl¸c den to apodeiknÔ-
oun, apl¸c to epanadiatup¸noun! EpÐshc apant�tai to l�joc na jewroÔn ìti ta f1, g1 pou qrhsi-
mopoioÔntai parap�nw, eÐnai stoiqeÐa tou K.

B. Up�rqoun oi sunhjismènoi omomorfismoÐK[x]→ K[x]
<f(x)> kaiK[x]→ K[x]

<g(x)> , pou apeikonÐzoun to

k�je h(x) ∈ K[x] stic antÐstoiqec kl�seic tou h(x)+ < f(x) >, h(x)+ < g(x) >, �ra o zhtoÔmenoc

omomorfismìc omomorfismìc eÐnai o ϕ:K[x]→ K[x]
<f(x)> ×

K[x]
<g(x)> me

ϕ(h(x)) = (h(x)+ < f(x) >, h(x)+ < g(x) >)

Epeid  oi omomorfismoÐ probol c sto daktÔlio-phlÐko eÐnai epÐ, o epagìmenoc ϕ ja eÐnai epÐ an sun-
trèqoun oi proôpojèseic tou Kinèzikou Jewr matoc. Jèloume dhlad  oi pur nec twn omomorfis-
m¸n pou ep�goun ton ϕ na eÐnai ide¸dh pou to �jroism� touc (to el�qisto ide¸dec pou perièqei
thn ènw- s  touc) na isoÔtai me ìloklhro to daktÔlio K[x], isodÔnama, na perièqei to stoiqeÐo 1.
Autì akrib¸c sumbaÐnei giatÐ mkd(f(x), g(x)) = 1, opìte up�rqoun f1(x), g1(x) ∈ K[x] tètoia ¸ste
f(x) · f1(x) + g(x) · g1(x) = 1 kai to stoiqeÐo st' arister� aut c thc isìthtac an kei sto ide¸dec
< f(x) > + < g(x) > .

O pur nac tou ϕ eÐnai to sÔnolo twn h(x) ∈ K[x] pou oi kl�seic touc wc proc ta ide¸dh < f(x) >,
< g(x) >, antÐstoiqa, eÐnai oi mhdenikèc, dhlad  eÐnai tètoia pou na an koun kai sta dÔo aut� ide¸dh.
Ara Kerϕ =< f(x) > ∩ < g(x) > .

Sunhjismèna l�jh: PolloÐ miloÔn gia k�poion omomorfismì qwrÐc na anafèroun poiìc eÐnai.
K�poioi epikaloÔntai to Kinèziko Je¸rhma qwrÐc na exhgoÔn giatÐ mporeÐ na efarmosteÐ sthn paroÔsa
perÐptwsh. K�poioi prospajoÔn na orÐsoun ton omomorfismì kai skont�ftoun kai ed¸ se sumbolisti-
k� probl mata. De dÐnoun ìnoma sto tuqaÐo polu¸numo sto opoÐo efarmìzetai o ϕ diaforetikì apì
F (x). Etsi, en¸ k�poioi proqwroÔn thn apìpeira perigraf c tou pur ma tou ϕ, gr�foun pr�gmata
ìpwc f(x) ∈< f(x) >, ta opoÐa isqÔoun oÔtwc   �llwc kai q�noun th qr simh plhroforÐa. K�poioi,
dustuq¸c, exakoloujoÔn na mh mporoÔn na diatup¸soun orj� th sunj kh tou epÐ.
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Jèma 4: DÐnetai h parak�tw met�jesh.

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 6 8 5 1 2 7 11 12 9 10 3

)
.

Na analujeÐ se ginìmeno xènwn an� dÔo kÔklwn. Na qarakthristeÐ an eÐnai �rtia   peritt . Na brejeÐ
h t�xh thc, h antÐstrof  thc kai h t�xh thc antÐstrof c thc.

LÔsh: Kat� ta gnwst� h met�jesh analÔetai wc σ = (1 4 5) · (2 6) · (3 11 10 9 12)
ParathroÔme ìti aut  h an�lush mac lèei pwc h met�jesh eÐnai �rtia kai ìti h t�xh thc eÐnai

ekp(3, 2, 6) = 6. H antÐstrof  thc dÐnetai apì th sÔnjesh twn antistrìfwn twn kÔklwn stouc
opoÐouc analÔetai h σ. Ara kai h t�xh thc antÐstrofhc dÐnetai wc ekp twn Ðdiwn arijm¸n, dhlad  eÐnai
6.

Sunhjismèno l�joc: Diy fioc arijmìc foitht¸n gr�fei ekp(3, 2, 6) = 12   = 18. Ektìc thc
kak c nootropÐac tou mh - elègqou thc orjìthtac ìswn gr�fontai sto graptì, Ðswc to parap�nw
paidari¸dec l�joc antanakl� mÐa basik  paranìhsh, ìti dhlad  to ekp k�poiwn arijm¸n eÐnai ènac
arijmìc austhr� megalÔteroc apì autoÔc. Loipìn, den eÐnai ètsi, mporeÐ na eÐnai ènac apì autoÔc,
efìson eÐnai pollapl�sio ìlwn twn �llwn!

Jèma 5: A. ApodeÐxte ìti to sÔnolo twn antistrèyimwn stoiqeÐwn tou Z10 apoteleÐ kuklik  om�da.
B. Na brejoÔn oi genn torec thc upoom�dac t�xhc 9 mÐac kuklik c om�dac t�xhc 45.

LÔsh: A. Ta antistrèyma stoiqeÐa tou Z10 eÐnai kl�seic 1̄, 3̄, 7̄, 9̄, afoÔ oi 1, 3, 7, 9 eÐnai sqetik¸c
pr¸toi me to 10. Me aplèc pr�xeic parathroÔme ìti h om�da pou apartÐzoun pr�getai apì thn kl�sh
3̄).

B. H upoom�da t�xhc 9 thc kuklik c C45 t�xhc 45 par�getai apì ta stoiqeÐa thc morf c g
45
9
·λ,

ìpou mkd(9, λ) = 1, kai g genn torac thc kuklik c. Ara, gia λ = 1, 2, 4, 5, 7, 8, brÐsoume, antÐstoiqa,
touc genn torec g5, g10, g20, g25, g35, g40.

Sunhjismèno l�joc: PolloÐ gr�foun sto A ìti, afoÔ up�rqei n ¸ste gia k�je antistrèyimo
x, xn = 1, tìte h om�da eÐnai kuklik . Autì den isqÔei: H diedrik  om�da D2 = {1, a, b, ab} me
a2 = b2 = (ab)2 = 1 apoteleÐ antipar�deigma.
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