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ApodeiknÔoume ed¸ to legìmeno Kinèziko Je¸rhma (perÐ UpoloÐpwn), sthn entel¸c
genik  ekdoq  tou wc apotèlesma thc JewrÐac DaktulÐwn. En suneqeÐa exhgoÔme p¸c
exeidikeÔetai sto klasik¸tero arijmojewrhtikì apotèlesma perÐ Ôparxhc tautìqronhc
lÔshc gia èna sÔsthma isotimi¸n, dhlad  thc eÔreshc enìc arijmoÔ pou na af nei
dedomèna upìloipa ìtan diairejeÐ me dedomènouc fusikoÔc arijmoÔc n1, ... nk, oi opoÐoi
eÐnai an� dÔo sqetik¸c pr¸toi metaxÔ touc. Se aut n th morf  to apotèlesma  tan
gnwstì ston Kinèzo majhmatikì Sun Tzu kat� ton 3o me 5o ai¸na m.Q kai ex aitÐac
autoÔ paÐrnei to idiaÐtero ìnom� tou.

1 Je¸rhma. DÐnontai omomorfismoÐ antimetajetik¸n daktulÐwn fi:A → Bi, i =
1, ..., n, oi opoÐoi eÐnai ìloi touc epÐ wc sunart seic kai gia touc pur nec twn opoÐwn
isqÔei ìti Kerfi + Kerfj = A, ìtan i 6= j. Tìte o epagìmenoc omomorfismìc proc to

ginìmeno twn Bi, f :A→
n∏

i=1

Bi, me f(a) = (f1(a), ..., fn(a)), eÐnai epÐ.

Apìdeixh: Jèloume, gia èna dedomèno stoiqeÐo (b1, ..., bn) ∈
n∏

i=1

Bi, na broÔme èna

a ∈ A, tètoio ¸ste
f(a) = (f1(a), ..., fn(a)) = (b1, ..., bn),

dhlad  tètoio ¸ste, gia k�je i = 1, ..., n, na eÐnai fi(a) = bi.
JewroÔme èna dedomèno i0. Tìte gia k�je j 6= i0, epeid  eÐnai Kerfi0 + Kerfj = A,

ja up�rqoun ai0 ∈ Kerfi0 kai aj ∈ Kerfj tètoia ¸ste ai0 + aj = 1. Etsi loipìn, gia
k�je tètoio aj èqoume ìti

fi0(aj) = 0 + fi0(aj) = fi0(ai0) + fi0(aj) = fi0(ai0 + aj) = fi0(1) = 1

SqhmatÐzoume t¸ra to ginìmeno

ui0 =
∏
j 6=i0

aj = a1 · ... · ai0−1 · ai0+1 · ... · an

Apì to epiqeÐrhma pou d¸same amèswc parap�nw prokÔptei ìti

fi0(ui0) = fi0(
∏
j 6=i0

aj) = fi0(a1) · ... · fi0(ai0−1) · fi0(ai0+1) · ... · fi0(an) = 1
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EpÐshc gia opoiod pote j 6= i0 èqoume fj(ui0) = 0, dedomènou ìti o par�gontac aj

tou ginomènou pou orÐzei to ui0 an kei ston pur na tou fj epomènwc to ginìmeno twn
eikìnwn tou fj mhdenÐzetai.

Epiplèon, apì to gegonìc ìti o k�je fi eÐnai epÐ, up�rqei αi ∈ A, tètoio ¸ste
fi(αi) = bi. Isqurizìmaste ìti to zhtoÔmeno a ∈ A eÐnai to �jroisma

a =
n∑

j=1

ujαj,

ìpou ta uj orÐsthkan parap�nw. Pr�gmati loipìn, gia k�je i = 1, ..., n èqoume

fi(a) = fi(
n∑

j=1

ujαj)

= fi(uiαi) + fi(
∑
j 6=i

ujαj)

= fi(uiαi) +
∑
j 6=i

fi(ujαj)

= fi(ui)fi(αi) +
∑
j 6=i

fi(uj)fi(αj)

= 1 · bi + 0

= bi,

ìpwc epijumoÔsame na deÐxoume.

2 Pìrisma. An A eÐnai ènac antimetajetikìc daktÔlioc kai {Ii | i = 1, ..., n} eÐnai
èna peperasmèno sÔnolo idewd¸n tou, ta opoÐa eÐnai tètoia ¸ste gia i 6= j na isqÔei ìti
Ii + Ij = A, tìte o omomorfismìc

ε:A→ A

I1
× ...× A

In

me
ε(a) = ([a]I1 , ...., [a]In)

eÐnai epÐ.

Apìdeixh O ε ep�getai ìpwc sto parap�nw Je¸rhma apì touc kanonikoÔc omomor-
fismoÔc εi:A→ A/Ii, oi opoÐoi eÐnai profan¸c epÐ kai èqoun wc pur nec ta ide¸dh Ii.
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3 Pìrisma. An n1, ..., nk eÐnai fusikoÐ arijmoÐ gia touc opoÐouc isqÔei ìti mkd(ni, nj) =
1, ìtan i 6= j kai a1, ..., ak eÐnai fusikoÐ arijmoÐ tètoioi ¸ste 0 ≤ ai < ni, tìte up�rqei
fusikìc arijmìc x ¸ste na alhjeÔoun tautìqrona oi sqèseic

x ≡ a1modn1

...

x ≡ akmodnk

Apìdeixh JewroÔme touc kanonikoÔc omomorfismoÔc εk: Z→ Znk
oi opoÐoi eÐnai epÐ

kai èqoun wc pur nec ta ide¸dh nkZ (ta sÔnola twn akèraiwn pollaplasÐwn twn nk).
AfoÔ mkd(ni, nj) = 1, ìtan i 6= j, èqoume pwc to 1 ∈ Z gr�fetai wc 1 = nidi + njdj,
gia k�poiouc akeraÐouc di, dj, dhlad  ìti Z = niZ + njZ. Epomènwc efarmìzetai to
Je¸rhma, to opoÐo mac dÐnei pwc up�rqei k�poio x ∈ Z ètsi ¸ste to

ε(x) = (ε1(x), ..., εk(x) = ([x]n1 , ..., [x]nk
)

na isoÔtai me to dosmèno ([a1]n1 , ..., [ak]nk
) ∈ Zn1× ...×Znk

, me �lla lìgia tètoio ¸ste
na sunalhjeÔoun oi dosmènec isotimÐec.
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