
ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΗΘΩΝ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Σ΄ αυτή την ενότητα ϑα ασχοληθούµε µε γραµµικά συστήµατα Συνήθων

∆ιαφορικών Εξισώσεων (ΣΣ∆Ε). Για λόγους απλότητας, ϑα αναφερθούµε
σε ΣΣ∆Ε δύο εξισώσεων, αλλά οι ιδιότητες και οι µέθοδοι, που ϑα αναφέρου-
µε γενικεύονται και για ΣΣ∆Ε περισσοτέρων εξισώσεων.

Ορισµός: ΄Ενα ΣΣ∆Ε, µε δύο αγνώστους, που έχει παραγώγους µόνο πρώτης
τάξης, έχει την µορφή:

F1(t, x1(t), x2(t), x
′
1(t), x

′
2(t)) = 0

F2(t, x1(t), x2(t), x
′
1(t), x

′
2(t)) = 0, (Σ1)

όπου t ∈ I ⊂ R, xi(t) : I → R, i = 1, 2, συναρτήσεις, που έχουν παρα-
γώγους τουλάχιστον πρώτης τάξης και Fi : I × Ω→ R, i = 1, 2, και Ω ⊂ R4.

Ορισµός: Γενική λύση του συστήµατος (Σ1), στην περιοχή I × Ω, λέγε-
ται µια οικογένεια συναρτήσεων της µορφής:

x1(t) = φ1(t, c1, c2)
x2(t) = φ2(t, c1, c2) (1)

όπου t ∈ I ⊂ R, και ci, i = 1, 2 δοσµένες πραγµατικές σταθερές, όταν για
κάθε ci, i = 1, 2 οι συναρτήσεις (1) ικανοποιούν το (Σ1) και κάθε λύση του
(Σ1) προκύπτει από την (1), για κατάλληλη επιλογή των σταθερών ci, i = 1, 2.

Ως αρχικές συνθήκες, για το ανωτέρω ΣΣ∆Ε, ϑεωρούµε τις συνθήκες :

x1(t0) = x1,0, x2(t0) = x2,0 (2)

µε t ∈ I ⊂ R, και xi,0, i = 1, 2 δοσµένες πραγµατικές σταθερές.

Ορισµός: Το ΣΣ∆Ε (Σ1) µε τις αρχικές συνθήκες (2), λέµε ότι αποτελεί Πρό-

ϐληµα Αρχικών Τιµών (ΠΑΤ).

Ορισµός: Κανονική µορφή του ΣΣ∆Ε πρώτης τάξης, µε δύο αγνώστους,
(Σ1), είναι η µορφή:

x′1(t) = f1
(
t, x1(t), x2(t)

)
x′2(t) = f2

(
t, x1(t), x2(t)

)
(Σ2)
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Θεώρηµα: Αν οι συναρτήσεις fi, i = 1, 2 του συστήµατος (Σ2), καθώς και
οι µερικές παράγωγοι αυτών ως προς xi, i = 1, 2, είναι συνεχείς συναρτήσεις
σε µια περιοχή του σηµείου (t, x1,0, x2,0), τότε το ΠΑΤ (Σ2), (2) έχει µοναδική
λύση.

Η λύση x(t) = (x1(t), x2(t)), του συστήµατος (Σ2), που ικανοποιεί τις συνθή-
κες (2) ορίζει µια καµπύλη στο χώρο, που περνάει από το σηµείοM(t0, x1,0, x2,0).
Αυτή καλείται ολοκληρωτική καµπύλη του συστήµατος (Σ2).

Ορισµός: Αν οι συναρτήσεις fi, i = 1, 2 του συστήµατος (Σ2), είναι γραµµικές
συναρτήσεις, ως προς xi(t), i = 1, 2 το σύστηµα (Σ2) λέγεται γραµµικό ΣΣ∆Ε.

Η µορφή του γραµµικού ΣΣ∆Ε πρώτης τάξης µε δύο αγνώστους είναι :

x′1(t) = a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t) + b1(t)
x′2(t) = a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t) + b2(t) (Σ3)

όπου οι συναρτήσεις aij(t), i, j = 1, 2 και bi(t), i = 1, 2 είναι συνεχείς συ-
ναρτήσεις, για t ∈ I ⊂ R.

Το σύστηµα (Σ3) µπορεί να πάρει τη µορφή

X ′(t) = A(t)X(t) +B(t), (Σ4)

όπου X(t), A(t), B(t) είναι οι πίνακες :

X(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
, A(t) =

(
a11(t) a12(t)
a21(t) a22(t)

)
και B(t) =

(
b1(t)
b2(t)

)
.

Αν οι συναρτήσεις bi(t) = 0, i = 1, 2 δηλαδή B(t) = 0,το ΣΣ∆Ε (Σ3) ή (Σ4)
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λέγεται οµογενές, άλλως, µη οµογενές.

Αν aij(t) = aij, µε aij, i, j = 1, 2 πραγµατικές σταθερές, τότε το ΣΣ∆Ε (Σ3)
λέγεται γραµµικό ΣΣ∆Ε µε σταθερούς συντελεστές, άλλως, γραµµικό ΣΣ-

∆Ε µε µη σταθερούς συντελεστές.

Μέθοδοι επίλυσης γραµµικών ΣΣ∆Ε πρώτης τάξης, µε δύο αγνώστους

1) Μέθοδος απαλοιφής

Σκοπός µας είναι να δηµιουργήσουµε από το δοθέν σύστηµα (Σ3) µια Σ∆Ε
ως προς τη µία άγνωστη συνάρτηση, να την επιλύσουµε και µετά να αντι-
καταστήσουµε (συνήθως σ΄ αυτήν που δεν περιέχει την παράγωγο της άλλης
άγνωστης συνάρτησης). Ο τρόπος για να επιτύχουµε τον σκοπό µας, εξαρ-
τάται από τη µορφή του συστήµατος. Συνήθως, παραγωγίζουµε µια από τις
δύο εξισώσεις του συστήµατος (Σ3) και χρησιµοποιώντας την άλλη, καθώς και
την αρχική, προσπαθούµε να δηµιουργήσουµε µια γραµµική Σ∆Ε δεύτερης
τάξης, ως προς τη µία άγνωστη συνάρτηση. Επιλύουµε την προκύπτουσα
Σ∆Ε και µετά αντικαθιστούµε σε µία από τις δύο εξισώσεις του (Σ3), και υπο-
λογίζουµε και την δεύτερη συνάρτηση.

Παράδειγµα 1. Να λυθεί το ΣΣ∆Ε για x 6= 0

xy′1(x) = −y1(x) + xy2(x) (1)
x2y′2(x) = −2y1(x) + xy2(x) (2)

Λύση. Το δοθέν σύστηµα µπορεί να γραφεί :

y′1(x) = −1

x
y1(x) + y2(x) (3)

y′2(x) = − 2

x2
y1(x) +

1

x
y2(x) (4)

Θέλουµε να απαλείψουµε την y2(x). Παραγωγίζουµε την (3) ως προς x,
οπότε :

(3)⇒ y′′1(x) =
1

x2
y1(x)− 1

x
y′1(x) + y′2(x) (5)

Αντικαθιστούµε στην (5) την y′2(x) από την (4):
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(5)
(4)
=⇒ y′′1(x) =

1

x2
y1(x)− 1

x
y′1(x)− 2

x2
y1(x) +

1

x
y2(x)

⇒ y′′1(x) = − 1

x2
y1(x)− 1

x
y′1(x) +

1

x
y2(x) (6)

Στην (6) αντικαθιστούµε την y2(x) από την (3), οπότε προκύπτει :

y′′1(x) = − 1

x2
y1(x)− 1

x
y′1(x) +

1

x

(
y′1(x) +

1

x
y1(x)

)
⇒

y′′1(x) = − 1

x2
y1(x)− 1

x
y′1(x) +

1

x
y′1(x) +

1

x2
y1(x)⇒

y′′1(x) = 0 (7)

Η προκύπτουσα Σ∆Ε (7) έχει για λύση την

y1(x) = c1x+ c2 (8)

Αν αντικαταστήσουµε στην (3) την (8) και την παράγωγό της, ϑα ϐρούµε την
y2(x).

Πράγµατι : (3)
(8)
=⇒ y2(x) = c1 +

1

x
(c1x+ c2)⇒ y2(x) = 2c1 +

c2
x

(9)

Τελικά η λύση του ΣΣ∆Ε (1),(2) είναι οι συναρτήσεις :

y1(x) = c1x+ c2

y2(x) = 2c1 +
c2
x

c1, c2 :σταθερές

Παράδειγµα 2. Να λυθεί το ΣΣ∆Ε :

y′1(x) = y1(x)− y2(x) (1)
y′2(x) = y2(x)− y1(x) (2)

Λύση. Παρατηρούµε, ότι, αν προσθέσουµε τις (1) και (2) προκύπτει :

(y1(x) + y2(x))′ = 0⇒ y1(x) + y2(x) = c1 (3) c1 : σταθερά.

Οπότε η (1) λόγω της (3) παίρνει τη µορφή:

(1)
(3)
=⇒ y′1(x) = y1(x)− c1 + y1(x)⇒ y′1(x) = 2y1(x)− c1 ⇒
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y′1(x)− 2y1(x) = −c1 (4)

η οποία είναι γραµµική 1ης τάξης και δέχεται πολ/τή Euler :

µ(x) = e−2x

΄Αρα:
(
e−2xy1(x)

)′
= −c1e−2x ⇒ e−2xy1(x) =

c1
2
e−2x + c2 ⇒

y1(x) =
c1
2

+ c2e
2x (5)

Αντικαθιστούµε στην (1) την (5) οπότε :

(1)
(5)
=⇒ y2(x) = y1(x)− y′1(x)⇒ y2(x) =

c1
2

+ c2e
2x + 2c2e

2x ⇒

y2(x) =
c1
2

+ 3c2e
2x (6)

Οι συναρτήσεις (5) και (6) αποτελούν την λύση του συστήµατος (1),(2).

Παράδειγµα 3. Να λυθεί το ΣΣ∆Ε :

x′ − y = t
x− y′ = −t

Λύση. Το σύστηµα µπορεί να γραφεί στη µορφή:

x′(t) = y + t (1)
y′(t) = x+ t (2)

Παραγωγίζουµε την (1) ως προς t οπότε :

x′′ = y′ + 1 (3)
(2)
=⇒ x′′ = x+ t+ 1⇒ x′′ − x = t+ 1

Λύνουµε πρώτα την οµογενή Σ∆Ε της οποίας το χαρακτηριστικό πολυώνυ-
µο είναι :

r2 − 1 = 0

Εποµένως, η λύση της οµογενούς Σ∆Ε είναι :
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x(t) = c1e
t + c2e

−t

Στη συνέχεια µένει να ϐρούµε την µερική λύση της Σ∆Ε η οποία έχει τη
µορφή xµ(t) = At + B, κάνοντας αντικατάσταση αυτή και τη δεύτερη παρά-
γωγό της στην Σ∆Ε, οπότε έχουµε:

−At−B = t+ 1⇒ A = −1, B = −1

΄Αρα η µερική λύση είναι : xµ(t) = −t− 1

Η γενική λύση είναι : x(t) = c1e
t + c2e

−t − t− 1 (4)

Αντικαθιστούµε στην (1) την (4) οπότε :

y = x′ − t⇒ y(t) = c1e
t − c2e−t − 1− t (5)

Οι συναρτήσεις (4) και (5) αποτελούν την λύση του συστήµατος (1),(2).

2) Οµογενή ΣΣ∆Ε µε σταθερούς συντελεστές

΄Ενας τρόπος επίλυσης είναι η µέθοδος Euler.
Ζητούµε λύσεις της µορφής x1(t) = ν1e

λt, x2(t) = ν2e
λt, ν1, ν2, λ : σταθερές.

Αν αντικαταστήσουµε στο οµογενές σύστηµα (Σ3) παίρνουµε τις αλγεβρικές
εξισώσεις :

(a11 − λ)ν1 + a12ν2 = 0
a21ν1 + (a22 − λ)ν2 = 0

που είναι ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους.

Για να έχει µη µηδενική λύση, ϑα πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών των

αγνώστων να είναι ίση µε µηδέν, δηλαδή |A−λI| = 0, όπου A =

(
a11 a12
a21 a22

)
και I =

(
1 0
0 1

)
. Αυτή η εξίσωση λέγεται χαρακτηριστική εξίσωση του συστή-

µατος και οι τιµές του λ, για να ισχύει η ισότητα λέγονται ιδιοτιµές. Το
(
ν1
ν2

)
είναι το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα.

i) Αν οι ιδιοτιµές λ1 6= λ2 ∈ R ϐρίσκουµε δύο αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα,

6



ν̃1 =

(
ν11
ν12

)
, ν̃2 =

(
ν21
ν22

)
οπότε η λύση του οµογενούς συστήµατος ϑα είναι :(

x1(t)
x2(t)

)
= c1e

λ1t

(
ν11
ν12

)
+ c2e

λ2t

(
ν21
ν22

)
ii) Αν οι ιδιοτιµές λ1 = λ2 ∈ R τότε ϐρίσκουµε ένα ιδιοδιάνυσµα ν̃ =

(
ν11
ν12

)
και ένα γενικευµένο ũ =

(
u11
u12

)
οπότε η λύση είναι :(

x1(t)
x2(t)

)
= c1e

λ1t

(
ν11
ν12

)
+ c2e

λ1t

(
t

(
ν11
ν12

)
+

(
u11
u12

))
iii) Αν λ1 = α + iβ και λ2 = α − iβ τα ιδιοδιανύσµατα ϑα είναι µιγαδι-

κά ν̃1 =

(
ν11
ν12

)
, ν̃2 =

(
ν21
ν22

)
και η λύση:(

x1(t)
x2(t)

)
= c1e

αt+iβt

(
ν11
ν12

)
+ c2e

αt−iβt
(
ν21
ν22

)
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας ότι eiβt = cosβt + isinβt µπορούµε να ϐρούµε
τη λύση του συστήµατος εκπεφρασµένη σε cosβt και sinβt.

3) Μη οµογενή ΣΣ∆Ε µε σταθερούς συντελεστές

Λύνουµε πρώτα το αντίστοιχο οµογενές, και αφού ϐρούµε τη γενική του λύ-
ση, η µερική λύση του µη οµογενούς ϐρίσκεται µε τρόπο ανάλογο µε τις Σ∆Ε
τις µη οµογενείς µε σταθερούς συντελεστές (µέθοδος Lagrange).

Αν οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις του οµογενούς είναι :

eλ1t
(
u1
u2

)
και eλ2t

(
u3
u4

)
, και η λύση του οµογενούς συστήµατος είναι :(

x1,o(t)
x2,o(t)

)
= c1e

λ1t

(
u1
u2

)
+ c2e

λ2t

(
u3
u4

)
Η µερική λύση του συστήµατος ϑα έχει τη µορφή:(
xµ1(t)
xµ2(t)

)
= c1(t)e

λ1t

(
u1
u2

)
+ c2(t)e

λ2t

(
u3
u4

)
(∗)

Οπότε, αν αντικαταστήσουµε στο δοθέν σύστηµα, προκύπτει ένα σύστηµα
µε τις παραγώγους των c1(t), c2(t). Το σύστηµα αυτό είναι :
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(
eλ1tu1 + eλ2tu3
eλ1tu2 + eλ2tu4

)(
c′1(t)
c′2(t)

)
=

(
b1(t)
b2(t)

)
Επιλύουµε το σύστηµα ως προς c′1(t) και c′2(t) ολοκληρώνουµε, ϑεωρώντας
την σταθερά ολοκλήρωσης µηδέν, αφού ψάχνουµε µια µερική λύση, αντι-
καθιστούµε στην (∗) και ϐρίσκουµε τη µερική λύση του συστήµατος. Το
άθροισµα της λύσης του οµογενούς και της µερικής λύσης του µη οµογενούς
µας δίνει τη λύση του δοθέντος συστήµατος.

Παράδειγµα 4. Να λυθεί το ΣΣ∆Ε :

x′1(t) = 2x1 + x2 + 3e2t

x′2(t) = 2x2 + 4e2t

Λύση Η χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος είναι :∣∣∣∣2− λ 1
0 2− λ

∣∣∣∣ = 0⇒ (2− λ)2 = 0⇒ λ1 = λ2 = 2

΄Αρα το 2 είναι διπλή ιδιοτιµή.
Το ένα ιδιοδιάνυσµα ϐρίσκεται :(

2− 2 1
0 2− 2

)(
u1
u2

)
=

(
0
0

)
⇒ u2 = 0

u1 = c

Εποµένως το ιδιοδιάνυσµα είναι το
(

1
0

)
.

Και το γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα ϐρίσκεται :(
2− 2 1

0 2− 2

)(
u3
u4

)
=

(
1
0

)
⇒ u4 = 1

u3 = c

Εποµένως το γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα είναι το
(

1
1

)
.

Η λύση του οµογενούς συστήµατος είναι :(
x1,o(t)
x2,o(t)

)
= c1e

2t

(
1
0

)
+ c2e

2t

(
t

(
1
0

)
+

(
1
1

))
⇒

x1,o(t) = c1e
2t + c2e

2t(t+ 1)
x2,o(t) = c2e

2t

Η µερική λύση ϑα είναι της µορφής:
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x1,µ(t) = c1(t)e
2t + c2(t)e

2t(t+ 1)
x2,µ(t) = c2(t)e

2t

Λύνουµε το σύστηµα:

c′1(t)e
2t + c′2(t)e

2t(t+ 1) = 3e2t

c′2(t)e
2t = 4e2t

c′2(t) = 4⇒ c2(t) = 4t

c′1(t) + 4t+ 4 = 3⇒ c′1(t) = −4t− 1⇒ c1(t) = −2t2 − t

Οπότε :

x1,µ(t) = (−2t2 − t)e2t + 4te2t(t+ 1)⇒
x2,µ(t) = 4te2t ⇒

x1,µ(t) = (2t2 + 3t)e2t

x2,µ(t) = 4te2t

Η γενική λύση είναι :

x1(t) = c1e
2t + c2e

2t(t+ 1) + (2t2 + 3t)e2t ⇒
x2(t) = c2e

2t + 4te2t ⇒

x1(t) = (c1 + c2 + (c2 + 3)t+ 2t2)e2t

x2(t) = (c2 + 4t)e2t

Παράδειγµα 5. Να λυθεί το ΣΣ∆Ε :

x′(t) = x(t) + 2y(t) + t
y′(t) = 2x(t) + y(t) + t

Λύση Το δοθέν σύστηµα γράφεται :(
x′(t)
y′(t)

)
=

(
1 2
2 1

)(
x(t)
y(t)

)
+

(
t
t

)
Η χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος είναι :
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|A− λI| = 0⇒
∣∣∣∣1− λ 2

2 1− λ

∣∣∣∣ = 0⇒ (1− λ)2 − 4 = 0

⇒ (1− λ− 2)(1− λ+ 2) = 0⇒ (−1− λ)(3− λ) = 0

Οι ιδιοτιµές του είναι : λ1 = −1 και λ2 = 3.

Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ϐρίσκονται :

Για λ = −1:
(

1 + 1 2
2 1 + 1

)(
ν1
ν2

)
=

(
0
0

)
⇒ 2ν1 + 2ν2 = 0

2ν1 + 2ν2 = 0
⇒ ν2 = −ν1

΄Αρα:
(

1
−1

)
Και για λ = 3:

(
−2 2
2 −2

)(
ν1
ν2

)
=

(
0
0

)
⇒ −2ν1 + 2ν2 = 0

2ν1 − 2ν2 = 0
⇒ ν1 = ν2

΄Αρα:
(

1
1

)
Οπότε η λύση του οµογενούς συστήµατος ϑα είναι :(
xo(t)
yo(t)

)
= c1e

−t
(

1
−1

)
+ c2e

3t

(
1
1

)
=

(
c1e
−t + c2e

3t

−c1e−t + c2e
3t

)
, c1, c2σταθερές

Η λύση του µη οµογενούς ϑα έχει τη µορφή:(
xµ(t)
yµ(t)

)
=

(
c1(t)e

−t + c2(t)e
3t

−c1(t)e−t + c2(t)e
3t

)
Οπότε προκύπτει το σύστηµα µε τις παραγώγους των c1(t), c2(t):

c′1(t)e
−t + c′2(t)e

3t = t
−c′1(t)e−t + c′2(t)e

3t = t

Η λύση του συστήµατος δίνει : c′2(t) = te−3t

΄Αρα: c2(t) = −1

3
te−3t − 1

9
e−3t

Και 2c′1(t)e
−t = 0⇒ c′1(t) = 0⇒ c1(t) = 0

Οπότε :
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(
xµ(t)
yµ(t)

)
=

−
1

3
t− 1

9

−1

3
t− 1

9


Τελικά η γενική λύση του συστήµατος ϑα είναι :

(
x(t)
y(t)

)
=

 c1e
−t + c2e

3t − 1

3
t− 1

9

−c1e−t + c2e
3t − 1

3
t− 1

9


Παράδειγµα 6. Να λυθεί το ΣΣ∆Ε :

x′(t) = 2y(t) + t
y′(t) = −2x(t)− 1

Λύση Το σύστηµα µε µορφή πινάκων είναι :(
x′(t)
y′(t)

)
=

(
0 2
−2 0

)(
x(t)
y(t)

)
+

(
t
−1

)
Η χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος είναι :

|A− λI| = 0⇒
∣∣∣∣−λ 2
−2 −λ

∣∣∣∣ = 0⇒ λ2 + 4 = 0

Οι ιδιοτιµές του είναι : λ1,2 = ±2i.

Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ϐρίσκονται :

Για λ = 2i:
(
−2i 2
−2 −2i

)(
ν1
ν2

)
=

(
0
0

)
⇒ −2iν1 + 2ν2 = 0
−2ν1 − 2iν2 = 0

⇒ ν2 = iν1

΄Αρα:
(

1
i

)
Και για λ = −2i:

(
2i 2
−2 2i

)(
ν1
ν2

)
=

(
0
0

)
⇒ 2iν1 + 2ν2 = 0
−2ν1 + 2iν2 = 0

⇒ ν2 = −iν1

΄Αρα:
(

1
−i

)
Οπότε η λύση του οµογενούς συστήµατος ϑα είναι :(
xo(t)
yo(t)

)
= c1e

2it

(
1
i

)
+ c2e

−2it
(

1
−i

)
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Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας τον τύπο του Euler : e2it = cos2t + isin2t η
λύση παίρνει τη µορφή:(
xo(t)
yo(t)

)
= c1(cos2t+isin2t)

(
1
i

)
+c2(cos2t−isin2t)

(
1
−i

)
=

(
Acos2t+Bsin2t
Bcos2t− Asin2t

)
αν c1 + c2 = A και i(c1 − c2) = B σταθερές.

Οπότε η µερική λύση ϑα έχει τη µορφή:(
xµ(t)
yµ(t)

)
=

(
A(t)cos2t+B(t)sin2t
B(t)cos2t− A(t)sin2t

)
Το προκύπτον σύστηµα ως προς A′(t) και B′(t) είναι :

A′(t)cos2t+B′(t)sin2t = t
B′(t)cos2t− A′(t)sin2t = −1

Η λύση του οποίου µας δίνει :

A′(t) = tcos2t− sin2t
B′(t) = −cos2t+ tsin2t

⇒
A(t) =

t

2
sin2t+

3

4
cos2t

B(t) = −1

4
sin2t− t

2
cos2t

Οπότε :

(
xµ(t)
yµ(t)

)
=


(
t

2
sin2t+

3

4
cos2t

)
cos2t+

(
− 1

4
sin2t− t

2
cos2t

)
sin2t(

− 1

4
sin2t− t

2
cos2t

)
cos2t−

(
t

2
sin2t+

3

4
cos2t

)
sin2t

 =

=

 cos22t− 1

4

− t
2
− sin2tcos2t

 =

 cos22t− 1

4

− t
2
− sin4t

2


΄Αρα η γενική λύση του συστήµατος είναι :

(
x(t)
y(t)

)
=

Acos2t+Bsin2t+ cos22t− 1

4

Bcos2t− Asin2t− t

2
− sin4t

2


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