
Πραγµατική ανάλυση Ι- Λύσεις-6α-6β

1. Να αποδείξετε ότι κάθε πολυώνυµο άρτιου ϐαθµού έχει σύνολο τιµών της µορφής [c,+∞) ή

[−∞,c] και ότι κάθε τιµή διαφορη του c επαναλαµβάνεται τουλάχιστον δύο ϕορές..

Λύση

Θεωρούµε πρώτα την περίπτωση που ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής είναι ϑετικός. Στην περίτωση αυτή

έχουµε limx→+∞ P (x) =+∞ και limx→−∞ P (x) =−∞ οπότε αν ϑεωρήσουµε τον αριθµό P (0) υπάρχουν

a < 0 και b > 0 τέτοια ώστε f (x) > f (0) για x < a και f (x) > f (0) για x > b .

Ο περιορισµός της πολυωνυµικής συνάρτησης P στο κλειστό διάστηµα [a,b] λόγω συνέχειας ϑα

παίρνει ελαχίστη τιµή σε αυτό . Αν c = f (t ) η προηγούµενη τιµή ϑα αποτελεί και ελαχίστη τιµή της

αρχικής συνάρτησης. Πράγµατι για κάθε x < a ή x > b έχουµε P (x) > P (0) ≥ c .

Αν Θεωρήσουµε τυχόν σηµείο d του διαστήµατος (c,+∞) τότε υπάρχουν x1 < a και x2 > b ώστε

f (x1) > d > c = f (t ) και f (x2) > d > c = f (t ), οπότε από το ϑεώρηµα της ενδιάµεσης τιµής προκύπτει

ότι d ∈ P [(x1, t )] και d ∈ P [(t , x2)].

Ανάλογα εργαζόµαστε στην περίπτωση που ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής είναι αρνητικός.

2. Να αποδείξτε ότι αν δύο συνεχείς συναρτήσεις σε κλειστό διάστηµα παίρνουν την ίδια µεγίστη

τιµή τα διάγράµµατά τους τέµνονται ( ∆ώστε ένα πρόχειρο γεωµετρικό σχέδιο ).

Λύση

Αν f , g οι συνεχείς συναρτήσεις στό [a,b] και M = f (x1) = g (x2) η ενιαία µεγίστη τιµή ϑεωρώ την

συνάρτηση h = f − g . Παρατηρούµε ότι 0 ≤ M − g (x1) = h(x1) και 0 ≤ M − f (x2) = −h(x2) οπότε

h(x1)h(x2) ≤ 0 και µε ϐάση το ϑεώρηµα Bol zano υπάρχει t ώστε h(t ) = 0 ή f (t ) = g (t ), που σηµαίνει

ότι τα διαγράµµατα τέµνονται.

2. Αν f συνάρτηση πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο R µε την ιδιότητα f (x)+ f (y) = f (x + y)
x, y ∈R αποδείξτε ότι

1. f (0) = 0,

2. Η συνέχεια σε ένα σηµείο συνεπάγεται την συνέχεια σε όλο το R.

3. υπάρχει c ∈R ώστε f (x) = cx για κάθε x ∈R .

Λύση Για x = 0 προκύπτει άµεσα η απάντηση στο πρώτο ερώτηµα.

Ο ορισµός της συνέχειας σε ένα σηµείο x0 αν ϑέσουµε h = x −x0 διαµορφώνεται στην πρόταση,

για κάθε ε> 0 υπάρχει δ= δ(ε) ώστε | f (x0 +h)− f (x0)| < ε όταν |h| < δ.

Αν στην προηγούµενη έκφραση ϑέσουµε f (x0+h)− f (x0) = f (h)− f (0) αυτή µετατρέπεται στον ορισµό

της συνέχειας στο µηδέν. Με άλλα λόγια η συνέχεια σε οποιοδήποτε σηµείο ισοδυναµεί µε την

συνέχεια στο µηδέν.

Σχετικά µε το τρίτο ερώτηµα. Επειδή f (0) = 0 έχουµε 0 = f (0) = f ((x + (−x)) = f (x)+ f (−x)) ή f (x) =
− f (−x).

Αν n ϕυσικός αριθµός τότε από την σχέση nx = x+x+. . . x n-ϕορές παίρνουµε f (nx) = n f (x) για κάθε

ϕυσικό αριθµό n.

Αν αντικαταστήσουµε το x µε το x/n στην προηγούµενη σχέση ϑα έχουµε f (x/n) = f (x)/n.

Αν ϑεωρήσουµε ϑετικό κλάσµα m/n από τον συνδυασµό των τριών δύο προηγουµένων σχέσεων έχου-

µε,

f ( m
n ).1 = m f ( 1

n ).1) = m
n . f (1) και f (−m

n ) = −m
n f (1) δηλαδή f (ρ) = ρ f (1) για κάθε ρ ϱητό αριθµό.

Αν x ∈ R γνωρίζούµε ότι υπάρχει ακολουθία ϱητών ρn µε ρn −→ x, οπότε λόγω της συνέχειας της f
έχουµε f (ρn) −→ f (x) . Επειδή όµως f (ρn) = ρn f (1) −→ x f (1) έχουµε ότι f (x) = f (1)x για κάθε x ∈R.


