
Πραγµατική ανάλυση Ι- Λύσεις-5β

1. 1. Αν µια συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού το σύνολο των ακεραίων αποδείξτε µε την χρήση του

ορισµού ότι είναι παντού συνεχής.

2. Παρακολουθείστε µε προσοχή τους παρακάτω ισχυρισµούς και ϐρείτε που είναι το λάθος.

Οεωρούµε τυχούσα πραγµατική συνάρτηση ορισµένη σε υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών.

Αν ϑεωρήσούµε τον περιορισµό της σε ένα τυχόν σηµείο t σαν σταθερή στο αντίστοιχο µονοσύνολο

είναι συνεχής στο t . Με ϐάση το προηγούµενο η συνάρτηση είναι συνεχής σε κάθε σηµείο t και

εποµένως όλες ανεξαιρέτως οι πραγµατικές συναρτήσεις είναι συνεχείς.

Λύση

1. Αν k τυχόν ακέραιος και δ = 1/2 τότε προφανώς το µοναδικό σηµείο του πεδίου ορισµού για το

οποίο ισχύει x ∈ (k −δ,k +δ) ή ισοδύναµα |x −k| < δ είναι το k, οπότε για ε> 0 και |x −k| < δ έχουµε

| f (x)− f (k)| = 0 < ε....

2. Πράγµατι η συνάρτηση που προκύπτει από τον περιορισµό της αρχικής συνάρτησης σε ένα συγκε-

κριµµένο µονοσύνολο ή σε πεπερασµένο σύνολο είναι συνεχής διότι το πεδίο ορισµού της αποτελείται

από µεµονοµένα σηµεία σε αυτό. Κάθε περιορισµός όµως αποτελεί και µια καινούργια συνάρτηση

που η αρχική αποτελεί επέκτασή της. Το εύλογο ερώτηµα που προκύπτει είναι σε ποιές περιπτώσεις

η συνέχεια του περιορισµού συνεπάγεται την συνέχεια της αρχικής. Από µια πιό προσεκτική µατιά

στον ορισµό της συνέχειας, προκύπτει ότι αν ο περιορισµός γίνεται στην τοµή του πεδίου ορισµού µε

ανοικτό διάστηµα τότε η συνέχεια σε σηµείο του περιορισµού συνεπάγεται την συνέχεια της επέκτασης

σε αυτό.

2. 1. Θεωρούµε πραγµατική συνάρτηση f ορισµένη σε σύνολο A. Αν για σηµέίο x0 ∈ A υπάρχει

διάστηµα (x0−q, x0+q) ώστε να ισχύει η σχέση | f (x)− f (x0)| ≤ M |x−x0| για κάθε x ∈ (x0−q, x0+
q)∩ A, αποδείξτε χρησιµοποιώντας τον ορισµό της συνέχειας ότι η συνάρτηση είναι συνεχής στο

x0.

2. Χρησιµοποιώντας κατάλληλα το προηγούµενο συµπέρασµα αποδείξτε ότι η συνάρτηση f (x) =
x

3
2 , x > 0 είναι συνεχής στο 4.

Λύση 1. Αντικαθιστώντας την έκφραση x ∈ (x0−q, x0+q)∩A µε την x ∈ A µε |.....................| < .................
έχουµε | f (x)− f (x0)| ≤ M |x − x0 για κάθε για κάθε x ∈ A µε |x − x0| < q . Αν ταυτόχρονα ϑέσουµε

|x −x0| < .................................... έχουµε | f (x)− f (x0)| ≤ M |x −x0| < ε για κάθε x ∈ A µε |......................| <
q και |..............| < ..........., ή ισοδύναµα για κάθε ε > 0 ισχύει | f (x)− f (x0)| < ε για κάθε x ∈ A µε

x −x0| < δ(ε) = ....................................... .Η τελευταία έκφραση αποτελεί τον ορισµό της συνέχειας.

2. Από την ταυτότητα a3 −b3 = (a −b)(a2 +ab +b2)

f (x)− f (4) = (x
1
2 −2)(..........................................) = (x −4)(...........................................)

.............................+2
Αν περιοριστούµε σε οποιοδήποτε διαστηµα (4−q,4+q) ⊆ (0,+∞) έχουµε | ......................................

.......................| ≤ M όπου

M = 4+q+(4+q)
1
2 +2

(4−q)
1
2 +2

οπότε στο παραπάνω διάστηµα έχουµε |.........................| ≤ M |.............................|. Από

το πρώτο µέρος έχουµε τώρα το Ϲητούµενο.

3. 1. Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών και µηδενίζεται στους

ϱητούς αποδείξτε χρησιµοποιώντας τον ορισµό της συνέχειας ότι µηδενίζεται παντού.

2. Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών , τι συµπέρασµα

ϐγάζετε από την υπόθεση ότι f (t ) = t 2
για κάθε ϱητό.

(Θεωρούµε γνωστό ότι κάθε διάστηµα περιέχει άπειρους ϱητούς και άπειρους αρρήτους)



Λύση

Αν t ∈ R, από τον ορισµό της συνέχειας στο t έχουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) τέτοιος

ώστε | f (x)− f (t )| < ε για κάθε x ∈ (...................................................). Αν ϑεωρήσουµε τυχόντα x ϱητό στο

διάστηµα (..................................) η προηγούµενη σχέση δίνει | f (x)− f (t )| = |..............| < ..................... για
κάθε ........................ > 0 που ισοδυναµεί µε .................. = 0.

2. ...............................................................................................................................................................


