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Sumpag  uposÔnola tou Rn

JewroÔme wc orismì thc ènnoiac tou sumpagoÔc uposunìlou ekeÐnon pou dÐnetai me
ìrouc anoikt¸n kalumm�twn. To K ⊆ X eÐnai sumpagèc an, dojeÐshc mÐac oikogèneiac
anoikt¸n uposunìlwn tou X, {Ui | i ∈ I}, h opoÐa kalÔptei to K, dhlad  K ⊆

⋃
Ui,

tìte up�rqei peperasmèno pl joc apì aut�, Ui1 , ..., Uin pou kalÔptei to K, dhlad 
K ⊆ Ui1 ∪ ... ∪ Uin .

H parak�tw apìdeixh brÐsketai sto biblÐo
R. Beals, Analysis, An Introduction, Cambridge University Press, 2004

Je¸rhma: Ta sumpag  uposÔnola tou Rn eÐnai akrib¸c ta kleist� kai fragmèna
uposÔnol� tou.

Apìdeixh: Eqoume dei xeqwrist� ìti ta sumpag  uposÔnola metrik¸n q¸rwn (genikì-
tera, topologik¸n q¸rwn pou èqoun thn idiìthta tou Hausdorff) eÐnai kleist�. EpÐshc
gia èna sumpagèc uposÔnolo tou Rn, an jewr soume apì mÐa anoikt  sfaÐra me kèn-
tro to k�je shmeÐo tou, paÐrnoume èna anoiktì k�lumma tou uposunìlou. AfoÔ to
upo- sÔnolo eÐnai sumpagèc, peperasmèno pl joc apì autèc tic sfaÐrec arkoÔn gia
na to kalÔyoun. An p�roume me kèntro èna opoiod pote shmeÐo tou uposunìlou mÐa
kleist  sfaÐra me aktÐna megalÔterh   Ðsh apì to �jroisma twn aktÐnwn twn uposunì-
lwn aut¸n (pou eÐnai pepersmèna to pl joc, �ra to �jroisma twn aktÐnwn touc eÐnai
peperasmèno), tìte perilamb�nei wc uposÔnolo to dosmèno sumpagèc. Epomènwc to
dosmèno sumpagèc fr�ssetai apì aut n thn kleist  sfaÐra.

DeÐqnoume loipìn ìti kleist� kai fragmèna uposÔnola tou Rn eÐnai sumpag . Epei-
d  èna fragmèno uposÔnolo perièqetai wc uposÔnolo mèsa se èna kleistì tetr�gwno
(uiojetoÔme orologÐa pou parapèmpei stic dÔo diast�seic, lème ��tetr�gwno��, ekeÐ pou
ja èprepe Ðswc na lème ��uperkÔboc n diast�sewn�� ), arkeÐ na deÐxoume ìti ta kleist�
tetr�gwna eÐnai sumpag . Tìte kai to dosmèno uposÔnolo tou Rn, wc kleistì up-
osÔnolo sumpagoÔc, ja eÐnai sumpagèc. Ja deÐxoume, gia thn akrÐbeia, ìti an èqoume
mÐa oikogèneia anoikt¸n uposunìlwn tou Rn me thn idiìthta ìti kanèna peperasmèno
pl joc apì aut� den kalÔptei to kleistì tetr�gwno K, tìte h oikogèneia aut  den
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kalÔptei to K. Ja lème loipìn, gia suntomÐa, ìti èna uposÔnolo tou K diafeÔgei an den
up�rqei peperasmèno pl joc anoikt¸n apì th dosmènh oikogèneia pou na to kalÔptei.
Eqoume pei loipìn ìti deqìmaste pwc to K diafeÔgei. To qwrÐzoume se ��tèssera�� (2n

sth genik  perÐptwsh) kleist� ��tetr�gwna��. Toul�qiston èna apì aut� upoqrewtik�
diafeÔgei (alli¸c h ènwsh twn tess�rwn peperasmènwn kalumm�twn tou k�je mèrouc
tou tetrag¸nou ja apoteleÐ èna k�lumma tou tetrag¸nou). EkeÐno to tetr�gwno pou
diafeÔgei to qwrÐzoume p�li sta tèssera. P�li toul�qiston èna apì ta mèrh tou di-
afeÔgei. SuneqÐzoume epagwgik� kai kat� ton trìpo autìn dhmiourgeÐtai mÐa fjÐnousa
akoloujÐa kleist¸n tetrag¸nwn, to pl�toc twn opoÐwn teÐnei sto 0. Epeid  o Rn eÐnai
pl rhc metrikìc q¸roc, gnwrÐzoume ìti akoloujÐa aut  ja tèmnetai se èna monosÔno-
lo {x}. An to monosÔnolo autì de diafeÔgei, tìte perièqetai wc stoiqeÐo sthn ènwsh
peperasmènou pl jouc apì anoikt� sÔnola thc arqik� dojeÐsac oikogèneiac. Omwc
tìte èna epark¸c mikrì tetr�gwno thc akoloujÐac pou èqei tom  autì to monosÔno-
lo, ja perièqetai wc uposÔnolo se aut n thn peperasmènh ènwsh anoikt¸n. Autì
eÐnai �topo giatÐ ìla ta tetr�gwna thc akoloujÐac diafeÔgoun. Ara to monosÔnolo
diafeÔgei. Autì ìmwc shmaÐnei ìti to monosÔnolo den perièqetai wc uposÔnolo sthn
ènwsh kanenìc peperasmènou pl jouc apì ta anoikt� sth dojeÐsa oikogèneia. IsodÔ-
nama, to x den eÐnai stoiqeÐo kanenìc apì aut� ta anoikt�. DeÐxame loipìn ìti h dojeÐsa
oikogèneia anoikt¸n den kalÔptei to kleistì tetr�gwno K.
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