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Jèma 1: A. Na analujeÐ to polu¸numo f(x) = x5 − x4 + 8x3 − 4x2 − 2x − 2 se ginìmeno
an�gwgwn paragìntwn sto Q[x].
LÔsh: To 1 apoteleÐ rÐza tou poluwnÔmou f(x), diìti f(1) = 0. Epomènwc, to x − 1 diaireÐ
to f(x). K�noume thn eukleÐdeia diaÐresh kai èqoume f(x) = (x − 1)(x4 + 8x2 + 4x + 2).
To polu¸numo g1(x) = (x − 1) eÐnai an�gwgo sto Q[x], giatÐ eÐnai pr¸to bajmoÔ kai k�je
polu¸numo pr¸tou bajmoÔ eÐnai anag¸go. To polu¸numo g(x) = x4 + 8x2 + 4x + 2 eÐnai
an�gwgo sto Q[x] apì to krit rio tou Eisenstein gia p = 2. 'Ara, h an�lush tou f(x) se
gÐnomeno anag¸gwn poluwnÔmwn eÐnai

f(x) = (x− 1)(x4 + 8x2 + 4x+ 2).

�
B. Na dojeÐ èna par�deigma daktulÐou pou na eÐnai phlÐko tou Z[x], o opoÐoc na mhn eÐnai

akeraÐa perioq .
LÔsh: 'Estw I èna ide¸dec tou Z[x] kai A = Z[x]/I o daktÔlioc phlÐko. Gia na mhn eÐnai o
A akeraÐa perioq  arkeÐ to I na mhn eÐnai pr¸to. Epìmenwc, arkeÐ na broÔme èna ide¸dec I tou
Z[x] pou na mhn eÐnai pr¸to. JewroÔme to kÔrio ide¸dec

I =< f(x) >=< x5 − x4 + 8x3 − 4x2 − 2x− 2 >=< (x− 1)(x4 + 8x2 + 4x+ 2) >
= {r(x)f(x)|f(x) ∈ Z[x]}.

ParathroÔme ìti to parap�nw ide¸dec den eÐnai pr¸to, giatÐ to f(x) = x5 − x4 + 8x3 − 4x2 −
2x − 2 = (x − 1)(x4 + 8x2 + 4x + 2) an kei sto I, all� to x − 1 den an kei sto I, oÔte to
x4 + 8x2 + 4x+ 2 an kei sto I

ShmeÐwsh: to parap�nw polu¸numo eÐnai endeiktikì. �

Jèma 2: A. An A eÐnai ènac antimetajetikìc daktÔlioc kai I, J ⊆ A eÐnai ide¸dh tou me
I ⊆ J , na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo

J/I = {a+ I|a ∈ J}

eÐnai ide¸dec tou daktulÐou phlÐkou A/I.
LÔsh:

A'trìpoc: Gia na apodeÐxoume ìti to sÔnolo J/I eÐnai ide¸dec tou A/I, arkeÐ na deÐxoume ìti
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ikanopoieÐ ton orismì. Katarq�c, to sÔnolo J/I 6= ∅. Sth sunèqeia èstw α+ I, β+ I, me α, β
∈ J duo stoiqeÐa tou sunìlou J/I. Tìte

(α+ I)− (β + I) = (α− β) + I.

To parap�nw stoiqeÐo an kei sto J/I, diìti to α − β ∈ J , afoÔ to J eÐnai ide¸dec. Tèloc,
èstw r + I èna stoiqeÐo tou A/I kai α+ I me α ∈ J èna stoiqeÐo tou J/I.Tìte,

(r + I)(α+ I) = (rα) + I.

To parap�nw stoiqeÐo an kei sto J/I, diìti to rα ∈ J , afoÔ to J eÐnai ide¸dec.
B' trìpoc: JewroÔme thn apeikìnish

f : A/I → A/J.

ApodeiknÔoume ìti eÐnai ènac omomorfismìc daktulÐwn. Sth sunèqeia deÐqnoume ìtiKerf = J/I
kai epeid  o pur nac eÐnai ide¸dec tou A/I, �ra kai to J/I ja eÐnai ide¸dec. �

B. Na exetasteÐ an o daktÔlioc phlÐko Z12/ < 4̄ > (ìpou < 4̄ > eÐnai to ide¸dec tou Z12

pou par�getai apì to stoiqeÐo 4̄ ∈ Z12 ) eÐnai s¸ma.
LÔsh:

A'trìpoc: To ide¸dec < 4̄ > eÐnai I =< 4̄ >= {0̄, 4̄, 8̄}. ParathroÔme ìti to ide¸dec

J =< 2̄ >= {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄, 1̄0} perièqei to I, all� to J 6= I kai J 6= Z12. Epomènwc, to I
den eÐnai megistikì, opìte o daktÔlioc phlÐko den eÐnai s¸ma.
B' trìpoc: Z12/ < 4̄ >∼= Z4, kai to Z4 den eÐnai s¸ma. �

Jèma 3: A. An f : R→ S eÐnai isomorfismìc metaxÔ antimetajetik¸n daktulÐwn me monadiaÐo
stoiqeÐo kai o R eÐnai akeraÐa perioq , na apodeiqjeÐ ìti kai o S eÐnai akeraÐa perioq .
LÔsh: Arqik� sumbolÐzoume me 0R to oudètero stoiqeÐo tou R kai 0S to oudètero stoiqeÐo
tou S. H f eÐnai isomorfismìc, opìte kai epÐ kai �ra ∀ s ∈ S ∃ r ∈ R tètoia ¸ste f(r) = s.
'Ara

s1s2 = 0S ⇒ f(r1)f(r2) = 0S ⇒ f(r1r2) = 0S .

Apì thn parap�nw sqèsh sumperaÐnoume ìti r1r2 ∈ Kerf . 'Omwc o f eÐnai isomorfismìc, opìte
monomorfismìc kai �ra Kerf = {0R}. Epomènwc, èqoume r1r2 = 0R kai epeid  R akeraÐa
perioq  prokÔptei ìti r1 = 0R   r2 = 0R. 'Ara, r1 ∈ Kerf , opìte s1 = f(r1) = 0S   r2 ∈
Kerf , opìte s2 = f(r2) = 0S . Epomènwc, h S eÐnai akeraÐa perioq  �

B. Na exetasteÐ an mporeÐ na up�rqoun antimetajetikoÐ daktÔlioi me monadiaÐa stoiqeÐa A,
B, ètsi ¸ste o daktÔlioc twn akeraÐwn Z na eÐnai isìmorfoc me to daktÔlio A×B.
(JumÐzoume ìti to sÔnolo A × B = {(α, β)|α ∈ A, β ∈ B} gÐnetai daktÔlioc me tic pr�xeic
(α1, β1) + (α2, β2) = (α1 + α2, β1 + β2), (α1, β1) · (α2, β2) = (α1 · α2, β1 · β2), me αi, βi ∈ A,
B, antÐstoiqa, i = 1, 2 kai oudètera stoiqeÐa (0A, 0B) kai (1A, 1B) wc proc tic pr�xeic.)
LÔsh: Ta stoiqeÐa (0A, 1B) kai (1A, 0B) an koun sto daktÔlio A×B. 'Eqoume

(0A, 1B) · (1A, 0B) = (0A, 0B).
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Epomènwc, se k�je perÐptwsh o daktÔlioc A×B perièqei mhdenodiarètec. 'Ara, de mporoÔme na
broÔme duo antimetajètikoÔc daktulÐouc A, B me monadiaÐa stoiqeÐa ¸ste o daktÔlioc A×B na
eÐnai isìmorfoc me to Z, diìti o Z eÐnai akeraÐa perioq  kai o A×B den eÐnai akeraÐa perioq ,
kai h idiìthta thc akeraÐac perioq c metafèretai mèsw tou isomorfismoÔ. �

Jèma 4: A. DÐnetai h met�jesh

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
4 3 7 5 1 6 11 8 10 9 2

)
.

Na exetasteÐ an eÐnai �rtia   peritt  kai na upologisteÐ h t�xh thc sthn S11.
LÔsh: Ja prèpei pr¸ta na analÔsoume th met�jesh se ginìmeno kÔklwn. 'Etsi, èqoume

σ = σ1σ2σ3 = (1 4 5)(2 3 7 11)(9 10).

H σ1 èqei m koc 3, �ra eÐnai �rtia, h σ2 èqei m koc 4, �ra eÐnai peritt  kai h σ3 èqei m koc 2
�ra eÐnai peritt . Opìte èqoume to ginìmeno �rtia × peritt  × peritt  pou mac k�nei �rtia.
'Ara, h σ eÐnai �rtia. Gia thn t�xh thc σ isqÔei

ord(σ) = εκπ(2, 3, 4) = 12.

�

Jèma 5: A. An om�da G èqei t�xh 28 kai h upoom�da H ≤ G eÐnai tètoia ¸ste to pl joc
twn arister¸n kl�sewn isodunamÐac wc proc H eÐnai 4, na breÐte tic upoom�dec thc G pou
perièqontai sthn H.
LÔsh: Efìson to pl joc twn arister¸n kl�sewn isodunam�c wc proc H eÐnai 4, autì shmaÐnei
ìti o deÐkthc |G : H| thc H sth G ja eÐnai 4. Epomènwc, to Je¸rhma tou Lagrange dÐnei

|G| = |G : H||H| ⇒ |H| = 7.

Epiplèon, apì to Je¸rhma tou Lagrange prokÔptei ìti h t�xh thc upoom�dac ja prèpei na
diaireÐ thn t�xh thc om�dac. 'Ara, oi upoom�dec thc G pou ja perièqontai sthn H ja prèpei na
diairoÔn thn t�xh aut c. Efìson |H| = 7 oi timèc ja eÐnai 1, 7. Opìte oi upoom�dec thc G pou
ja perièqontai sthn H ja eÐnai h H1 = {e} kai h Ðdia h H. �

B. An A,B E G eÐnai kanonikèc upoom�dec thc pollaplasiastik c om�dac G na apodeiqjeÐ
ìti to

AB = {ab ∈ G|a ∈ A, b ∈ B}

eÐnai upoom�da thc G kai na exetasteÐ an eÐnai kanonik  upìomada aut c. Na aitiologeÐsete
pl rwc touc isqurismoÔc sac.
LÔsh: Efìson A E G, tìte ∀ g ∈ G isqÔei gA = Ag. Epomènwc, AB = BA. Ja apodeÐxoume
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pr¸ta ìti to AB eÐnai upoom�da thc G. To sÔnolo AB 6= ∅, diìti eG = eGeG ∈ AB. JewroÔme
x1 = α1β1 kai x2 = α2β2 dÔo stoiqeÐa tou AB. 'Eqoume

x1x
−1
2 = (a1b1)(a2b2)−1 = (a1b1)(b−1

2 a−1
2 ) = (a1b3)a−1

2 = (a1a
−1
2 )b′,

ìpou a1a
−1
2 ∈ A, diìti A ≤ G kai a1, a2 ∈ A kai b3 = b1b

−1
2 ∈ B diìti B ≤ G en¸ h Ôparxh enìc

kat�llhlou b′ ∈ B gia to opoÐo isqÔei h teleutaÐa isìthta exasfalÐzetai apì thn kanonikìthta
thc upoom�dac B. 'Ara to stoiqeÐo x1x

−1
2 ∈ AB.

JewroÔme èna stoiqeÐo x ∈ AB, opìte x = ab kai èna stoiqeÐo g ∈ G. 'Eqoume

gxg−1 = g(ab)g−1 = gag−1gbg−1.

Omwc gag−1 ∈ A kai gbg−1 ∈ B, lìgw kanonikìthtac twn upoom�dwn aut¸n. 'Ara gxg−1 ∈
AB.

�
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