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Jèma 1: A. Na analujeÐ to polu¸numo f(x) = x11−x7−x5+x se ginìmeno an�gwgwn paragìntwn
sto Q[x].

B. Na exetasteÐ an to sÔnolo twn poluwnÔmwn sto Z[x] pou èqoun mìno �rtiec dun�meic tou x
apoteleÐ ide¸dec tou Z[x].

LÔsh: A. EÐnai

x11 − x7 − x5 + x = x7(x4 − 1)− x(x4 − 1) = x(x6 − 1)(x4 − 1) = x(x2 − 1)(x2 + 1)(x3 − 1)(x3 + 1)

= x(x−1)(x+1)(x2+1)(x−1)(x2+x+1)(x+1)(x2−x+1) = x(x−1)2(x+1)2(x2+1)(x2+x+1)(x2−x+1)

ìpou oi deuterob�jmioi ìroi eÐnai an�gwgoi (gia touc dÔo teleutaÐouc mporoÔme na to diapist¸soume
me th bo jeia thc diakrÐnousac).

B. H aporrofhtik  idiìthta enìc ide¸douc apaiteÐ to ginìmeno enìc stoiqeÐou tou dosmènou
sunìlou me èna opoiod pote stoiqeÐo tou Z[x] na eÐnai sto sÔnolo. Omwc, pq, to x2 an kei sto
sÔnolo kai to ginìmenì tou me to x, dhlad  to polu¸numo x3 den an kei sto sÔnolo. Ara to sÔnolo
autì den eÐnai ide¸dec.

Jèma 2: A. Na exetasteÐ an ta parak�tw polu¸numa eÐnai an�gwga

f(x) = x5 + 6x4 + 18x+ 3 sto Q[x], g(x) = x3 + 2x2 + 2 sto Z3[x]

ki an ìqi na analujoÔn se ginìmena an�gwgwn paragìntwn.
B. Na apodeiqjeÐ ìti o daktÔlioc R = Z3[x]/ < x2 + x+ 2 > eÐnai s¸ma. Na breÐte thn t�xh thc

om�dac U(R) twn antistrèyimwn stoiqeÐwn tou.

LÔsh: A. To pr¸to prokÔptei eÔkola ìti eÐnai an�gwgo apì mÐa apl  efarmog  tou krithrÐou tou
Eisenstein gia p = 3.

Sto deÔtero dokim�zoume an èqei rÐzec sto Z3 kai brÐskoume ìti g(2) = 0, �ra diaireÐtai apì to
x− 2. Ektel¸ntac th diaÐresh brÐskoume g(x) = (x− 2)(x2 + x+ 2). Dokim�zontac an èqei rÐzec to
x2 + x+ 2 dipist¸noume ìti k�ti tètoio de sumbaÐnei, �ra eÐnai an�gwgo.

B. Apì to amèswc prohgoÔmeno, epeid  to x2 + x+ 2 eÐnai an�gwgo prokÔptei ìti o daktÔlioc -
phlÐko dia to ide¸dec pou par�gei autì to polu¸numo eÐnai s¸ma.

To s¸ma autì èqei stoiqeÐa thc morf c ax+ b+ I. Me I sumbolÐzoume to ide¸dec < x2 +x+2 >,
to opoÐo par�getai apì polu¸numo deutèrou bajmoÔ. Epomènwc ta upìloipa thc diaÐreshc di autì, ta
opoÐa antiproswpeÔoun tic kl�seic isodunamÐac, ja eÐnai mèqri pr¸tou bajmoÔ. Up�rqoun 3× 3 = 9
dunatoÐ sunduasmoÐ apì stoiqeÐa a, b ∈ Z3 kai eÔkola diapist¸noume ìti ìla antiproswpeÔoun
diaforetikèc kl�seic isodunamÐac (oi diaforèc touc an� dÔo de diairoÔntai apì to x2 + x + 2). Me
�lla lìgia to s¸ma autì èqei 9 stoiqeÐa, �ra h pollaplasiastik  om�da twn antistrèyimwn stoiqeÐwn
tou èqei 8 stoiqeÐa.
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Jèma 3: Estw A antimetajetikìc daktÔlioc (me mon�da) kai I, J dÔo ide¸dh tou pou eÐnai tètoia
¸ste I * J kai J * I. Na apodeiqjeÐ ìti o daktÔlioc - phlÐko A/(I ∩ J) den eÐnai akèraia perioq .

LÔsh: QrhsimopoioÔme to gegonìc ìti o daktÔlioc - phlÐko eÐnai akèraia perioq  an kai mìno an
to ide¸dec dia to opoÐo diairoÔme eÐnai pr¸to.

Efìson ìmwc I * J, up�rqei x ∈ I pou den an kei sto J kai efìson J * I, up�rqei y ∈ J pou
den an kei sto I. Tìte ìmwc oÔte to x an kei sthn tom  I ∩ J (afoÔ den an kei sto J) oÔte to y
an kei sth tom  aut  (afoÔ den an kei sto I). Apì thn �llh pleur�, apì thn idiìthta tou ide¸douc,
to xy an kei sto I (afoÔ to x an kei) kai epÐshc an kei sto J (afoÔ to y an kei). Ara to xy an kei
sto ide¸dec I ∩ J, qwrÐc oÔte to x oÔte to y na an kei sto I ∩ J. Epomènwc to I ∩ J den eÐnai pr¸to
ide¸dec.

Jèma 4: DÐnetai h parak�tw met�jesh.

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 6 8 5 1 2 3 9 7

)
.

Na analujeÐ se ginìmeno xènwn an� dÔo kÔklwn. Na qarakthristeÐ an eÐnai �rtia   peritt . Na brejeÐ
h t�xh aut c.

LÔsh: SÔmfwna me th mèjodo apìdeixhc tou jewr matoc perÐ an�lushc mÐac met�jeshc se ginìmeno
xènwn kÔklwn entopÐzoume arqik� ènan kÔklo sth met�jesh, pq ton (1 4 5), kai gnwrÐzoume ìti an
pollaplasi�soume me ton antÐstrofì tou ja broÔme mia met�jesh pou ja perièqei mìno touc loipoÔc
kÔklouc thc dosmènhc. Enac akìma tètoioc kÔkloc eÐnai o (2 6). Epanalamb�nontac th diadikasÐa ja
prokÔyei met�jesh me touc loipoÔc kÔklouc thc arqik c. EntopÐzoume loipìn ton kÔklo (3 8 9 7), o
opoÐoc eÐnai kai o teleutaÐoc pou brÐsketai sth met�jesh (pollaplasi�zontac me ton antÐstrofì tou
plèon ja broÔmc thn tautotik  met�jesh). Ara

σ = (1 4 5) ◦ (2 6) ◦ (3 8 9 7)

O pr¸toc kÔkloc thc an�lushc eÐnai t�xhc 3, o deÔteroc eÐnai t�xhc 2 kai o trÐtoc eÐnai t�xhc 6. Ara
h σ èqei t�xh Ðsh me e.k.p(3, 2, 6) = 12.

O pr¸toc kÔkloc thc an�lushc analÔetai wc ginìmeno antimetajèsewn (1 4 5) = (1 5) ◦ (1 4), o
dèuteroc eÐnai antimet�jesh kai o teleutaÐoc analÔetai, omoÐwc se ginìmeno (3 8 9 7) = (3 7) ◦ (3 9) ◦
(3 8). Eqoume loipìn an�lush thc σ se ginìmeno 2 + 1 + 3 = 6 antimetajèsewn, dhlad  eÐnai �rtia
met�jesh.

Jèma 5: JewroÔme mÐa abelian  om�da G (gr�foume th dimel  pr�xh thc pollaplasiastik� kai
oudètero stoiqeÐo e), me t�xh |G| perittì arijmì. ApodeÐxte ìti, gia k�je g ∈ G up�rqei x ∈ G tètoio
¸ste x2 = g. (Upìdeixh: JewreÐste th sun�rthsh f :G → G me f(x) = x2. EÐnai omomorfismìc?
MporeÐ na up�rqei x 6= e me x2 = e?)

LÔsh: H f eÐnai pr�gmati omomorfismìc afoÔ

f(xy) = (xy)2 = (xy)(xy) = x(yx)y = x(xy)y = x2y2 = f(x)f(y).

An up rqe x 6= e me x2 = e tìte autì to x ja eÐqe t�xh 2 kai aut  h t�xh ja èprepe na diaireÐ
thn t�xh thc om�dac, h opoÐa ìmwc eÐnai perittìc arijmìc, �ra k�ti tètoio de mporeÐ na sumbaÐnei.
Autì shmaÐnei ìti o pur nac thc f perièqei mìno to e, dhlad  |ker(f)| = 1. GnwrÐzoume ìmwc ìti
|G| = |ker(f)| · |im(f)|. Ara |G| = |im(f)|, dhlad  h eikìna thc f, pou eÐnai uposÔnolo thc G, èqei
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tìsa stoiqeÐa ìsa kai h G. Ara G = im(f). Epomènwc h f eÐnai epÐ, dhlad  gia k�je g ∈ G up�rqei
x ∈ G tètoio ¸ste g = f(x) = x2.

Mia piì apl  lÔsh eÐnai h ex c: To g uywmèno sthn t�xh thc om�dac dÐnei e. Dhlad  g2k+1 = e,
�ra g2k+2 = g. Epomènwc to zhtoÔmeno x eÐnai to g2k. (Euqarist¸ ton G. Prots¸nh pou mou thn
èjese up' ìyh.)
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