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Jèma 1: a) Exet�ste an eÐnai tautologÐec oi prot�seic

¬A ∧ ((B → A)→ ¬B) kai (¬A ∧ (B → A))→ B

b) Exet�ste an h prìtash A1 → (A2 → (A3 → (A4 → A5))) eÐnai isodÔnamh me k�poia apì tic
prot�seic

A2 → (A3 → (A4 → (A1 → A5))) kai (¬A2 ∨ ¬A4 ∨ ¬A5)→ (A1 ∧A3)

LÔsh: a) H pr¸th profan¸c den eÐnai, arkeÐ na jewr soume mi� aponom  v me v(A) = 1 kai h
prìtash gÐnetai yeud c. H deÔterh parathroÔme epÐshc ìti gia v(A) = 0 kai v(B) = 0 gÐnetai epÐshc
yeud c.

b) Qrhsimopoi¸ntac diadoqik� thn isodunamÐa A3 → (A4 → A5) ≡ (A3∧A4)→ A5 blèpoume ìti h
pr¸th eÐnai isodÔnamh me thn (A1∧A2∧A3∧A4)→ A5, to Ðdio kai h deÔterh. Ara h pr¸th kai h deÔterh
eÐnai metaxÔ touc isodÔnamec. ParathroÔme epÐshc ìti mi� aponom  me v(A1) = . . . = v(A5) = 0 k�nei
alhj  thn pr¸th all� yeud  thn trÐth, �ra h pr¸th me thn trÐth den eÐnai isodÔnamec.

Jèma 2: a) Gr�yte mÐa prìtash isodÔnamh me thn (A1 ∧A2 ∧A3)∨¬A4 pou na perièqei mìno touc
sundèsmouc ¬ kai → sth graf  thc.

b) 'EpekteÐnoume th gl¸ssa thc Protasiak c Logik c eis�gontac èna nèo sÔmbolo⊥ pou parist�nei
mÐa prìtash pou eÐnai p�nta yeud c. ExhgeÐste giatÐ, qrhsimopoi¸ntac autì to sÔmbolo, k�je prìtash
eÐnai isodÔnamh me k�poia pou sth graf  thc perièqei mìno to sÔndesmo → .

LÔsh: a) H prìtash eÐnai diadoqik� isodÔnamh me thn A4 → (A1 ∧ A2 ∧ A3), aut  me thn A4 →
¬(¬A1∨¬A2∨¬A3), aut  me thn A4 → ¬(A1 → (¬A2∨¬A3)), ki aut  me thn A4 → ¬(A1 → (A2 →
¬A3)).

b) AfoÔ gnwrÐzoume ìti to sÔnolo sundèsmwn {¬,→} eÐnai eparkèc, �ra k�je prìtash èqei
isodÔnamh pou perièqei sth graf  thc mìno autoÔc touc sundèsmouc, arkeÐ na antikatast soume
k�je emf�nish tou sundèsmou ¬, dhlad  k�je ¬A me mÐa prìtash pou perièqei ta sÔmbola A,⊥,→ .
Autì gÐnetai me th bo jeia thc isodunamÐac ¬A ≡ A→ ⊥.

Jèma 3: a) Upojètoume ìti gia ta sÔnola prot�sewn Γ, ∆ kai tic prot�seic ϕ, χ èqoume Γ |=
ϕ→ χ kai ∆ |= ϕ. Up�rqei prìtash ψ ¸ste Γ ∪∆ |= ¬(ψ → χ)?

b) JumÐzoume ìti ta trÐa axiwmatik� sq mata pou qrhsimopoioÔntai se tupikèc apodeÐxeic eÐnai ta:

(AS1)ϕ→ (ψ → ϕ), (AS2)(ϕ→ ((ψ → χ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ)), (AS3)(¬ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ϕ)

D¸ste tupik  apìdeixh thc prìtashc ψ → ϕ qrhsimopoi¸ntac wc upojèseic tic prot�seic

¬ϕ→ (χ→ ¬ψ) kai χ

LÔsh: a) MÐa aponom  alhjotim¸n v pou k�nei alhjeÐc tic prot�seic tou Γ∪∆ k�nei alhjeÐc tìso
ekeÐnec tou Γ ìso kai tou ∆, �ra dÐnei v(ϕ→ χ) = 1 kai v(ϕ) = 1, epomènwc kai v(χ) = 1. An up rqe
tètoia prìtash ja èprepe na eÐnai kai v(¬(ψ → χ)) = v(ψ ∧ ¬χ) = 1, dhlad  v(χ) = 0, �topo.

b) H tupik  apìdeixh èqei ta ex c b mata
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AS2 (¬ϕ→ (χ→ ¬ψ))→ (¬ϕ→ χ)→ (¬ϕ→ ¬ψ) (1)
Upìjesh ¬ϕ→ (χ→ ¬ψ) (2)

MR(1), (2) (¬ϕ→ χ)→ (¬ϕ→ ¬ψ) (3)
(AS 1) χ→ (¬ϕ→ χ) (4)

Upìjesh χ (5)
MR (4), (5) ¬ϕ→ χ (6)
MR (3), (6) ¬ϕ→ ¬ψ (7)

AS3 (¬ϕ→ ¬ψ))→ (ψ → ϕ) (8)
MR (7), (8) ψ → ϕ

Jèma 4: JewroÔme mÐa gl¸ssa thc Kathgorhmatik c Logik c pou perièqei èna sunarthsiakì
sÔmbolo f .

a) Gr�yte prot�seic s' aut n th gl¸ssa pou na ekfr�zoun gia th sun�rthsh pou ermhneÔei to f
ìti ��h sun�rthc eÐnai epÐ�� kai ��up�rqoun akrib¸c dÔo stoiqeÐa thc dom c pou èqoun thn Ðdia eikìna
mèsw thc sun�rthshc ��

b) ApodeÐxte ìti h prìtash

∀x ( f(f(f(x))) = x ∧ ¬( f(x) = x ) )

èqei wc sunèpeiec tic ∀x ¬( f(f(x)) = x ), kai ∀x ¬( f(f(x)) = f(x) ).

LÔsh: a) Oi dÔo zhtoÔmenec prot�seic eÐnai h

∀x∃y(f(y) = x) (kai ìqi h ∀x∃y(f(x) = y)

pou polloÐ gr�foun, afoÔ autì ekfr�zei apl¸c ìti h sun�rthsh eÐnai orismènh pantoÔ sto pedÐo
orismoÔ thc) kai h

∃x∃y(¬(x = y)∧f(x) = f(y) ∧ ∀z∀w(f(z) = f(w)→ ((z = w)∨(z = x∧w = y)∨(z = y∧z = x))))

b) QrhsimopoioÔme gia aplìthta sumbolismoÔ to Ðdio sÔmbolo f gia thn ermhneÐa tou sunarth-
siakoÔ sumbìlou se mÐa dom . An loipìn gia èna stoiqeÐo a mÐac dom c pou epalhjeÔei th dosmènh
prìtash eÐqame f(f(a)) = a, tìte ja eÐqame kai f(f(f(a))) = f(a). Omwc gia ìla ta stoiqeÐa thc
dom c èqoume f(f(f(a))) = a, opìte ja  tan f(a) = a. Autì eÐnai adÔnato giatÐ gia ìla ta stoiqeÐa
thc dom c èqoume f(a) 6= a. Ara se opoiad pote dom  alhjeÔei h dojeÐsa prìtash den alhjeÔei h
�rnhsh thc ∀x ¬( f(f(x)) = x ), epomènwc alhjeÔei h ∀x ¬( f(f(x)) = x ).

OmoÐwc an den al jeue h ∀x ¬( f(f(x)) = f(x) ) ja eÐqame ìti up�rqei stoiqeÐo a thc dom c ¸ste
f(f(a)) = f(a), �ra kai f(f(f(a))) = f(f(a)), epomènwc kai f(f(a) = a, to opoÐo eÐdame amèswc
prin ìti odhgeÐ se �topo.

Jèma 5: a) Gr�yte prot�sh σn thc Kathgorhmatik c Logik c, h opoÐa na epalhjeÔetai se mÐa
dom  akrÐbwc ìtan o forèac thc dom c aut c èqei toul�qiston n stoiqeÐa.

b) Ac upojèsoume ìti up�rqei sÔnolo prot�sewn T, se mÐa gl¸ssa thc Kathgorhmatik c Logi-
k c, ètsi ¸ste ¸ste oi prot�seic tou na epalhjeÔontai akrib¸c se domèc pou oi foreÐc touc eÐnai
peperasmèna sÔnola. PeÐte an to sÔnolo T ∪ {σn | n ≥ 1} eÐnai epalhjeÔsimo.

g) Axiopoi¸ntac thn ap�nthsh sto prohgoÔmeno er¸thma apodeÐxte ìti den up�rqei tètoio sÔnolo
T me thn parap�nw idiìthta.

LÔsh: a)
∃x1 . . . ∃xn (¬(x1 = x2)∧ . . .∧¬(x1 = xn)∧¬(x2 = x3)∧ . . .¬(x2 = xn)∧ . . .∧¬(xn−1 = xn) )
b) To sÔnolo autì prot�sewn den eÐnai epalhjeÔsimo. An epalhjeuìtan se k�poia dom  tìte,

epeid  ja epalhjeÔontan oi prot�seic tou T o forèac thc dom c ja èprepe na eÐnai peperasmèno
sÔnolo. Epeid  ìmwc ja epalhjeÔontan oi prot�seic σn gia k�je fusikì arijmì n ≥ 1 o forèac thc
dom c ja èprepe na èqei perissìtera apì n stoiqeÐa gia k�je n ≥ 1, pr�gma �topo.
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g) AfoÔ to sÔnolo autì loipìn den eÐnai epalhjeÔsimo, k�poio peperasmèno uposÔnolì tou de
ja eÐnai epalhjeÔsimo, apì to Je¸rhma tou SumpagoÔc. Autì ìmwc odhgeÐ se �topo: An N eÐnai
o megalÔteroc fusikìc arijmìc tètoioc ¸ste h σN n' an kei sto peperasmèno uposÔnolo, tìte èna
sÔnolo me N stoiqeÐa ja epal jeue ìlec tic σn pou brÐskontai sto peperasmèno autì sÔnolo pro-
t�sewn, all� ja  tan kai forèac mÐac dom c pou ja epal jeue tic prot�seic tou sunìlou T. Etsi to
peperasmèno autì sÔnolo prot�sewn ja  tan epalhjeÔsimo. Ara den up�rqei sÔnolo prot�sewn T
me th zhtoÔmenh idiìthta.

3


