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Jèma 1: a) Exet�ste an eÐnai an�gwga epÐ tou Q ta polu¸numa x6 + 30x5 − 15x3 + 6x− 120 kai
x4 − 4x+ 4.

b) BreÐte to mègisto koinì diairèth twn parak�tw zeug¸n poluwnÔmwn sto Q[x]

(i) x3 − 6x+ 7 kai x+ 4

(ii) x7 − 1 kai x7 − x4 + x− 1

(Q eÐnai to s¸ma twn rht¸n arijm¸n.)

LÔsh: a) Sto pr¸to mporoÔme na efarmìsoume to krit rio tou Eisenstein, gia p = 3. Sto deÔtero
dokim�zoume an èqei rhtèc rÐzec thc morf c a

b , me a, b sqetik¸c pr¸touc. Prèpei tìte na eÐnai
a4 − 4ab3 + 4b4 = 0, dhlad  a4 = 4b3(a − b), pou shmaÐnei ìti to a diaireÐ to eÐte to b (pou de
sumbaÐnei)   to a− b, �ra p�li to b, eÐte diaireÐ to 4 pou p�li de mporeÐ na sumbeÐ. Ara to polu¸numo
den èqei rhtèc rÐzec, epomènwc kai oÔte prwtob�jmiouc par�gontec epÐ tou Q. Elègqoume sth sunèqeia
an mporeÐ na grafeÐ wc ginìmeno dÔo deuterob�jmiwn paragìntwn me akèraiouc suntelestèc (ax2 +
bx+ c) · (dx2 + ex+ f) kai elègqontac p�li tic dunatìthtec diapist¸noume ìti de sumbaÐnei.

b) Ektel¸ntac th diaÐresh tou x3 − 6x + 7 me to x + 4 brÐskoume upìloipo 33 pou shmaÐnei ìti
o mègistoc koinìc diairèthc twn dÔo poluwnÔmwn eÐnai to 1, en¸ gia to �llo zeÔgoc parathroÔme ìti
x7 − 1 = (x − 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1), en¸ x7 − x4 + x − 1 = x4(x3 − 1) + (x − 1) =
(x−1)(x6 +x5 +x4 +x3 +1), dhlad  to x−1 eÐnai koinìc touc par�gontac en¸ oi loipoÐ par�gontec
eÐnai an�gwgoi, �ra eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc touc.

Jèma 2: a) Exet�ste an eÐnai ide¸dec tou Z× Z to sÔnolo twn stoiqeÐwn thc morf c (2a, 3b) me
a, b ∈ Z.

b) An A eÐnai antimetajetikìc daktÔlioc kai J eÐnai èna ide¸dec tou poluwnumikoÔ daktulÐou A[x],
exet�ste an to sÔnolo

I = {a ∈ A | a eÐnai megistob�jmioc suntelest c ènoc poluwnÔmou tou J}

eÐnai ide¸dec tou A

LÔsh: a) To sÔnolo aut¸n twn stoiqeÐwn perièqei to (0, 0) = (2 · 0, 3 · 0), perièqei th diafor� twn
(2a, 3b) kai (2a′, 3b′), pou isoÔtai me (2(a−a′), 3(b− b′)), en¸ tèloc, gia k�je (u, v) ∈ Z×Z, perièqei
to (u, v) · (2a, 3b) = (2au, 3bv). Ara eÐnai ide¸dec.

b) To 0 an kei sto I wc megistob�jmioc ìroc tou mhdenikoÔ poluwnÔmou. Estw ìti to a eÐnai
megistob�jmioc ìroc tou f(x) ∈ J kai b eÐnai megistob�jmioc ìroc tou g(x) ∈ J. An oi bajmoÐ twn dÔo
poluwnÔmwn eÐnai Ðsoi tìte to a− b eÐnai megistob�mioc ìroc thc diafor�c touc, �ra an kei sto I. An,
ac poÔme, o bajmìc tou f eÐnai m kai tou g eÐnai n, me m > n, pollaplasi�zoume to g me xm−n, opìte
to ginìmenì touc eÐnai sto J kai to a − b eÐnai o megistob�jmioc ìroc tou f(x) − xm−n · g(x) ∈ J.
Ara a− b ∈ I. An a eÐnai megistob�jmioc ìroc tou f(x) ∈ J kai b ∈ A, tìte ba eÐnai megistob�jmioc
ìroc tou bf(x) ∈ J, �ra ba ∈ I. Ara to I eÐnai ide¸dec.
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Jèma 3: Perigr�yte pìte dÔo polu¸numa tautÐzontai sto daktÔlio - phlÐko Z[x]/I, ìpou I eÐnai to
ide¸dec pou par�getai apì to stoiqeÐo x ∈ Z[x]. Poiìc eÐnai o pur nac tou kanonikoÔ omomorfismoÔ
Z[x]→ Z[x]/I kai me poiì daktÔlio eÐnai isìmorfo autì to phlÐko?

LÔsh: DÔo polu¸numa tautÐzontai sto daktÔlio - phlÐko an h diafor� touc an kei sto ide¸dec,
dhlad  diaireÐtai apì to polu¸numo x, dhlad  ta duì polu¸numa èqoun ton Ðdio stajerì ìro. AfoÔ o
kanonikìc omomorfismìc ε eÐnai epÐ, dhlad  h eikìna tou eÐnai o Z[x]/I, kai eÐnai isìmorfh me Z[x]/kerε,
prokÔptei ìti o pur nac isoÔtai me I. O pur nac apartÐzetai apì ta polu¸numa pou an koun sto I,
dhlad  diairoÔntai apì to x, dhlad  èqoun stajerì ìro Ðso me 0. H apeikìnish pou stèlnei thn kl�sh
enoc poluwnÔmou sto stajerì tou ìro eÐnai kal� orismènh (afoÔ dÔo polu¸numa pou tautÐzontai sto
phlÐko èqoun ton Ðdio stajerì ìro), eÐnai profan¸c omomorfismìc, eÐnai epÐ (k�je akèraioc a eÐnai o
stajerìc ìroc tou stajeroÔ poluwnÔmou a), eÐnai èna - proc - èna (afoÔ dÔo polu¸numa tautÐzontai
sto phlÐko akrib¸c ìtan èqoun ton Ðdio stajerì ìro), �ra eÐnai isomorfismìc apì to daktÔlio Z[x]/I
stouc akeraÐouc.

Jèma 4: a) Gr�yte to stoiqeÐo(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 4 5 6 3 7 2 9 8

)
tou S9 wc ginìmeno xènwn kÔklwn.

b) An α kai β eÐnai xènec metaxÔ touc metajèseic tou sunìlou X kai to x ∈ X de mènei stajerì
apì thn α, exhgeÐste analutik� giatÐ (β · α · β)(x) = α(x).

LÔsh: a) EntopÐzoume arqik� ton kÔklo (2 4 6 7), pollaplasi�zoume me ton antÐstrofì tou,
prokÔptei mÐa met�jesh sthn opoÐa entopÐzoume ton kÔklo (3 5), suneqÐzoume omoÐwc, prokÔptei
mÐa met�jesh pou perièqei ton kÔklo (8 9), suneqÐzoume kai prokÔptei h tautotik  met�jesh, �ra h
dosmènh isoÔtai me to ginìmeno

(2 4 6 7) · (3 5) · (8 9)

b) Ex orismoÔ, ìtan α kai β eÐnai xènec metaxÔ touc metajèseic tou sunìlou X kai to x ∈ X de
mènei stajerì apì thn α, tìte mènei stajerì apì th β, dhlad  β(x) = x. Epiplèon oi xènec metaxÔ
touc metajèseic antimetatÐjentai. Ara

(β · α · β)(x) = (β · α)(x) = (α · β)(x) = α(x)

Jèma 5: JewroÔme ènan omomorfismì om�dwn f :G → H, me G, H peperasmènec om�dec. Upojè-
toume ìti oi t�xeic twn dÔo om�dwn eÐnai sqetik¸c pr¸toi arijmoÐ. ApodeÐxte ìti, gia k�je x ∈ G,
f(x) = 1H .

LÔsh: H eikìna tou omomorfismoÔ eÐnai upì-om�da thc H, epomènwc h t�xh thc diaireÐ ekeÐnhn thc
H. O pur nac tou omomorfismoÔ eÐnai upì-om�da thc G, epomènwc kai aut c h t�xh diaireÐ ekeÐnhn thc
G. Epeid  to phlÐko G/kerf eÐnai isìmorfo me thn eikìna, shmaÐnei ìti |G| : |kerf | = |Imf |, dhlad  h
t�xh thc eikìnac ja diaireÐ thn t�xh thc G. Ara diaireÐ kai to mègisto koinì diairèth twn dÔo t�xewn,
dhlad  to 1, dhlad  perièqei mìno èna stoiqeÐo (anagkastik� to 1H), pou shmaÐnei ìti gia k�je x ∈ G,
f(x) = 1H .
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