
LÔseic Jem�twn sth Majhmatik  Logik 

Tm ma Majhmatik¸n, Panepist mio Patr¸n

15 IounÐou 2016

Jèma 1: Exet�ste an eÐnai isodÔnamec metaxÔ touc oi prot�seic apì ta parak�tw zeÔgh:

A3 → (A2 → (A1 ↔ (A2 → A3))) kai A3 → (A2 → A1)

¬A1 → (A2 → (¬A3 → (A4 → ¬A5))) kai (A2 ∧A4 ∧A5)→ (A1 ∨A3)

LÔsh: H A3 → (A2 → (A1 ↔ (A2 → A3))) gÐnetai yeud c apì k�poia apotÐmhsh metablht¸n v an
kai mìno an v(A3) = 1 kai v(A2 → (A1 ↔ (A2 → A3))) = 0, an kai mìno an v(A3) = 1, v(A2) = 1
kai v(A1 ↔ (A2 → A3)) = 0. To teleutaÐo, dedomènou ìti v(A2 → A3) = 1, eÐnai isodÔnamo me
v(A1) = 0. Me �lla lìgia H A3 → (A2 → (A1 ↔ (A2 → A3))) gÐnetai yeud c apì k�poia apotÐmhsh
metablht¸n v an kai mìno an v(A3) = 1, v(A2) = 1 kai v(A1) = 0. OmoÐwc, mia apotÐmhsh metablht¸n
v k�nei yeud  thn A3 → (A2 → A1) an kai mìno an v(A3) = 1 kai v(A2 → A1) = 0, an kai mìno an
v(A3) = 1, v(A2) = 1 kai v(A1) = 0. Ara oi dÔo prot�seic eÐnai isodÔnamec, afoÔ diayeÔdontai apì
tic Ðdiec akrib¸c aponomèc alhjotim¸n.

Gia to deÔtero zeug�ri prot�sewn èqoume

¬A1 → (A2 → (¬A3 → (A4 → ¬A5))) ≡ ¬¬A1 ∨ (A2 → (¬A3 → (A4 → ¬A5)))
≡ A1 ∨ (¬A2 ∨ (¬A3 → (A4 → ¬A5)))
≡ A1 ∨ (¬A2 ∨ (¬¬A3 ∨ (A4 → ¬A5)))
≡ A1 ∨ (¬A2 ∨ (A3 ∨ (¬A4 ∨ ¬A5)))
≡ ¬A2 ∨ ¬A4 ∨ ¬A5 ∨A1 ∨A3

≡ ¬(A2 ∧A4 ∧A5) ∨A1 ∨A3

≡ (A2 ∧A4 ∧A5)→ (A1 ∨A3).

Jèma 2: BreÐte poièc eÐnai oi aponomèc alhjotim¸n stic protasiakèc metablhtèc pou kajistoÔn
alhj  thn prìtash

(A1 → ¬A2)∧(A1 → ¬A3)∧ ...∧(A1 → ¬An)∧(A2 → ¬A3)∧ ...∧(A2 → ¬An)∧ ...∧(An−1 → ¬An)

Ti kanonik  diazeuktik  morf  mporeÐ na èqei mÐa tètoia prìtash?
b) Gr�yte mÐa prìtash ϕ(A1, A2, A3, A4), pou perièqei tèssereic protasiakèc metablhtèc (tic

A1, A2, A3, A4), me thn idiìthta ìti, gia k�je aponom  alhjotim¸n v stic protasiakèc metablhtèc

v(ϕ) = 1 an kai mìno an v(A1) + v(A2) + v(A3) + v(A4) ≥ 3
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LÔsh: a) Mia apotÐmhsh metablht¸n v k�nei alhj  thn prìtash an kai mìno an k�nei alhjeÐc ìlec
tic prot�seic Ai → ¬Aj , ìpou i < j, pou metèqoun sth sÔzeuxh. An loipìn èqoume v(Aj) = 0, gia
k�je j me 1 ≤ j ≤ n, h v k�nei thn prìtash alhj . An èqoume v(Aj) = 1 gia èna mìno j me 1 ≤ j ≤ n,
h v dÐnei p�li v(Ai → ¬Aj) = 1 ìtan i < j, epomènwc p�li k�nei thn prìtash alhj . An ìmwc èqoume
v(Ai) = 1 kai v(Aj) = 1 gia i j me i 6= j, tìte èqoume ìti v(Ai → ¬Aj) = 0. Epomènwc oi mìnec
apotim seic metablht¸n pou k�noun alhj  th dojeÐsa prìtash eÐnai ekeÐnec pou eÐte dÐnoun alhjotim 
0 se ìlec tic emplekìmenec protasiakèc metablhtèc,   ekeÐnec pou dÐnoun se mÐa ex aut¸n alhjotim 
1 kai se ìlec tic upìloipec alhjotim  0. Wc ek toÔtou h kanonik  diazeuktik  morf  thc dojeÐsac
prìtashc eÐnai

(¬A1 ∧ ¬A2 ∧ ... ∧ ¬An) ∨ (A1 ∧ ¬A2 ∧ ... ∧ ¬An) ∨ ... ∨ (¬A1 ∧ ... ∧ ¬An−1 ∧An)

b) Zht�me mia prìtash pou alhjeÔei ìtan toul�qiston treic apì tic tèssereic protasiakèc metablh-
tèc pou perièqei alhjeÔoun, epomènwc mia tètoia eÐnai h

(A1∧A2∧A3∧A4)∨(¬A1∧A2∧A3∧A4)∨(A1∧¬A2∧A3∧A4)∨(A1∧A2∧¬A3∧A4)∨(A1∧A2∧A3∧¬A4)

Jèma 3: DÐnontai oi prot�seic

∃x(P (x) ∧ ∀y(P (y)→ R(x, y))) kai ∃x∀y(R(y, x) ∧ ∃z(R(x, z)→ x = z))

a) ErmhneÔoume tic prot�seic se mÐa dom  pou èqei wc forèa to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n kai
ìpou to sÔmbolo P (x) ermhneÔetai wc ���rtioc o x�� kai to sÔmbolo R(x, y) ermhneÔetai wc �� o x
diaireÐ ton y��. ExhgeÐste giatÐ oi prot�seic kajÐstantai alhjeÐc se aut n thn ermhneÐa. Diatup¸ste
se aut n th sumbolik  gl¸ssa (qwrÐc na qrhsimopoi sete �lla mh-logik� sÔmbola) th fr�sh �� dÔo
�rtioi arijmoÐ èqoun ènan koinì diairèth��

b) Gr�yte prìtash logik� isodÔnamh me th deÔterh apì tic parap�nw pou na eÐnai kanonik 
posodeiktik  morf , dhlad  na prohgeÐtai mia akoloujÐa posodeikt¸n kai na akoloujeÐ èna mèroc
pou den èqei kajìlou psodeÐktec.

LÔsh: a) H pr¸th prìtash alhjeÔei sth sugkekrimènh ermhneÐa an up�rqei fusikìc arijmìc pou
eÐnai �rtioc kai diaireÐ k�je �llon �rtio fusikì arijmì. Profan¸c o arijmìc 2 èqei aut n thn idiìthta.

H deÔterh prìtash alhjeÔei se aut n thn ermhneÐa an up�rqei fusikìc arijmìc pou diaireÐtai apì
opoiond pote �llo kai up�rqei fusikìc arijmìc pou, an diaireÐtai apì opoiond pote �llo, tìte isoÔtai
me ton pr¸to. Profan¸c o arijmìc 0 èqei thn idiìthta ìti diaireÐtai apì opoiond pote fusikì arijmì,
�ra apoteleÐ to ��tekm rio�� Ôparxhc kai stic dÔo peript¸seic ìpou autì apaiteÐtai.

H zhtoÔmenh prìtash se sumbolik  gl¸ssa eÐnai h

∀x∀y ( (P (x) ∧ P (y)) → ∃z(R(z, x) ∧R(z, y)) )

b) Sthn prìtash ∃x∀y(R(y, x) ∧ ∃z(R(x, z) → x = z)) arkeÐ na per�soume ton posodeÐkth ∃z
èxw apì th sÔzeuxh. Autì epitrèpetai na to k�noume, afoÔ

ϕ ∧ ∃zψ(z) ≡ ∃z(ϕ ∧ ψ(z))

ìtan h metablht  z den emfanÐzetai eleÔjera ston tÔpo ϕ, ìpwc sumbaÐnei s' aut n thn perÐptwsh.
Epomènwc

∃x∀y(R(y, x) ∧ ∃z(R(x, z)→ x = z)) ≡ ∃x∀y∃z(R(y, x) ∧ (R(x, z)→ x = z))

Jèma 4: Jewr¸ntac gnwstèc opoiesd pote tupikèc apodeÐxeic èqoume k�nei sta plaÐsia tou maj -
matoc kai to Je¸rhma Apagwg c (all� qwrÐc na katafÔgete sto Je¸rhma Plhrìthtac kai na an�gete
to prìblhma se shmasiologikèc ènnoiec) d¸ste tic parak�tw tupikèc apodeÐxeic:

(i) (¬ϕ→ ψ)→ χ ` ψ → χ
(ii) (¬ϕ→ ψ)→ χ ` ϕ→ χ
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LÔsh: (i) Qrhsimopoi¸ntac to Je¸rhma Apagwg c deÐqnoume, isodÔnama, ìti

{(¬ϕ→ ψ)→ χ, ψ} ` χ

AS 1 ψ → (¬ϕ→ ψ)
upìjesh ψ

MR ¬ϕ→ ψ

upìjesh (¬ϕ→ ψ)→ χ

MR χ

(i) OmoÐwc deÐqnoume, isodÔnama, ìti

{(¬ϕ→ ψ)→ χ, ϕ} ` χ

JumÐzoume ìti up�rqei apìdeixh {ϕ,¬ϕ} ` ψ (deÐte thn apìdeixh thc Prìatashc 1.1 tou fulladÐou
sqetik� me thn tupik  apìdeixh). Epomènwc up�rqei tupik  apìdeixh ϕ ` ¬ϕ→ ψ

upìjesh ϕ

...

¬ϕ→ ψ

upìjesh (¬ϕ→ ψ)→ χ

MR χ

Jèma 5: JumÐzoume ìti èna diatetagmèno sÔnolo lègetai kal¸c - diatetagmèno ìtan k�je mh kenì
uposÔnolì tou èqei el�qisto stoiqeÐo. Se analogÐa me ta paradeÐgmata pou d¸same sto m�jhma,
apodeÐxte ìti den up�rqei jewrÐa thc Kathgorhmatik c Logik c, ta montèla thc opoÐac na eÐnai ìla
ta kal¸c - diatetagmèna sÔnola. Dhlad , jewreÐste èna arijm simo sÔnolo sumbìlwn stajer¸n
c1, c2, ..., cn, ... kai tic prot�seic c2 < c1, c3 < c2, ..., cn+1 < cn, ... kai upojèste pwc up�rqei èna
sÔnolo prot�sewn ta montèla tou opoÐou eÐnai...

LÔsh: Estw loipìn ìti up�rqei èna sÔnolo prot�sewn Σ, ta montèla tou opoÐou eÐnai ta kal¸c
- diatetagmèna sÔnola. Eis�goume èna arijm simo sÔnolo sumbìlwn stajer¸n c1, c2, ..., cn, ... kai
jewroÔme tic prot�seic c2 < c1, c3 < c2, ..., cn+1 < cn, ...

K�je peperasmèno uposÔnolo tou

Σ∗ = Σ ∪ {c2 < c1, c3 < c2, ..., cn+1 < cn, ...}

perilamb�nei mìno peperasmèno pl joc apì ta nèa sÔmbola stajer¸n, ac poÔme tic c1, ... cm, kai mìno
peperasmèno pl joc apì tic parap�nw prot�seic pou emplèkoun aut� ta sÔmbola stajer¸n. Epomènwc
se k�je kal¸c diatetagmèno sÔnolo me toul�qiston m stoiqeÐa (gia par�deigma èna arqikì tm ma
twn fusik¸n arijm¸n) mporoÔme na ermhneÔsoume aut� ta sÔmbola stajer¸n ¸ste oi peperasmènou
pl jouc autèc prot�seic na alhjeÔoun. Ara k�je peperasmèno uposÔnolo tou Σ∗ epalhjeÔetai se mÐa
tètoia dom . Apì to Je¸rhma tou SumpagoÔc olìklhro to sÔnolo Σ∗ epalhjeÔetai se k�poia dom .
Mia tètoia dom  loipìn, afoÔ ja epalhjeÔei tic prot�seic tou Σ, ja eÐnai kal¸c - diatetagmèno sÔnolo.
Apì thn �llh pleur� to uposÔnolì tou {c1, c2, ..., cn, ...} profan¸c den èqei el�qisto stoiqeÐo. Autì
eÐnai �topo.
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