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Jèma 1: a) DÐnetai to polu¸numo

f(x) = x8 + 35x6 − 625x5 + 25x+ 315 ∈ Q[x]

ApodeÐxte ìti o daktÔlioc - phlÐko Q[x]/ < f(x) > eÐnai s¸ma.
b) BreÐte to mègisto koinì diairèth twn poluwnÔmwn 2x3 − 16 kai x4 − x3 + x− 10 sto Q[x].

LÔsh: a) Epeid  o pr¸toc arijmìc 5 diaireÐ touc suntelestèc twn mh megistob�jmiwn ìrwn all�
o 52 de diaireÐ to 315 = 63.5, efarmìzetai to krit rio tou Eisenstein, to opoÐo mac dÐnei ìti to f(x)
eÐnai an�gwgo sto daktÔlio twn poluwnÔmwn me akèraiouc suntelestèc. Apì to L mma tou Gauss
prokÔptei ìti eÐnai an�gwgo kai sto daktÔlio twn poluwnÔmwn me rhtoÔc suntelestèc. Epomènwc to
ide¸dec pou par�gei (entìc tou poluwnumikoÔ daktulÐou me suntelestèc s' èna s¸ma) eÐnai megistikì.
Ara o daktÔlioc - phlÐko eÐnai s¸ma.

b) Profan¸c to pr¸to apì ta dÔo polu¸numa analÔetai wc 2x3−16 = 2(x−2)(x2 +2x+4) kai o
par�gontac x2+2x+4 eÐnai an�gwgoc. Apì thn �llh pleur� to x4−x3+x−10 èqei rÐza to 2, �ra èqei
wc par�gonta to x−2. Ektel¸ntac th diaÐresh brÐskoume ìti x4−x3+x−10 = (x−2)(x3+x2+2x+5).
To x3 + x2 + 2x+ 5 de diaireÐtai akrib¸c me to x2 + 2x+ 4 (giatÐ tìte to x2 + 2x+ 4 ja èprepe na
diaireÐ akrib¸c th diafor� touc, dhlad  to x3 + 1, pr�gma pou profan¸c de sumbaÐnei). Epomènwc o
mìnoc koinìc par�gontac pou èqoun ta dÔo polu¸numa kai eÐnai kai monikì polu¸numo, eÐnai to x− 2,
dhlad  autìc eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc touc.

Jèma 2: a) Estw R antimetajetikìc, monadiaÐoc daktÔlioc, A akèraia perioq  kai ϕ:R → A
omomorfismìc daktulÐwn. (JewroÔme ìti ϕ(1R) = 1A.) ApodeÐxte ìti o pur nac kerϕ eÐnai pr¸to
ide¸dec tou R.

b) Estw A akèraia perioq . Upojètoume ìti up�rqei èna mh stajerì polu¸numo f(x) me sunte-
lestèc ston A, ¸ste gia k�je a ∈ A, isqÔei ìti f(a) = 0. ExhgeÐste giatÐ h A eÐnai s¸ma.

LÔsh: a) H eikìna tou omomorfismoÔ eÐnai, kat� ta gnwst�, ènac upodaktÔlioc thc A, o opoÐoc
eÐnai isìmorfoc me R/kerϕ. GnwrÐzoume epÐshc ìti o pur nac tou omomorfismoÔ ja eÐnai pr¸to ide¸dec
an kai mìno an o daktÔlioc - phlÐko R/kerϕ eÐnai akèraia perioq . IsodÔnama, autì sumbaÐnei an kai
mìno an o isìmorfìc tou daktÔlioc, Imϕ, eÐnai akèraia perioq . Omwc, wc upodaktÔlioc thc akèraiac
perioq c A ja eÐnai ki autìc akèraia perioq : An xy = 0 ∈ Imϕ, autì shmaÐnei ìti xy = 0 ∈ A. Ara
x = 0   y = 0.

b) Eqoume pwc up�rqei èna polu¸numo me suntelestèc sthn A ¸ste ìla ta stoiqeÐa thc A na
eÐnai rÐzec tou. Omwc to pl joc twn riz¸n tou poluwnÔmou eÐnai peperasmèno. Epomènwc h A eÐnai
mÐa peperasmènh akèraia perioq , opìte gnwrÐzoume ìti eÐnai s¸ma.

Jèma 3: DÐnetai h parak�tw met�jesh σ ∈ S11(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 4 5 6 11 7 2 10 8 3 9

)
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AnalÔste th σ se ginìmeno xènwn metaxÔ touc kÔklwn, breÐte thn t�xh thc kai exet�ste an eÐnai �rtia
  peritt . Ti t�xh èqei to stoiqeÐo σ10 ∈ S11?

LÔsh: ParathroÔme kat' arq�c thn Ôparxh enìc kÔklou τ1 = (2 4 6 7). SqhmatÐzontac to ginìmeno
τ−1
1 σ, parathroÔme ekeÐ thn Ôarxh tou kÔklou τ2 = (3 5 11 9 8 10). SqhmatÐzontac to ginìmeno
τ−1
2 τ−1

1 σ parathroÔme ìti eÐnai h tautotik  met�jesh, �ra σ = τ1τ2. O kÔkloc τ1 eÐnai m kouc 4, �ra
wc stoiqeÐo thc S11 èqei t�xh 4 en¸ gia ton Ðdio lìgo o τ2 èqei t�xh 6. Epomènwc h σ, wc ginìmeno
twn dÔo, ja èqei t�xh Ðsh me εκπ(4, 6) = 12. Oi dÔo metajèseic τ1, τ2, wc kÔkloi artÐou m kouc eÐnai
perittèc metajèseic, �ra to ginìmenì touc eÐnai �rtia met�jesh. AfoÔ h σ èqei t�xh 12, to σ10 ja
èqei t�xh 12

µκδ(10,12) = 12
2 = 6.

Jèma 4: DÐnontai dÔo stoiqeÐa a, b mÐac om�dac G me t�xeic, antÐstoiqa, m kai n, me µκδ(m,n) = 1.
ApodeÐxte ìti gia thn tom  twn upoom�dwn pou par�gei to kajèna ap' aut� ta stoiqeÐa isqÔei

< a > ∩ < b >= {1}.
Upojètoume t¸ra ìti oi upoom�dec < a >, < b > pou par�goun ta stoiqeÐa aut� eÐnai kanonikèc

entìc thc G. ApodeÐxte ìti a3b2a−3b−2 = 1.

LÔsh: H upoom�da < a > ∩ < b > thc G eÐnai upoom�da tìso thc < a >, ìso kai thc < b > .
Epomènwc h t�xh thc < a > ∩ < b >, apì to Je¸rhma Lagrange, ja diaireÐ tìso to m ìso kai to n.
Ara ja diaireÐ kai to µκδ(m,n) = 1, pr�gma pou shmaÐnei ìti èqei mìno èna stoiqeÐo, to oudètero.

Jètontac x = b2, h kanonikìthta thc upoom�dac < a > dÐnei ìti to stoiqeÐo xa−3x−1 = b2a−3b−2

an kei sthn < a >, �ra kai to a3b2a−3b−2 an kei sthn < a > . OmoÐwc, jètontac y = a3, paÐrnoume
ìti to yb2y−1 = a3b2a−3 an kei sthn < b > . Epomènwc kai to a3b2a−3b−2 an kei sthn < b > .
SumperaÐnoume ìti to a3b2a−3b−2 an kei sthn tom  < a > ∩ < b >, �ra eÐnai to oudètero stoiqeÐo
thc G.

Jèma 5: JewroÔme dÔo mh isìmorfa metaxÔ touc s¸mata K1, K2, ènan antimetajetikì monadiaÐo
daktÔlio A kai dÔo omomorfismoÔc daktulÐwn f1:A→ K1, f2:A→ K2, oi opoÐoi eÐnai epÐ. ApodeÐxte
ìti o epagìmenoc omomorfismìc f :A→ K1×K2, me tÔpo f(a) = (f1(a), f2(a)), eÐnai epÐ. ExakoloujeÐ
na isqÔei to sumpèrasma ìtan ta K1, K2 eÐnai isìmorfa?

LÔsh: AfoÔ oi f1, f2 eÐnai epÐ èqoume ìti Imf1 = K1, Imf2 = K2 kai to pr¸to je¸rhma isomor-
fismoÔ dÐnei ìti A/kerf1

∼= K1, A/kerf2
∼= K2. Ara ta ide¸dh kerf1, kerf2 eÐnai megistik�. AfoÔ

ta s¸mata K1, K2 den eÐnai isìmorfa metaxÔ touc, ta ide¸dh kerf1, kerf2 eÐnai di�fora metaxÔ touc.
Ara to �jroisma kerf1 + kerf2, efìson perièqei gnhsÐwc k�poia megistik� ide¸dh wc uposÔnola, de
mporeÐ na eÐnai tÐpote �llo apì olìklhro to daktÔlio A. Efarmìzetai epomènwc to Kinèziko je¸rhma,
to opoÐo mac dÐnei ìti o omomorfismìc f eÐnai epÐ.

Wc akraÐa perÐptwsh isomorfismoÔ ac p�roume ìtiK1 = K2 = K kai ac jewr soume to ��diag¸nio��
isomorfismì f(a) = (a, a) pou ep�getai apì touc tautotikoÔc omomorfismoÔc idK :K → K. Profan¸c
oi tautotikoÐ omomorfismoÐ eÐnai epÐ en¸ o f den eÐnai.
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