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Ζδρεσ: ΑΗΘΔ, ΗΘΚΕ, ΕΚΓΒ, ΔΓΚΘ, ΑΒΓΔ 

Κορυφζσ: Α, Β, Γ, Δ, Ε,Η Θ, Κ 

Διαγϊνιοσ: ΑΚ 

Ακμζσ: ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΑΔ, …. 

 

 



Θ Ρριςματικι επιφάνεια - Ρρίςμα 

1οσ Οριςμόσ 

 

 

2οσ Οριςμόσ 

Δίδεται μια Θ κλειςτι κυρτι πολυγωνικι γραμμι, θ ΑΒΓΔ, και μια ευκεία οδθγόσ, θ 

ΕΗ (ι μια διεφκυνςθ θ ΕΗ). Αν από κάκε 

ςθμείο τθσ πολυγωνικισ γραμμισ αχκοφν 

ευκείεσ παράλλθλεσ προσ τθν ΕΗ, θ επιφάνεια 

που δθμιουργείται ονομάηεται πριςματική 

επιφάνεια. 

 

 

 

 

 

 



Ονομάηεται πρίςμα το ςτερεό που περικλείεται από 

μια πριςματικι επιφάνεια και δφο παράλλθλα 

επίπεδα τα οποία τζμνουν τθν πριςματικι αυτι 

επιφάνεια.   

Τα τμιματα των παράλλθλων επιπζδων που 

αποκόπτονται από τα παράλλθλα επίπεδα αποτελοφν 

τισ  βάςεισ του πρίςματοσ. Εδϊ τα ΑΒΓΔΕΗ και 

ΝΘΚΚΛΜ. 

Το τμιμα τθσ πριςματικισ επιφάνειασ που περιζχεται 

μεταξφ των παράλλθλων επιπζδων λζγεται 

παράπλευρη επιφάνεια του πρίςματοσ. 

 

Κεϊρθμα: Οι βάςεισ ενόσ πρίςματοσ είναι ίςα (και όμοια) πολφγωνα. 

Τα παραλλθλόγραμμα που αποτελοφν τθ παράπλευρθ επιφάνεια ενόσ πρίςματοσ 

λζγονται ζδρεσ του πρίςματοσ. 

Ραραλλθλεπίπεδα 

(Ι μια κατθγορία Ρριςμάτων) 

Ορκογϊνιο 

 

Ρλάγιο 

 

 



Ο κφβοσ 

 

 

Οι διαγϊνιοι του κφβου χωρίηουν τον κφβο ςε ζξθ ίςεσ μεταξφ τουσ πυραμίδεσ τισ  

Ο,ΑΒΓΔ  Ο,ΒΓΘΗ  Ο,ΕΗΘΚ  Ο,ΑΔΚΕ  Ο,ΑΒΗΕ και Ο,ΓΘΚΔ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Θ Ρυραμίδα 

 

Θ βάςθ τθσ πυραμίδασ το πεντάγωνο  ΑΒΓΔΕ 

Θ κορυφι τθσ Ρυραμίδασ το ςθμείο Ο 

Το φψοσ τθσ πυραμίδασ το ΟΗ 

Ραράπλευρεσ ζδρεσ: ΟΑΒ, ΟΒΓ,ΟΓΔ,ΟΕΔ,ΟΕΑ 

Ραράπλευρο φψοσ τθσ ζδρασ ΓΟΔ: ΟΘ 

Κα ςυμβολίηουμε μια πυραμίδα γράφοντασ πρϊτα το 

γράμμα τθσ κορυφισ το οποίο κα χωρίηεται με ζνα 

κόμμα από τα γράμματα του πολυπλεφρου τθσ βάςθσ. 

Ζτςι θ διπλανι πυραμίδα είναι θ Ο,ΑΒΓΔΕ 

 

O όγκοσ τθσ Ρυραμίδασ 

Ο όγκοσ μιασ πυραμίδασ ωσ φυςικό μζγεκοσ πρζπει να είναι γινόμενο (μικοσ)3, να 

ζχει διαςτάςεισ L3, να είναι επιφάνεια επί μικοσ επί κάποια ςυντελεςτι, κακαρό 

αρικμό. Δθλαδι να είναι τθσ μορφισ  BV
3

1
  

Θεώρημα: Ο όγκοσ μιασ τριγωνικισ πυραμίδασ είναι το ζνα 

τρίτο του πρίςματοσ που ζχει τθν ίδια βάςθ, Β και το ίδιο 

φψοσ, υ. 

Ζςτω μια τριγωνικι πυραμίδα θ Δ,ΑΒΓ. Από τθ κορυφι Δ 

φζρνουμε τθν ΔΗ=//ΑΓ και ΔΕ=//ΑΒ και κατόπιν τα ΓΗ ΒΕ και 

ΕΗ. Ρροφανϊσ το ςτερεό ΑΒΓΔΕΗ είναι ζνα τριγωνικό 

πρίςμα, που αποτελείται από τθν αρχικι πυραμίδα Δ,ΑΒΓ 

και τθν Δ,ΒΓΗΕ. Φζρνουμε τϊρα τθ διαγϊνιο ΕΓ τθσ πλευράσ 

ΒΓΗΕ του πρίςματοσ θ οποία από τθν καταςκευι είναι 

παραλλθλόγραμμο. Δθμιουργοφνται τότε δφο ακόμθ 



πυραμίδεσ θ Δ,ΕΓΗ και θ Δ,ΕΓΒ οι οποίεσ είναι ίςεσ μεταξφ τουσ κακότι ζχουν ίςεσ 

βάςεισ πάνω ςτο ίδιο επίπεδο(ΕΓΗ)=(ΕΓΒ) και κοινι κορφι δθλαδι ίςα φψθ. Επίςθσ 

θ Δ,ΕΓΗ μπορεί να κεωρθκεί με κορυφι το Γ ωσ Γ,ΔΕΗ και ωσ τζτοια ζχει ίςθ τθ βάςθ 

τθσ  και το φψοσ τθσ με τθν αρχικι τθ Δ,ΑΒΓ. Άρα (Δ,ΑΒΓ)=(Δ,ΕΓΗ)=( Δ,ΕΓΒ). ¨Πμωσ 

(Δ,ΑΒΓ)+(Δ,ΕΓΗ)+( Δ,ΕΓΒ)=(ΑΒΓΔΕΗ). Με άλλα λόγια (Δ,ΑΒΓ)= 
3

1
(ΑΒΓΔΕΗ) ι

 BV
3

1
  

Σχόλιο: Θ παραπάνω απόδειξθ είναι θ κλαςικι Ευκλείδεια απόδειξθ, Ππωσ όμωσ 

μακαίνουμε από τον Αρχιμιδθ το αποτζλεςμα αυτό ιταν γνωςτό ςτον Δθμόκριτο, 

αλλά θ απόδειξθ, μζςα ςτο αξιωματικό ςφςτθμα του Ευκλείδθ  πραγματοποιικθκε 

για πρϊτθ φορά από τον Εφδοξο τον Κνίδειο,    

Ο τφποσ αυτό γενικεφεται εφκολα ωσ εξισ: 

Θεώρημα: Κάκε πυραμίδα είναι ίςθ ςε όγκο με το ζνα τρίτο 

του πρίςματοσ που ζχει τθν ίδια βάςθ και το ίδιο φψοσ. 

(Υπόδ. Κάκε πυραμίδα χωρίηεται ςε τριγωνικζσ…) 

 

 

 

Σχόλιο: Ο ςυντελεςτισ 
3

1
 μπορεί να προςδιοριςτεί και 

ωσ εξισ: 

Ζςτω μια τετραγωνικι κανονικι πυραμίδα με πλευρά 

βάςθσ α. Τότε ο όγκοσ τθσ κα είναι 
21
a
k

V   

Ο κφβοσ με ακμι α αποτελείται από 6 τζτοιεσ πυραμίδεσ. 

Δθλαδι 

2

1
6 23 a
a
k

a   ι 
3

1
k  

 

 



Θ Κόλουρθ πυραμίδα 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ηθτείται ο όγκοσ τθσ κόλουρθσ πυραμίδασ. 

(Κα χρθςιμοποιιςουμε ζνα κεϊρθμα ωσ λιμμα ότι: [1]Αν δφο παράλλθλα επίπεδα 

τμθκοφν από ζνα τρίτο οι τομζσ είναι ευκείεσ παράλλθλεσ. Από αυτό δε ςυνάγεται 

ότι οι δφο βάςεισ τθσ κόλουρθσ πυραμίδασ είναι όμοια πολφγωνα. Και από τθν 

επιπεδομετρία ξζρουμε ότι [2]ο λόγοσ δφο ομοίων επιπζδων ςχθμάτων είναι ίςοσ 

με το τετράγωνο του λόγου ομοιότθτασ,, δθλαδι δφο ομόλογων πλευρϊν τουσ) 

Ζςτω θ κόλουρθ πυραμίδα ΑΒΓΔΕΜΝΞΡ΢, κα υπολογίςουμε τον όγκο τθσ ωσ 

ςυνάρτθςθ του εμβαδοφ των βάςεων Β1 και Β2 και του φψουσ τθσ υ. 

Ρροεκτείνουμε τισ ακμζσ ΑΜ, ΒΝ, ΓΞ, ΔΡ, ΚΑΛ Ε΢ τθσ κόλουρθσ πυραμίδασ οι οποίεσ 

ςυναντϊνται ςε ζνα ςθμείο (από τον οριςμό τθσ κόλουρθσ) ζςτω το Ο. Σχθματίηεται 

ζτςι άλλθ μία πυραμίδα με βάςθ Β2 και φψοσ υ2. 

Οπότε ο ηθτοφμενοσ όγκοσ είναι VK= VO,ABGDE – VΟ,ΜΝΞΡ΢. Δθλαδι: 

2211
3

1

3

1
 BBVk 
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1
2211  BBVk 

                                                          
(1)

                  

Κα εκφράςουμε τϊρα τα υ1 και υ2 ςυνάρτθςθ του εμβαδοφ των βάςεων Β1 και Β2 

και του φψουσ υ τθσ κόλουρθσ πυραμίδασ. 

Από εφαρμογι του *2+ ζχουμε ότι 2

2

1 )(





B

B
 που ιςοδυναμεί με  






2

1

B

B
                                                                  (2) 

Ρρζπει τϊρα το δεφτερο λόγο τθσ ιςότθτασ αυτισ να τον ςυςχετίςουμε με τα φψθ 

των δφο πυραμίδων. Αυτό φαίνεται εφικτό αν χρθςιμοποιιςω το τρίγωνο ΟΗΘ ςτο 

οποίο ςυμμετζχουν τα φψθ. 

Ζςτω ΟΗΒ1, δθλαδι ΟΗ=υ1 το φψοσ τθσ μεγάλθσ πυραμίδασ. Φζρνω από το Η τθν 

ΗΘΓΔ οπότε από το Κεϊρθμα των τριϊν κακζτων ΟΘΓΔ, δθλαδι θ ΟΘ είναι το 

φψοσ του τριγϊνου ΟΓΔ. Πμοια ΟΤ=υ2 και ΟΤ Β2, ΤΣΞΡ άρα ΟΣΞΡ είναι το φψοσ 

του τριγϊνου ΟΞΡ. Ζτςι από τα όμοια τρίγωνα ΓΟΔ και ΞΟΡ ζχουμε  









                                                                   (3) 

Και από τα όμοια τρίγωνα ΟΗΘ και ΟΤΣ ζχουμε ότι  

2

1














                                                                 (4) 

Από τισ  (2), (3), (4) ζχουμε και ότι υ1-υ2=υ 

2

1

2

1






B

B
  ι  
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Από τθν ιςότθτα του πρϊτου κλάςματοσ με το τελευταίο ζχουμε: 

21

1

1
BB

B





  

Ενϊ από το δεφτερο και το τελευταίο: 

21

2

2
BB

B





  



Αντικακιςτοφμε τισ δφο τελευταίεσ ςχζςεισ ςτθν (1) και ζχουμε 

)
)()(

(
3

21

3

2

3

1

BB

BB
Vk







 

Και αξιοποιϊντασ τθ γνωςτι ταυτότθτα: (α3-β3)=(α-β)(α2+β2+αβ) ζχουμε τον τελικό 

τφπο:  

)(
3

1
2121 BBBBVk  
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Περίμετροι και Εμβαδά επιπζδων ςχθμάτων 
 

 
 
Σετράγωνο 
 
  

Περίμετροσ Εμβαδόν 

 

4  

 
2  

 
 
Ορκογϊνιο 
παραλλθλόγραμμο 
 
 

 

Περίμετροσ Εμβαδόν 

 
 

)(2    

 
 

  

 
 
Πλάγιο 
παραλλθλόγραμμο 
 
 

 Περίμετροσ Εμβαδόν 

 
 

)(2    

 
 
  

 
 
Σρίγωνο  
 
 

 

Περίμετροσ Εμβαδόν 

 
 

  2  

 

2


  

 
 
Ρόμβοσ 
 
 

 

Περίμετροσ Εμβαδόν 

 

4  

 

2

21  

 
 
Σραπζηιο 
 
 

 

Περίμετροσ Εμβαδόν 

4  

 








2
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Επιφάνειεσ, παράπλευρεσ επιφάνειεσ, όγκοι ςτερεϊν 
 
 
 
 
Κανονικό 

Σετράεδρο 

πλευράσ α 

 

 
 

 

Ύψοσ 
΢υνολικι 
επιφάνια 

Όγκοσ 

3

6a
  

Όλα τα φψθ ενόσ 

κανονικοφ 

τετραζδρου είναι ίςα 

μεταξφ τουσ. 

32   
12

23a
V   

 
 
Κφβοσ  
 
 

 ΢υνολικι 
επιφάνεια 

Παράπλευρθ 
επιφάνεια 

Όγκοσ 

 
24   

 
26   

3V  

 
 
Ορκό Πρίςμα 
 
 

 

΢υνολικι 
επιφάνεια 

Παράπλευρθ 
επιφάνεια 

Όγκοσ 

Περίμετροσ τθσ 
βάςθσ, επί το 
φψοσ, ςυν το 
εμβαδόν των δφο 
βάςεων 

Περίμετροσ 
τθσ βάςθσ, επί 
το φψοσ 

BV   
(εμβαδόν 
τθσ βάςθσ 
επί το φψοσ) 

 
 
Πλάγιο 
Πρίςμα 
 
 

 

΢υνολικι 
επιφάνεια 

Παράπλευρθ 
επιφάνεια 

Όγκοσ 

Περίμετροσ τθσ 
βάςθσ, επί το 
παράπλευρο φψοσ, 
ςυν το εμβαδόν 
των δφο βάςεων 

Περίμετροσ 
τθσ βάςθσ, επί 
το 
παράπλευρο 
φψοσ, 

BV   
(εμβαδόν 
τθσ βάςθσ 
επί το φψοσ) 

 
 
Ορκογϊνιο 
παραλ/πεδο 
 
  

΢υνολικι 
επιφάνεια 

Παράπλευρθ 
επιφάνεια 

Όγκοσ 

)(2     )(2 

 
V  
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Πλάγιο 
παραλλθλεπίπεδο 
 
 

 Όγκοσ 

V  

 
 
 
Πυραμίδα 
 
 

              

Όγκοσ 


3

1
V  

 
 
 
Κανονικι 
εξαγωνικι 
πυραμίδα 
 
 

 

΢υνολικι 
επιφάνεια 

Παράπλευρθ 
επιφάνεια 

Όγκοσ 

Αφινεται ωσ άςκθςθ 

 
Κόλουρθ 
Πυραμίδα 
 
 

 

Όγκοσ 

)(
3

1
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Κφλινδροσ 
 
 
 

 

΢υνολικι 
επιφάνεια 

Παράπλευρθ 
επιφάνεια 

Όγκοσ 

)(2 RR     R2   2RV   

 
 
 
 
Κϊνοσ 
 
 
  

΢υνολικι 
επιφάνεια 

Παράπλευρθ 
επιφάνεια 

Όγκοσ 

)( RR     R   2

3

1
RV   
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Κόλουροσ 
Κϊνοσ  

 

΢υνολικι επιφάνεια Όγκοσ 

)()( 22 rRrR    )(
3

22 RrrRV 


 

΢φαίρα 
 

 

επιφάνεια Όγκοσ 

24 R   
3

3

4
RV    

 

 

Θεώρημα του Αρχιμήδη: Η επιφάνεια μιασ ςφαίρασ εγγεγραμμζνθσ ςε κφλινδρο είναι ίςθ 

με τθν παράπλευρθ επιφάνεια του κυλίνδρου. 

Απόδειξθ: Έςτω  R θ ακτίνα τθσ ςφαίρασ. Η παράπλευρθ επιφάνεια του 

κυλίνδρου  

2422 RRR    

Όςο και θ επιφάνεια τθσ ςφαίρασ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


