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Oi foithtèc pou èqoun dhl¸sei to m�jhma prohgoÔmenec forèc sto pa-
reljìn na apant soun ta epìmena tèssera jèmata.

Jèma 1: a) ApodeÐxte ìti eÐnai logik� isodÔnamec metaxÔ touc oi prot�seic:

(ϕ1 ↔ ϕ2)↔ ϕ3 kai ϕ1 ↔ (ϕ2 ↔ ϕ3)

b) ApodeÐxte ìti h prìtash

(A1 ↔ A2)↔ A3

paÐrnei alhjotim  0 akrib¸c sthn perÐptwsh ìpou mìno h mia   kai oi treic
metablhtèc paÐrnoun alhjotim  0.

g) ApodeÐxte ìti h prìtash

(...(A1 ↔ A2)↔ A3)...)↔ An,

n ≥ 3, paÐrnei alhjotim  0 akrib¸c sthn perÐptwsh ìpou perittì pl joc
protasiak¸n metablht¸n paÐrnei thn tim  0. (3 mon�dec)

LÔsh: a) Aplìc èlegqoc me alhjopÐnaka.
b) Estw ìti h prìtash paÐrnei alhjotim  0. Tìte, an v(A3) = 0, prèpei

na eÐnai v(A1 ↔ A2) = 1. Gia na sumbaÐnei autì prèpei   kai oi duo �llec
metablhtèc na p�roun alhjotim  0, opìte kai oi treic metablhtèc paÐrnoun
alhjotim  0,   kai oi dÔo na p�roun alhjotim  1, opìte mìno mia metablht 
paÐrnei alhjotim  0. An v(A3) = 1, tìte prèpei v(A1 ↔ A2) = 0, opìte mìno
mia apì tic A1, A2 ja p�rei alhjotim  0.

g) To deÐqnoume epagwgik� sto pl joc twn protasiak¸n metablht¸n. Gia
n = 3 (b�sh thc epagwg c) o isqurismìc mac alhjeÔei apì to prohgoÔmeno
upo-er¸thma. Deqìmaste ìti alhjeÔei gia thn prìtash

(...(A1 ↔ A2)↔ A3)...)↔ An
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kai deÐqnoume ìti alhjeÔei gia thn prìtash

(((...(A1 ↔ A2)↔ A3)...)↔ An)↔ An+1.

EpiqeirhmatologoÔme ìpwc parap�nw: An v(An+1) = 0, prèpei na eÐnai

v((...(A1 ↔ A2)↔ A3)...)↔ An) = 1.

AfoÔ sumbaÐnei autì xèroume, apì thn epagwgik  upìjesh, ìti �rtio pl joc
apì tic metablhtèc A1, ..., An ja p�rei alhjotim  0, opìte sunolik� perittì
pl joc ja p�roun alhjotim  0. An v(An+1) = 1, tìte prèpei

v((...(A1 ↔ A2)↔ A3)...)↔ An) = 0,

opìte, apì thn epagwgik  upìjesh, perittì pl joc metablht¸n metaxÔ twn
A1, ..., An ja p�rei alhjotim  0. Sunolik�, epomènwc, perittì pl joc meta-
blht¸n metaxÔ twn A1, ..., An, An+1 ja p�rei alhjotim  0.

Jèma 2: ApodeÐxte ìti to sÔnolo sundèsmwn {∧,↔,Y}, ìpou Y eÐnai o
sÔndesmoc thc apokleistik c di�zeuxhc, eÐnai eparkèc. (2 mon�dec)

LÔsh: AfoÔ sto sÔnolo autì perilamb�netai o sÔndesmoc thc sÔzeuxhc
kai gnwrÐzoume ìti h sÔzeuxh mazÐ me thn �rnhsh apoteloÔn eparkèc sÔnolo
sundèsmwn, arkeÐ me th bo jeia twn tri¸n aut¸n sundèsmwn na ekfr�soume
to sÔndesmo thc �rnhshc, dhlad  na broÔme mia prìtash isodÔnamh me thn
¬ϕ, pou sth graf  thc perilamb�nei mìno (k�poiouc apì) touc sundèsmouc
tou sunìlou {∧,↔,Y}. Xèroume ìti h ϕ Y ϕ eÐnai p�nta yeud c prìtash.
ParathroÔme loipìn ìti, epeid  h (ϕ Y ϕ)→ ϕ eÐnai tautologÐa,

ϕ↔ (ϕ Y ϕ) ≡ (ϕ→ (ϕ Y ϕ)) ∧ ((ϕ Y ϕ)→ ϕ) ≡ ϕ→ (ϕ Y ϕ) ≡ ¬ϕ

Jèma 3: ApodeÐxte ìti

{ϕ→ (σ ∧ χ),¬ρ,¬ϕ→ (τ ∨ ρ),¬σ} |= τ

(2 mon�dec)

LÔsh: Estw ìti h apotÐmhsh v k�nei alhjeÐc tic prot�seic tou sunìlou st'
arister�. Tìte afoÔ v(¬σ) = 1, eÐnai v(σ) = 0, �ra kai v(σ ∧ χ) = 0. AfoÔ
ìmwc eÐnai v(ϕ → (σ ∧ χ)) = 1, prèpei v(ϕ) = 0, dhlad  v(¬ϕ) = 1. Epeid 
epiplèon èqoume v(¬ϕ→ (τ ∨ ρ)) = 1, prèpei v(τ ∨ ρ)) = 1. Omwc èqoume kai
v(¬ρ) = 1, dhlad  v(ρ) = 0. Ara prèpei v(τ) = 1.
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Jèma 4: Estw mia gl¸ssa L thc kathgorhmatik c logik c pou perièqei
èna sqesiakì sÔmbolo duo jèsewn R kai èna dimelèc sunarthsiakì sÔmbolo
+.

a) Gr�yte prot�seic thc gl¸ssac aut c pou na ekfr�zoun ìti, h sqèsh
pou ermhneÔei to R, èqei tic ex c idiìthtec:

(i) H sqèsh eÐnai metabatik .
(ii)An duo stoiqeÐa sqetÐzontai, tìte up�rqei k�poio stoiqeÐo ¸ste ta

ajroÐsmat� tou me aut� epÐshc sqetÐzontai.
b) Gr�yte prot�seic isodÔnamec me tic arn seic twn parap�nw idiot twn,

me trìpo ¸ste o sÔndesmoc thc �rnhshc na efarmìzetai mìno sto sqesiakì
sÔmbolo R.

g) An ermhneÔsoume tic parap�nw prot�seic autèc sth dom  twn prag-
matik¸n arijm¸n, me to sÔmbolo R na shmaÐnei th sqèsh thc austhr c di�taxhc
kai to + na èqei th sunhjismènh shmasÐa, alhjeÔoun oi prot�seic?

(3 mon�dec)

LÔsh: a) (i) H sqèsh eÐnai metabatik :

∀x∀y∀z( (R(x, y) ∧R(y, z)) → R(x, z))

(ii)An duo stoiqeÐa sqetÐzontai, tìte up�rqei k�poio stoiqeÐo ¸ste ta
ajroÐsmat� tou me aut� epÐshc sqetÐzontai:

∀x∀y(R(x, y) → ∃zR(x+ z, y + z))

b) Oi arn seic, antÐstoiqa, eÐnai

∃x∃y∃z( (R(x, y) ∧R(y, z)) → ¬R(x, z))

kai
∃x∃y(R(x, y) → ∀z¬R(x+ z, y + z))

g) Gia thn austhr  di�taxh metaxÔ pragmatik¸n arijm¸n gnwrÐzoume ìti
eÐnai metabatik . Se ìti afor� th deÔterh prìtash, an èqoume pragmatikoÔc
arijmoÔc a, b, tètoiouc ¸ste a < b, profan¸c a+ c < b+ c, gia opoiond pote
pragmatikì arÐjmì c. Epomènwc, gia opoiousd pote pragmatikoÔc arijmoÔc a,
b, an a < b, up�rqei pragmatikìc arijmìc ¸ste a + c < b + c. Dhlad  kai h
deÔterh prìtash alhjeÔei sth dom  twn pragmatik¸n arijm¸n.

Oi foithtèc pou p ran fètoc gia pr¸th for� to m�jhma na apant soun
ta Jèmata 1, 4 kaj¸c kai se èna ek twn 2, 3 kai na suneqÐsoun me to
parak�tw:
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Jèma 5: JewroÔme mia gl¸ssa L thc Kathgorhmatik c Logik c kai duo
domèc A, B gi aut n th gl¸ssa. OrÐzoume ta sÔnola

ΓA = {σ ∈ Sent(L) | A |= σ} kai ΓB = {σ ∈ Sent(L) | B |= σ}

(Sent(L) eÐnai to sÔnolo twn prot�sewn pou gr�fontai sth gl¸ssa L). Upo-
jètoume ìti to sÔnolo ΓA ∪ ΓB eÐnai antifatikì. ApodeÐxte ìti up�rqei mia
prìtash σ sto sÔnolo ΓA ¸ste, B |= ¬σ.

(2 mon�dec)

LÔsh: AfoÔ to sÔnolo ΓA ∪ ΓB eÐnai antifatikì, apì to Je¸rhma tou
SumpagoÔc, k�poio peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai antifatikì. Autì ja
èqei th morf 

Γ = {σ1, ..., σm, σ
′
1, ..., σ

′
n},

ìpou σ1, ...,σm ∈ ΓA kai σ′1,...,σ
′
n ∈ ΓB. ParathroÔme ìti se autì to sÔnolo

upoqrewtik� up�rqoun k�poiec prot�seic σ1, ...,σm ∈ ΓA, giatÐ diaforetik� ja
eÐqame ìti èna sÔnolo prot�sewn tou ΓB ja  tan antifatikì, pr�gma adÔnato
afoÔ ìlec autèc oi prot�seic epalhjeÔontai sth dom  B. JewroÔme loipìn
thn prìtash σ = σ1 ∧ ... ∧ σm. Aut  de mporeÐ na alhjeÔei sth dom  B, afoÔ
tìte to sÔnolo Γ ja epalhjeuìtan sth dom  B (oi σ′1 , ..., σ

′
n epalhjeÔontai

ex orismoÔ sth B). Epomènwc B |= ¬σ.
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