
 

 

 

 

 

 

 

 

Ε υ τ ύ χ η ς  Π α π α δ ο π ε τ ρ ά κ η ς  

Τ Μ Η Μ Α  Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Ω Ν  

 

 

 

Φυσικζς Γλώσσες 

 και  

Μαθηματικός λόγος 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για τις ανάγκες του ακαδημαϊκοφ ζτους 2012-2013 

 

 



ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ                                                             Η ΓΛΩΣΣΑ  ΚΑΙ 0 ΛΟΓΟΣ     
 

1 
 

 
Εισαγωγ ικέ ς  Έννο ι ε ς   

 
0. Η  Γλώσσα και ο Λόγος 

 

 

0.1  Η γλώσσα 

Για τις ανάγκες της διερεύνησης που ακολουθεί µας αρκεί να θεωρήσουµε τη γλώσσα 

ως ένα σύστηµα που συγκροτείται από τρία τουλάχιστον σύνολα: 

α) Ένα πεπερασµένο (και ενίοτε άπειρα αριθµήσιµο) σύνολο συµβόλων, το αλφάβητο. 
Για παράδειγµα τα 25 σύµβολα, που έχουµε συνηθίσει να τα λέµε 

γράµµατα, που χρησιµοποιούµε όταν γράφουµε την ελλήνική 

γλάσσα, ή τα 10 σύµβολα που τα λέµε και ψηφία, µε τη βοήθεια των 

οποίων γράφουµε τους αριθµούς. 

β) Ένα πεπερασµένο σύνολο από κανόνες σύνταξης. Οι κανόνες αυτοί καθορίζουν τη 

σειρά µε την οποία πρέπει να τεθούν τα στοιχεία του αλφάβητου το ένα δίπλα στο άλλο, ώστε 

να συγκροτήσουν καλές, (ή επιτρεπτές, ή γραµµατικώς ορθές) ακολουθίες.  

Για παράδειγµα, αν διαλέξουµε τα σύµβολα Λ,Σ,Γ,Ο,Α, αυτά 

µπορούνε να συνταχθούνε µε διάφορους τρόπους: καλούς όπως 

ΛΑΓΟΣ, ΛΟΓΑΣ, ΑΛΓΟΣ, ΓΑΛΟΣ, και κακές όπως: ΛΓΑΟΣ, ΑΟΣΛΓ, 

κλπ. 

γ) Ένα σύνολο από κανόνες σήµανσης ή σηµασίας, ή σηµασιολογικούς κανόνες. Οι 

κανόνες αυτοί  αποδίδουν σηµασία σε κάθε στοιχείο (π.χ. ένα γράµµα), ή καλή ακολουθία 

στοιχείων του αλφάβητου (λέξη) η οποία ενδεχοµένως να συµµετέχει στη συγκρότηση µιας 

ολόκληρης σειράς από ακολουθίες (φράση).  

Το παραπάνω πλαίσιο δεν αποτελεί ένα αναλυτικό ορισµό για τις φυσικές γλώσσες, τις 

γλώσσες δηλαδή που µιλάµε µέσα στα πλαίσια της καθηµερινότητάς µας.  Αφήνει απέξω  

σηµαντικούς τοµείς των γλωσσών αυτών όπως η φωνολογία, η ετυµολογία, η ορθογραφία 

κ.τ.λ.. Αποτελεί όµως αναλυτικό ορισµό για τις τεχνητές γλώσσες, που θα δούµε παρακάτω, 

ενώ θέτει ένα κριτήριο µε βάση το οποίο µπορούµε να αποφανθούµε αν ένα σύστηµα 

αποτελεί ή όχι γλώσσα, αρκεί να διαθέτει τους τρείς βασικούς τοµείς της γλώσσας: το 

αλφάβητο τη σύνταξη και τη σηµασιολογία. Η οριοθέτηση αυτή του συνόλου των γλωσσών, 

µας επιτρέπει να προχωρήσουµε σε µια ταξινόµηση των γλωσσών που συναντά ένας µαθητής 

κατά τη διάρκεια της µαθητείας του. 
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Η κάθε τέτοια γλώσσα πρέπει να µελετηθεί ξεχωριστά. Πρέπει να εξεταστούν οι 

σχέσεις των γλωσσών αυτών και µεταξύ τους και, πολύ περισσότερο, η σχέση κάθε τέτοιας 

γλώσσας µε τη φυσική γλώσσα του µαθητή, δηλαδή τη µητρική του γλώσσα. 

Ας δούµε τον καθένα από αυτούς τους τοµείς ξεχωριστά: 

 

Το αλφάβητο: 

Το αλφάβητο µπορεί να αποτελείται από σύµβολα: 

 

i) Ατοµικού τύπου, δηλαδή κάθε σύµβολο να είναι ένα µεµονωµένο γράµµα, ή γρά-

φηµα: Τέτοιο είναι το αλφάβητο του σηµερινού σε χρήση συστήµατος αρίθµησης, 

που αποτελεί τη γλώσσα των φυσικών αριθµών: { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, }    

Απ’ αυτό κατασκευάζονται οι λέξεις που αποτελούν τα ονόµατα των αριθµών. 

Όπως 154, 100059687 κ.τ.λ..   

ii) Μοριακού τύπου, δηλαδή συναρµογές ατοµικών συµβόλων. Τα αµιγώς µοριακού 

τύπου αλφάβητα είναι σπάνια. Τέτοιο αλφάβητο µπορεί να θεωρηθεί το αλφάβητο 

του θεσιακού εξηκονταδικού συστήµατος  των Βαβυλωνίων του οποίου τα 60 

απαιτούµενα σύµβολα ήταν συναρµογές ενός και µόνο συµβόλου της σφήνας:  το 

οποίο τοποθετηµένο κατάλληλα παράγει άλλο ένα σύµβολο , και της κενής θέσης 

που παίζει το ρόλο του µηδενός. ∆ηλαδή τα ονόµατα των αριθµών µέχρι το 59 

κατασκευάζονται µα τη σύνταξη των αθροιστικών συστηµάτων ως εξής: 

 
Το 60 συµβολίζεται πάλι µε µια σφήνα  η οποία κατανοείται ως 60 από τα 

συµφραζόµενα, ενώ στα ονόµατα των µεγαλύτερων από το 60 αριθµών αξιοποιείται 

η κενή θέση, η οποία παίζει το ρόλο του µηδενός. Έτσι το 61 είναι  , και το 

601 . 

 

iii) Μεικτού τύπου, δηλαδή µείγµα των δύο προηγούµενων περιπτώσεων. Το αλφάβητο, 

για παράδειγµα, της Ελληνικής γλώσσας ήταν αρχικά ένα αλφάβητο ατοµικού τύπου. 

Όµως µετά τη µονοφώνηση των διφθόγγων, το αλφάβητο της Ελληνικής διαθέτει και 
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σύµβολα µοριακού τύπου τα ει, οι, αι και ου, τα οποία συµµετέχουν ως συναρµογές, 

σαν να είναι δηλαδή ένα σύµβολο, στο σχηµατισµό των λέξεων.  

 

Ως προς τον αριθµό των στοιχείων του ένα αλφάβητο µπορεί να είναι πεπερασµένο, 

όπως είναι τα αλφάβητα των φυσικών γλωσσών, (το Ελληνικό, το Λατινικό, κλπ) και των 

γλωσσών για του αριθµούς, των αριθµητικών δηλαδή συστηµάτων. Υπάρχουν όµως και 

γλώσσες που διαθέτουν άπειρο, αλλά αριθµήσιµο αλφάβητο, όπως είναι η γλώσσα του 

προτασιακού, ή και του κατηγορηµατικού λογισµού. 

 

Οι κανόνες σύνταξης: 

Με βάση τους κανόνες αυτούς συν-τάσσονται, τίθενται το ένα δίπλα στο άλλο, τα 

στοιχεία του αλφάβητου για να δώσουν τις λέξεις, ή/και (όπως θα δούµε πιο κάτω) τις 

φράσεις της γλώσσας.  Οι κανόνες αυτοί είναι οι κανόνες σύνταξης µιας φυσικής γλώσσας, 

αλλά µπορεί να είναι και εσωτερικοί συνδυαστικοί νόµοι σ’ ένα σύνολο σηµάτων, πράξεις 

δηλαδή αλγεβρικού τύπου µέσα σε ένα σύνολο.  

Οι συντακτικοί κανόνες, για παράδειγµα της φυσικής µας γλώσσας δεν παράγουν την 

ακολουθία «αικ» ενώ µε τα ίδια στοιχεία παράγουν την «και». Επίσης, σύµφωνα µε τους 

κανόνες σύνταξης της συµβολικής γλώσσας των αριθµών που χρησιµοποιούµε σήµερα, 

δηλαδή Ινδοαραβικού συστήµατος αρίθµησης, η ακολουθία 00000013 δεν είναι αποδεκτή, 

δηλαδή δεν είναι λέξη της γλώσσας των αριθµών, ενώ η 13, όπως και κάθε άλλη που δεν 

αρχίζει από 0, είναι. 

Αν φανταστούµε το σύνολο των λέξεων της Ελληνικής γλώσσας, το Ελληνικό δηλαδή 

λεξιλόγιο ως ένα µεικτό αλφάβητο, τότε µε την εφαρµογή των συντακτικών κανόνων έχουµε 

ως αποτέλεσµα γραµµατικώς ορθές ακολουθίες, δηλαδή φράσεις, της ελληνικής. Για 

παράδειγµα η ακολουθία «το παιδί πέταξε το τόπι» είναι φράση, όπως επίσης είναι φράση και 

σχεδόν όλοι οι  δυνατοί συνδυασµοί των συνταγµάτων που τη αποτελούν:  «το παιδί», 

«πέταξε», «το τόπι»: 

1) «το παιδί πέταξε το τόπι» 

2) «το παιδί το τόπι πέταξε» 

3) «πέταξε το παιδί το τόπι» 

4) «πέταξε το τόπι το παιδί» 

5) «το τόπι το παιδί πέταξε» 

6)  «το τόπι πέταξε το παιδί» 

 

Αντίθετα η «το παιδί πέταξε του τόπι» δεν είναι  φράση αφού παραβιάζεται ένας 

σηµαντικός κανόνας σύνταξης που υπαγορεύει ότι το αντικείµενο µιας φράσης τίθεται πάντα 
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σε αιτιατική πτώση. Πρόκειται για µια µη γραµµατικά ορθή ακολουθία λέξεων αφού 

παραβιάζεται ο συντακτικός  κανόνας που προαναφέραµε. 

 

Παράδειγµα 1: Ας δούµε ένα τυχαίο παράδειγµα σύνταξης: Ας υποθέσουµε πως διαθέτουµε 

ένα αλφάβητο το {α,β,} και ως κανόνα σύνταξης τον  

Σ1=«Παράθεση των στοιχείων του αλφάβητου χωρίς κανένα περιορισµό». 

Στη περίπτωση αυτή οποιαδήποτε ακολουθία στοιχείων του {α,β}  είναι καλή (αποδεκτή): 

  α, β, αα, ββ, αβ, βα, ααα, βββ, ααβ, αβα, βαα, αββ, βαβ, ββα, ..... 

Ας αντικαταστήσουµε τον κανόνα σύνταξης από τον:  

Σ2 =«Παράθεση των στοιχείων του αλφάβητου µε τον περιορισµό  

ποτέ ένα σύµβολο δεν ακολουθείται από τον εαυτό του». 

Στη περίπτωση αυτή οι αποδεκτές ακολουθίες είναι:  
α, β, αβ, βα, αβα, βαβ, αβαβ, βαβα, … 

Ενώ αν  θέσουµε ως κανόνα σύνταξης τον: 

Σ3= «Παράθεση των στοιχείων του αλφάβητου µε τον περιορισµό  

ποτέ µια ακολουθία δεν αρχίζει από α» 

οι αποδεκτές ακολουθίες είναι: 

α, β, βα, ββ, βαα, βαβ ββα, βββ,  βααα, βααβ, βαβα, βαββ, ββαα,  ..... 

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση των κανόνων Σ2 και Σ3 τα σύνολα των λέξεων που 

προκύπτουν είναι υποσύνολα του συνόλου αυτών που προκύπτουν από τον Σ1. 

Οι κανόνες σηµασίας: 

Είναι οι κανόνες που δίνουν περιεχόµενο (σηµασία) στις λέξεις και τις φράσεις. 

Μπορούµε να περιγράψουµε τους σηµασιολογικούς κανόνες ως σχέσεις αντιστοίχισης 

από το σύνολο των λέξεων  Λ στο σύνολο των σηµασιών Σ:  

x a f(x)=y 

Μια τέτοια σχέση f, δεν είναι κατ’ ανάγκην συνάρτηση. 

 Υπάρχουν γλώσσες στις οποίες η σχέση αυτή δεν είναι συνάρτηση, όπως είναι οι 

καθοµιλούµενες γλώσσες: Η λέξη λόγος αντιστοιχίζεται σε, πολλές σηµασίες όπως, οµιλία, 

λαλιά, αγόρευση, υπόσχεση, βεβαίωση, αιτία, αφορµή, πηλίκο κλπ.  

 Υπάρχουν όµως και γλώσσες στις οποίες η σχέση αυτή είναι συνάρτηση, και µάλιστα 

αµφιµονοσήµαντη, όπως είναι οι γλώσσες των αριθµών, τα αριθµητικά δηλαδή συστήµατα: 

Αν στο σύστηµα που περιγράψαµε παραπάνω (στο παράδειγµα 1) εισάγουµε ως κανόνα 

σηµασίας τη συνάρτηση f, από το σύνολο ων λέξεων Λ, στο σύνολο των φυσικών αριθµών 

Ν, ως σύνολο σηµασιών, και µε τη συµφωνία ότι τα στοιχεία του θα τα συµβολίζουµε µε τα 
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ονόµατα που έχουν στο Ινδοαραβικό αριθµητικό σύστηµα που χρησιµοποιούµε σήµερα, τότε 

η f, είναι: 

f : Λ → Ν 

Τέτοια ώστε f(α)=0, f(β)=1και γενικά την ακολουθία aaaaa nn 0121...−  µε ia ∈{α,β}τη στέλνει 

σε ένα στοιχείο του Ν , ως εξής: 

22222 0

0

1

1

2

2

1

10121 ...)...( aaaaaaaaaa n

n

n

nnnf +++++= −

−−
 

Τότε έχουµε µια πλήρη γλώσσα που δεν είναι άλλη από µια δυαδική γλώσσα για τους 

αριθµούς, ένα δυαδικό σύστηµα αρίθµησης, που αντί για τα ψηφία 0 και 1 έχει τα α και β.  

Έτσι η ακολουθία των αριθµών, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10…γράφεται σ’ αυτήν τη 

γλώσσα: 
α, β, βα, ββ, βαα, βαβ, ββα, βββ, βααα,  βααβ… 

και η ακολουθία ββαβαββ είναι το όνοµα του 107 στη γλώσσα αυτή. 

 

Παράδειγµα 2.  

Ένα τριαδικό σύστηµα γραφής των αριθµών, είναι µια άλλη γλώσσα των φυσικών αριθµών η 

εξής:  

Αλφάβητο:A={0,1,2} 

Κανόνες σύνταξης: Παράθεση των στοιχείων του A µε τον περιορισµό ότι µια ακολουθία 

είναι καλή (αποδεκτή)  µόνο αν δεν έχει ως πρώτο από αριστερά σύµβολο το 0 , µε εξαίρεση 

την «0». 

Κανόνες σηµασίας: Το σύνολο των κανόνων σηµασίας περιγράφεται από τη συνάρτηση : 

f: A΄ → Σ 

όπου A΄ είναι το σύνολο των επιτρεπτών (των καλών) ακολουθιών από το Α, και Σ το 

σύνολο των σηµασιών, δηλαδή το σύνολο Ν των φυσικών αριθµών, τέτοια ώστε f(0)=0, f(1)= 

1, f(2)=2 και γενικά την ακολουθία aaaaa nn 0121
...

−  µε ia ∈{0,1.2}τη στέλνει σε ένα στοιχείο 

του Ν , ως εξής: 

33333 0

0

1

1

2

2

1

10121
...)...( aaaaaaaaaa n

n

n

nnn
f +++++= −

−−
 

 

 Ο κανόνας σηµασίας ως διµελής σχέση f παίρνει µια λέξη x, το σηµαίνον, και την 

αντιστοιχεί σε µια έννοια x  το σηµαινόµενο συγκροτώντας το γλωσσικό σηµείο (x,y).  

Στις φυσικές γλώσσες, ιδιαίτερα όταν αυτές θεωρούνται διαχρονικά, η αντιστοίχηση 

αυτή δεν είναι ένα προς ένα. Η ίδια λέξη µπορεί να πάρει διαφορετικές σηµασίες, όπως λέξη 

λόγος που αναφέραµε πιο πάνω. Αλλά και για την ίδια έννοια µπορεί να χρησιµοποιηθούν 
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διαφορετικές λέξεις, όπως για παράδειγµα για την έννοια του αριθµού που διαιρείται ακριβώς 

διά δύο την εποχή του Ευκλείδη δηλωνόταν από τη λέξη άρτιος, ενώ σήµερα λέγεται και 

ζυγός.  

Η έννοια του γλωσσικού σηµείου οφείλεται στους Στωικούς οι οποίοι είχαν  συλλάβει 

την έννοια του γλωσσικού σηµείου ως διατεταγµένη τριάδα: σηµαίνον, σηµαινόµενο και 

τυγχάνον, όπου το τυγχάνον  είναι το πράγµα καθεαυτό όπως υπάρχει στην πραγµατικότητα. 

Απ' αυτά το σηµαίνον, ως ήχος της φωνής και δευτερευόντως γραφή, και το τυγχάνον έχουν, 

όπως έλεγαν οι Στωικοί, υλική υπόσταση, ανήκουν στον ίδιο κόσµο που ανήκουν και τα 

πράγµατα. Αντίθετα το σηµαινόµενο και λεκτόν, όπως το θεωρούσαν οι Στωικοί, είναι 

ασώµατο που θπάρχει µέσα στα πλαίσια της λογικής µας φαντασίας: «Φασί δε λεκτόν είναι το 

κατά φαντασίαν λογικήν υφιστάµενον» [∆ιογένης Λαέρτιος. 7.63.5]. Στη σύγχρονη 

γλωσσολογία, µετά τον F. de Saussure, έχει επικρατήσει η διµερής  θεώρηση, όµως η 

τριµερής θεώρηση των Στωικών, πέρα από την ιστορική της σηµασία, προσιδιάζει καλύτερα 

στην παιδική σκέψη. 

Το γλωσσικό σηµείο είναι προϊόν κοινωνικής σύµβασης. Αποτέλεσµα δηλαδή 

κοινωνικής συµφωνίας µέσα στα πλαίσια της γλωσσικής κοινότητας που χρησιµοποιεί µια 

συγκεκριµένη γλώσσα. 

 

Σχόλιο: Το παραπάνω πλαίσιο αποτελεί αναλυτικό ορισµό για τις τεχνητές γλώσσες, ενώ 

αγκαλιάζει µόνο τους τρεις βασικούς τοµείς των φυσικών γλωσσών (αλφάβητο, σύνταξη, 

σηµασιολογία) αφήνοντας απέξω άλλους σηµαντικούς τοµείς όπως η φωνολογία, η 

ετυµολογία, η ορθογραφία κ.τ.λ 

Το γεγονός ότι το πλαίσιο του ορισµού που δώσαµε παραπάνω αποτελεί αναλυτικό 

ορισµό για τις τεχνητές γλώσσες σηµαίνει ότι αν δοθούν τα τρία αυτά σύνολα η γλώσσα είναι 

πλήρως ορισµένη, ενώ σε ότι αφορά τις φυσικές γλώσσες αγκαλιάζει µόνο τους τρεις 

βασικούς τοµείς που κύρια µας ενδιαφέρουν εδώ, το αλφάβητο τη σύνταξη και τη 

σηµασιολογία.  

Είναι φανερό πως αν ένας από τα σύνολα αυτά αλλάξει τότε έχουµε δικαίωµα να 

µιλάµε για διαφορετική γλώσσα.  

 

Σχόλιο: Ας σκεπτόµαστε την ελληνική γλώσσα ως σύστηµα, σύµφωνο µε την παραπάνω 

περιγραφή, το ατοµικού τύπου αλφάβητο Α  των 24 συµβόλων (τα κεφαλαία γράµµατα) και 

µε συντακτικούς και σηµασιολογικούς κανόνες αυτούς που είναι ενσωµατωµένοι στο 

γλωσσικό µας αισθητήριο, ανεξάρτητα από το αν διαθέτουµε, ή όχι, αναλυτική γνώση των 

κανόνων αυτών. Τότε, µια πραγµάτωση του συστήµατος αυτού θα έχει ως αποτέλεσµα το 
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σύνολο των λέξεων της Ελληνικής γλώσσας, δηλαδή το λεξιλόγιο Λ. Το Λ λοιπόν είναι η 

πρώτη δυνατή πραγµάτωση, µια πραγµάτωση πρώτου βαθµού.  

Αν τώρα θεωρήσουµε ως αλφάβητο το Α∪Λ που είναι ένα αλφάβητο µοριακού τύπου, 

και ως σύνολο κανόνων σύνταξης και σηµασιολογίας αυτούς που πάλι διαθέτουµε στο 

γλωσσικό µας αισθητήριο και που µας καθορίζουν τη σειρά µε την οποία τίθενται οι λέξεις 

για να δώσουν γραµµατικώς ορθές ακολουθίες, δηλαδή φράσεις, τότε η πραγµάτωση αυτής 

της γλώσσας δεν θα είναι τίποτε άλλο από το σύνολο των φράσεων της Ελληνικής Φ. Το 

σύνολο Φ είναι αποτέλεσµα µιας πραγµάτωσης δευτέρου βαθµού. 

Μπορούµε τώρα να θέσουµε το εξής ερώτηµα: Με αλφάβητο το  Α∪Λ∪Φ είναι δυνατή 

µια  πραγµάτωση τρίτου βαθµού; Είναι φανερό πως ναι. ¨Όµως ποιος είναι ο χαρακτήρας των 

συντακτικών κανόνων. Τι µας υπαγορεύει τη σειρά µε την οποία θα τεθούν οι φράσεις ώστε να 

δώσουν αποδεκτές ακολουθίες. Μια µερική (για ορισµένες ενότητες φράσεων) απάντηση στο 

ερώτηµα αυτό δίνει η Μαθηµατική λογική, µε την προϋπόθεση ότι οι φράσεις έχουν 

µαθηµατικό περιεχόµενο. 

 

0.2  Ο λόγος 
 

Με δεδοµένο τον ορισµό αυτό της γλώσσας, ο λόγος δεν είναι τίποτα άλλο από το 

αποτέλεσµα της υλοποίησης, της πραγµάτωσης, της γλώσσας, από το νοήµον κοινωνικό 

υποκείµενο. Η συνδυασµένη, δηλαδή, εφαρµογή των συντακτικών και σηµασιολογικών 

κανόνων πάνω στο αλφάβητο· µια πολύπλοκη και καθόλου γραµµική  διαδικασία.  

Ο λόγος, ως διαδικασία πραγµάτωσης της γλώσσας, έχει πολλές δυνατότητες, 

ανάλογα, όχι µόνο µε τη γλώσσα που πραγµατώνεται, αν πρόκειται για γλώσσες 

διαφορετικών γλωσσικών κοινοτήτων, (Γαλλικά, Αλβανικά ή Ρώσικα), αλλά και αν 

πρόκειται για διαφορετική γλώσσα µέσα στα πλαίσια τη ίδιας γλωσσικής κοινότητας. Έτσι, 

εάν το αλφάβητο είναι σύνολο γραφηµάτων το αποτέλεσµα της πραγµάτωσης είναι ο 

Γραπτός λόγος. Εάν το αλφάβητο είναι σύνολο φωνηµάτων τότε έχουµε  Προφορικό λόγο.  

Όµως µέσα στα πλαίσια της ίδιας γλωσσικής κοινότητας υπάρχουν και άλλες 

δυνατότητες: Κατά την πραγµάτωση της νοηµατικής γλώσσας των κωφάλαλων έχουµε το 

Νοηµατικό λόγο.  Εδώ το αλφάβητο είναι ένα σύνολο νευµάτων, µε το κάθε νεύµα να είναι 

φορέας νοήµατος. Ιδού µερικά νεύµατα από τη νοηµατική γλώσσα των αριθµών:  
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µηδέν  ένα  πέντε 

 

 
έξι 

 

 
επτά 

 
δέκα 

 
Ακόµη ο λόγος µπορεί να είναι απτικός στη περίπτωση που το αλφάβητο 

αποτελείται από σύµβολα που γίνονται αντιληπτά µε την αφή, όπως συµβαίνει µε τη γλώσσα 

που είναι φτιαγµένη για τα παιδιά που γεννιούνται τυφλά. Έχουµε δηλαδή πραγµάτωση της 

γλώσσας Μπράιγ: 

 
 
Σχόλιο: Για λόγους µεθοδολογικούς θα αντιµετωπίζουµε ως χρήση της ίδιας γλώσσας την 
πραγµάτωση του ίδιου συστήµατος συντακτικών και σηµασιολογικών κανόνων πάνω σε 
διαφορετικά αλφάβητα, πάνω σε διαφορετικούς υλικούς φορείς, όπως γίνεται κατά την 
οµιλία, τη γραφή µε γραφίδα, µε κουκίδες ή άλλα απτικά σύµβολα, και ακόµη την 
αντικατάσταση µε γραπτά σύµβολα λέξεων, ή και ολόκληρων φράσεων, όπως γίνεται στο 
µαθηµατικό συµβολισµό. Η τυπική µαθηµατική γλώσσα γεννήθηκε από την ειδική 
µαθηµατική γλώσσα, που ήταν αρχικά µόνο λεκτική, και είναι άµεσα µεταφράσιµη σ’ αυτήν.  
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0.3   Μια ταξινόµηση των γλωσσών 

Οι γλώσσες αναπτύσσονται στη βάση της ανάγκης του κοινωνικού ανθρώπου, και 
πολύ περισσότερο του ανθρώπου παραγωγού, για επικοινωνία. Απ' αυτή τη σκοπιά µπορούµε 
να τις διακρίνουµε σε φυσικές, που είναι οι γλώσσες οι οποίες διαµορφώνονται µέσα από την 
ανάγκη για διανθρώπινη επικοινωνία, και σε τεχνητές, που είναι οι γλώσσες που 
δηµιουργούνται από τον άνθρωπο κάτω από την ανάγκη επικοινωνίας ανθρώπου µε µηχανή ή 
µηχανής µε µηχανή ή µερών της ίδιας µηχανής. Τέτοιες είναι οι γλώσσες προγραµµατισµού 
και οι γλώσσες µηχανής τις οποίες έχει αναπτύξει η πληροφορική. 

 
Οι φυσικές γλώσσες διακρίνονται σε καθοµιλούµενες γλώσσες, που είναι οι 

γλώσσες που χρησιµοποιεί ο άνθρωπος για διανθρώπινη επικοινωνία στα πλαίσια της 
καθηµερινότητας, και σε ειδικές που δηµιουργούνται από την ανάγκη ανταλλαγής, 
καταγραφής, και επεξεργασίας, πληροφοριών οι οποίες αναφέρονται σε µια πολύ 
συγκεκριµένη, συχνά αυστηρά ορισµένη, γνωστική περιοχή. Τέτοιες γλώσσες είναι τα 
γλωσσικά ιδιώµατα κάποιων επαγγελµάτων, οι επαγγελµατικές δηλαδή αργκό,  και όλες οι 
εξειδικευµένες επιστηµονικές γλώσσες, όπως η γλώσσα των Μαθηµατικών, της Φυσικής, της 
Χηµείας, της Βιολογίας, της Πληροφορικής κ.τ.λ.. 

 

 
 

Κατά τη διάρκεια λοιπόν  της µαθητείας του ένας νέος έρχεται σε επαφή µε όλα αυτά 

τα είδη γλωσσών. Οι ειδικές γλώσσες της Αριθµητικής, της Γεωµετρίας, της Φυσικής, της 

Χηµείας, και της Βιολογίας, διαφέρουν αρχικά από τη φυσική γλώσσα µόνο ως προς το 

σύστηµα των σηµασιολογικών κανόνων. Το αρχικά αυτό έχει µια φυλογενετική και µια 

οντογενετική σκοπιά. Οι γλώσσες αυτές και όταν εµφανίστηκαν στο προσκήνιο της ιστορίας 

αλλά και όταν πρωτοεµφανίζονται στα µάτια του µαθητή, η διαφορά τους από την 

καθοµιλούµενη είναι µόνο ως προς το σύστηµα των σηµασιολογικών κανόνων. Αργότερα 

εφοδιάστηκαν και εφοδιάζονται και µε δικό τους αλφάβητο.  

Γλώσσες

Φυσικές Τεχνητές 

Καθοµιλούµενες Ειδικές 

Μαθηµατικη 
Γλώσσα 

Άλλη ΒιολογίαςΧηµείας Φυσικής 

Προγραµ- 
µατισµού 

Κώδικες Μηχανής 

Γλώσσες των 
Αριθµών 

Τυπική Μαθηµατική 
Γλώσσα 
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Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα της Ελληνικής Μαθηµατικής Γλώσσας, η οποία  

διαµορφώθηκε στις απαρχές της ως µια ειδική γλώσσα µέσα στα πλαίσια της 

καθοµιλουµένης, µε σταδιακές αλλαγές αρχικά στο σύστηµα των σηµασιολογικών κανόνων. 

Για τις νέες έννοιες που ερχόταν στο φως πλάθονταν και νέες λέξεις για να τις εκφράσουν. 

Τέτοια ήταν η πορεία όλων των εξειδικευµένων επιστηµονικών γλωσσών, όπως η γλώσσα 

της Φυσικής, της Χηµείας, της Βιολογίας, κ.τ.λ.. 

Η σχέση που τελικά διαµορφώνεται µεταξύ µιας ειδικής γλώσσας και της 

καθοµιλουµένης από την οποία προέρχεται είναι αµφίδροµη. Η ειδική γλώσσα είναι δυνατόν 

να επηρεάσει την καθοµιλουµένη και ως προς το λεξιλόγιο, πλουτίζοντάς το µε νέες λέξεις, 

και ως προς τη δοµή. Έτσι η ανάπτυξη της πολύ ειδικής γλώσσας των αριθµών και 

συγκεκριµένα η καθιέρωση και πλατιά χρήση ενός εύχρηστου αριθµητικού συστήµατος στην 

Αττική, µάλλον κατά το 402 π.Χ. [Mioni,1979,σ.55] που υιοθετήθηκε από τους Αθηναίους το 

Ιωνικό αλφάβητο για την καθοµιλουµένη,  οδήγησε στην οµαλοποίηση1 της καθοµιλουµένης 

σε σχέση µε την έκφραση της απαριθµήσιµης πολλαπλότητας και τη σταδιακή εγκατάλειψη 

του δυϊκού αριθµού. 

Οι τεχνητές γλώσσες, κατασκευασµένες από τον άνθρωπο για πολύ συγκεκριµένους 
σκοπούς και είναι πολύ φτωχές συγκρινόµενες µε τις φυσικές. ∆ιαθέτουν ιδιαίτερο 
αλφάβητο, ένα µικρό αριθµό από τυπικούς κανόνες σύνταξης, µε έναν τουλάχιστον 
αναδροµικό, ενώ η σηµασιολογία τους είναι αυστηρά οριοθετηµένη, δηλαδή η 
σηµασιολογική σχέση είναι αµφιµονοσήµαντη συνάρτηση. Τέτοιας φύσης είναι και 
ορισµένες γλώσσες µε φυσική προέλευση, όπως η τυπική µαθηµατική γλώσσα, και ιστορικά 
πριν απ’ όλες οι γλώσσες των αριθµών, δηλαδή τα αριθµητικά συστήµατα2. 

 

 
0.4 Ασκήσεις 
 

1. Το σύστηµα επικοινωνίας των πρώτων ασυρµάτων µε τα σήµατα µορς αποτελεί γλώσσα; 
Αν ναι ποιο το αλφάβητο, ποια η σύνταξη και ποια η σηµασιολογία; 

2. Η γλώσσα της οργανικής χηµείας για την ονοµατολογία των υδρογονανθράκων αποτελεί 
αυτοτελή γλώσσα; 

3. Περιγράψτε µια γλώσσα προγραµµατισµού και µια γλώσσα µηχανής. 

4. Τα σήµατα του κώδικα οδικής κυκλοφορίας αποτελούν γλώσσα; 

5. Αποτελούν γλώσσα το σύνολο των σηµάτων του οπτικού τηλέγραφου; 

 

                                                      
1 Από τους τέσσερις τρόπους έκφρασης της πληθικότητας, ενικό, δυϊκό, συλλογικό και πληθυντικό, 
παρέµειναν µόνο δύο ο ενικός και ο πληθυντικός. 
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Υπενθύµ ιση  από  τη  

Μαθηµατ ική  Λογική  

 

1. Προτασιακός λογισµός  

 

1.1  Η γλώσσα του προτασιακού λογισµού 

α) Το αλφάβητο 

Α=  {Α, Β, Γ,…, Α1, Α2,…,Β1, Β2,…}∪{¬, ∧, ∨, →, ↔,}∪{ (, ), ,} 

β) Η σύνταξη [ή αναδροµικός ορισµός των προτάσεων (Α.Ο.Π.)] περιέχει τρείς 

συντακτικούς κανόνες: 

Ε0:  Τα Α, Β, είναι προτάσεις. (Πρόκειται για τις ατοµικές, ή απλές, προτάσεις που 

λέγονται και προτασιακές µεταβλητές, ή προτασιακά σύµβολα) 

Ε1 :  Αν ρ και σ είναι προτάσεις τότε προτάσεις είναι και οι: 

(¬ρ), (ρ∧σ), (ρ∨σ), (ρ→σ), (ρ↔σ) 

Ε2 :  Προτάσεις είναι µόνο ότι κατασκευάζεται µε βάση το (Ε0) και το (Ε1). 

Παράδειγµα: Οι παρακάτω ακολουθίες συµβόλων από το αλφάβητο του προτασιακού 

λογισµού είναι προτάσεις: 

(¬Α),  

(Α∧(¬Α)) 

((Α↔Γ)→Γ) 

((Α↔Γ)→(Β∧Γ)) 

((Α↔Γ)→((¬∆)∨(Α∧Β))) 

((¬(¬(¬Α)))→Α

Ενώ δεν είναι προτάσεις οι ακολουθίες : 

(¬Α 

  ((Α↔Γ)→( Γ∧)) 

   (Α→∨) 

   (¬∧Α) 

 (∨) 

   ((Α↔Γ)→((¬)∨(Α∧Β))) 

Κάθε µοναδική εφαρµογή κάποιου από τους συντακτικούς κανόνες, ονοµάζεται 

(κατασκευαστικό) βήµα. 

Ο πιο πάνω ορισµός είναι ένας τυπικός επαγωγικός ορισµός για το σύνολο Π των προτάσεων 

του προτασιακού λογισµού. Τα δύο κατασκευαστικά βήµατα  είναι τα εξής: 

Βήµα 0 : Π0≔ {Α, Β, Γ,…, Α1, Α2, Α3,…,Β1, Β2,…, Γ1, Γ2,…,∆…} 

Το σύνολο αυτό περιέχει όλες τις προτασιακές μεταβλητές (ή προτασιακά σύμβολα) τα 
σύμβολα δηλαδή που προορίζονται για να συμβολίζουν τις απλούστερες δυνατές προτάσεις 
όπως: είναι µέρα, το δύο είναι άρτιος αριθµός, το τρία είναι διαιρέτης του έξη, κλπ 



ΜΕΡΟΣ Α΄                                                                                       ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΟΣ ΛΟΓΣΜΟΣ 
 

12 
 

 

Βήµα n+1 : Πn+1≔Πn∪Πn
+ 

Όπου οι προτάσεις Πn
+ κατασκευάζονται από τις ήδη κατασκευασµένες: 

Πn
+

 ≔{σ1� σ2 / σ1, σ2∈ Πn και �∈{ ∧, ∨, →, ↔}∪{¬σ/σ∈ Πn} 

Τελικά το σύνολο των προτάσεων του προτασιακού λογισµού δεν είναι άλλο από το 

Π≔U
∞

=
∏

0
0

n

 

Ο συνολικός αριθµός των βηµάτων που απαιτούνται για τη κατασκευή µιας πρότασης σ 

ονοµάζεται µήκος της πρότασης και συµβολίζεται l(σ). ∆ηλαδή: l: Π→Ν 

Έτσι:  

l(((Α↔Γ)→Γ))=2, 

l((Α∧(¬Α)))=2, 

l(((¬(¬(¬Α)))→Α)))=4. 

H διαδικασία κατασκευής µιας οποιασδήποτε πρότασης (η σύνταξής της) µπορεί να 

περιγραφεί από ένα διάγραµµα το συντακτικό δέντρο της πρότασης που για κάθε πρόταση 

είναι µοναδικό. 

Για παράδειγµα το συντακτικό δέντρο της ((Α↔Γ)→(Β∧Γ)) είναι 

((Α↔Γ)→(Β∧(¬Γ))) 

 

(Α↔Γ)                      (Β∧(¬Γ)) 

 

                                                 (¬Γ) 

 

                                          Α              Γ               Β                   Γ 

Το συντακτικό δέντρο µπορεί να αναπαρασταθεί και: 

Α        Γ       Β             Γ 

 

                                            (¬Γ) 

 

(Α↔Γ)                 (Β∧(¬Γ)) 

 

((Α↔Γ)→(Β∧Γ)), 
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Σχόλιο για το Συµβολισµό: 

 Όταν στη κατασκευή µιας  πρότασης σ συµµετέχουν κάποιες ατοµικές προτάσεις  οι 

Α, Β, Γ η πρόταση αυτή θα συµβολίζεται ως σ(Α,Β,Γ). 

Θεώρηµα (Αντικατάστασης προτάσεων) 

Έστω σ(Α1 , Α2 ,…ρ… Αn ) και τ  προτάσεις. Τότε και η σ( Α1 , Α2 ,…τ… Αn ) είναι 

πρόταση. 

Απόδειξη 

Θα αποδείξουµε το θεώρηµα αυτό µε επαγωγή στο µήκος των προτάσεων . 

i) Εάν η σ είναι προτασιακό σύµβολο, έστω το Α, τότε προφανώς το αποτέλεσµα της 

αντικατάστασης του Α από την τ  είναι πρόταση η τ. 

ii) (Υπόθεση της Επαγωγής) Έστω σ1(Α1 ,Α2 ,…ρ…Αn) και σ2(Α1,Α2,…ρ…Αn) δύο  

προτάσεις για τις οποίες ισχύει το θεώρηµα, τότε ισχύει και για τις  (¬σ1 ), (σ1∧σ2 ), 

(σ1∨σ2 ), (σ1→σ2 ) και (σ1↔σ2 ). 

Πράγµατι: 

α) Αφού η σ1(Α1 ,Α2 ,…τ…Αn) είναι πρόταση από την Υ.Ε. άρα και η 

(¬σ1(Α1,Α2,…τ…Αn)) είναι πρόταση σύµφωνα µε το ii του Α.Ο.Π.. 

β)  Επίσης αφού οι σ1(Α1 ,Α2 ,…τ…Αn) και σ2(Α1 ,Α2 ,…τ…Αn) είναι προτάσεις 

σύµφωνα µε την Υ.Ε. άρα και οι (σ1(Α1 ,Α2 ,…τ…Αn)*σ2(Α1 ,Α2 ,…τ…Αn)) όπου 

*∈{¬, ∨, ∧,→, ↔}, είναι προτάσεις σύµφωνα µε το ii του Α.Ο.Π.. 

γ) Η σηµασιολογία 

Το σύνολο των σηµασιών εδώ δεν είναι άλλο από το σύνολο µε δυο στοιχεία την 

αλήθεια (α, ή 1) και το ψέµα (ψ, ή 0). Η σηµασιολογική συνάρτηση υ, που λέγεται απονοµή 

αλήθειας, είναι µια συνάρτηση από το Π στο {0,1}: 

υ: Π→{0,1} 

σ: aυ(σ) 

που περιγράφεται από τον πίνακα αλήθειας ή αληθπίνακα: 
 

σ τ ¬σ σ∧τ σ∨τ σ→τ σ↔τ 

1 1 0 1 1 1 1 

1 0 0 0 1 0 0 

0 1 1 0 1 1 0 

0 0 1 0 0 1 1 
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Ορισµός:  

Έστω µια πρόταση σ(Α1 ,Α2 ,…,Αν). Η διατεταγµένη ν-άδα (ε1 ,ε2 ,…,εν) από 

αληθοτιµές (εi∈{1, 0})ονοµάζεται απονοµή τιµών στα προτασιακά σύµβολα της σ. 

 

Σχόλιο: Για την απλούστευση της γραφής Εγκαταλείπουµε τις εξωτερικές παρενθέσεις 

Θεωρούµε ότι η άρνηση ¬ έχει προτεραιότητα ως προς όλους τους άλλους συνδέσµους ενώ 

οι σύνδεσµοι ∧ και ∨ έχουν προτεραιότητα ως προς τους άλλους δύο διµελείς  συνδέσµους → 

και ↔. Κατά συνέπεια η πρόταση Α∧Β→Γ είναι η ((Α∧Β)→Γ) και όχι η (Α∧(Β→Γ)), καθώς 

και η Α∨Β↔Γ∧Α είναι η ((Α∨Β)↔(Γ∧Α)) και όχι η (Α∨(Β↔(Γ∧Α))), ούτε η   

(Α∨(Β↔Γ)∧Α) κτλ.. 

Παράδειγµα: Θα κατασκευάσουµε τώρα τον αληθοπίνακα των προτάσεων 

 (¬Α∧Β)→Α  και   ¬Β∧((Α∨¬Β)↔(Α∧Β)). 

 Οι συµβαλλόµενες προτάσεις είναι: Α, Β,¬Α, (¬Α∧Β), και Α, Β, ¬Β, (Α∨¬Β), (Α∧Β) 

αντίστοιχα. Για συντοµία θα κατασκευάσουµε και τους δύο αληθοπίνακες σε ένα: 

 

Α Β ¬Α ¬Β ¬Α∧Β Α∨¬Β Α∧Β (Α∨¬Β)↔(Α∧Β) (¬Α∧Β)→Α ¬Β∧((Α∨¬Β)↔(Α∧Β))

1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 

1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 

0  1 1 0 1 0 0 1 0 0 

0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 

 

Ορισµοί: 

i)  Αν µια εκτίµηση αλήθειας  (ή µια απονοµή τιµών στα προτασιακά σύµβολα µιας 

πρότασης) κάνει την πρόταση αληθινή, τότε λέµε ότι η συγκεκριµένη εκτίµηση αλήθειας 

επαληθεύει την πρόταση, ενώ όταν την κάνει ψευδή  λέµε  ότι την διαψεύδει. 

ii)  Αν για µια πρόταση υπάρχει µια εκτίµηση αλήθειας που την επαληθεύει, τότε η πρόταση 

λέγεται επαληθεύσιµη, ενώ αν για µια πρόταση υπάρχει µια εκτίµηση αλήθειας που την 

διαψεύδει, τότε η πρόταση λέγεται διαψεύσιµη.  

iii)  Αν µια πρόταση σ, για κάθε εκτίµηση αλήθειας (ή για κάθε απονοµή τιµών στα 

προτασιακά της σύµβολα)  παίρνει την  αληθοτιµή α λέγεται λογικά αληθής ή 

ταυτολογία και συµβολίζεται µε Τ (Με Τ θα συµβολίζουµε και το σύνολο των 

ταυτολογιών). 

iv)  Αν µια πρόταση σ, για κάθε εκτίµηση παίρνει την  αληθοτιµή 0 λέγεται λογικά ψευδής ή 

αντιλογία και συµβολίζεται µε ⊥ (Με ⊥ θα συµβολίζουµε και το σύνολο των 

αντιλογιών). 
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v)  Αν µια πρόταση δεν είναι ούτε ταυτολογία, ούτε αντιλογία, λέγεται ουδέτερη. 

vi)  ∆ύο προτάσεις σ1 και σ2 λέγονται λογικά ισοδύναµες αν και µόνο αν, για κάθε εκτίµηση 

αλήθειας  παίρνουν την ίδια αληθοτιµή, (έχουν δηλαδή τον ίδιο πίνακα αλήθειας). Θα 

χρησιµοποιούµε για τη σχέση αυτή το σύµβολο ≡, δηλαδή γράφουµε: σ1 ≡ σ2 

 

Σχόλιο: Στον προηγούµενο αληθοπίνακα έχουµε ότι: 

 (Α∨¬Β)↔(Α∧Β)≡Β                                                      (1)  

Αν στη σχέση (1) το σύµβολο ≡ αντικατασταθεί από το ↔ τότε γίνεται πρόταση και µάλιστα 

ταυτολογία : 

((Α∨¬Β)↔(Α∧Β))↔Β                                                 (2) 

Η διαφορά των (1) και (2) είναι ότι η (2) είναι µια πρόταση του λογισµού των 

προτάσεων κατασκευασµένη (γραµµένη) σύµφωνα µε τον αναδροµικό ορισµό των 

προτάσεων, ανήκει δηλαδή στη γλώσσα του προτασιακού λογισµού, στη γλώσσας δηλαδή 

που είναι αντικείµενο της µελέτης µας. Αντίθετα η (1) είναι ένας βολικός συµβολισµός για να 

συµβολίζουµε το γεγονός ότι οι προτάσεις ((Α∨¬Β)↔(Α∧Β)) και Β είναι λογικά ισοδύναµες. 

Πρόκειται για µια φράση της γλώσσας που χρησιµοποιούµε για να επικοινωνήσουµε και να 

συνεννοηθούµε µεταξύ µας, που τη λέµε µεταγλώσσα. 

 

1.2 Ιδιότητες των Συνδέσµων (ή Ορισµένες χρήσιµες λογικές 

ισοδυναµίες) 

Οι πέντε λογικοί σύνδεσµοι που δίνονται στο Αλφάβητο της γλώσσας µπορούν 

να θεωρηθούν ως εσωτερικές στο Π. Πράγµατι, ο ορισµός των προτάσεων µας 

εξασφαλίζει ότι το αποτέλεσµα της πράξης ανήκει στο Π, και µε βάση το 

προηγούµενο αληθοπίνακα προσδιορίζουµε µονοσήµαντα την αληθοτιµή της. Έτσι 

για τις παρακάτω ιδιότητες οι σύνδεσµοι θεωρούνται πράξεις:  

1. ¬¬Α≡Α  (ο νόµος της διπλής άρνησης) 

2. Α∧Α≡Α, Α∨Α≡Α                                                        (οι ∧, ∨ είναι ταυτοδύναµοι) 

3. Α∧Β≡Β∧Α, Α∨Β≡Β∨Α, Α↔Β≡Β↔Α          (οι ∧, ∨ και ↔ είναι αντιµεταθετικοί )  

4. (Α∧Β)∧Γ≡Α∧(Β∧Γ), (Α∨Β)∨Γ≡Α∨(Β∨Γ)       (προσαιτεριστικότητα του ∧ και του ∨) 

5. (Α∧Β)∨Γ≡(Α∨Γ)∧(Β∨Γ)                             (ο ∨ είναι επιµεριστικός ως προς τον ∧) 

6. (Α∨Β)∧Γ≡(Α∧Γ)∨(Β∧Γ)                            (ο ∧ είναι επιµεριστικός ως προς τον ∨) 

7. Α∧(Α∨Β)≡Α, Α∨(Α∧Β)≡Α                          (απορροφητικοί νόµοι ή απλοποίησης) 
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8. ¬(Α∧Β)≡¬Α∨¬Β , ¬(Α∨Β)≡¬Α∧¬Β                                   (οι νόµοι de Morgan) 

9. A→B≡¬Α∨Β                                   (έκφραση της συνεπαγωγής από τους ¬ και ∨) 

10. Α↔Β≡(Α→Β)∧(Β→Α)                    (έκφραση της ισοδυναµίας από τους → και ∧) 

11. A→B≡¬B→¬A                                               (ο νόµος της αντιθετοαντιστροφής) 

12. Α↔Β≡¬Α↔¬Β  

13. (¬Α∨Α)≡Τ 

14.  Α→Α≡Τ 

15. ¬Α∧Α≡ ⊥ 

Σχόλιο: Αν στις παραπάνω εκφράσεις το σύµβολο ≡ αντικατασταθεί από το ↔, τότε όλες οι 

εκφράσεις γίνονται προτάσεις και µάλιστα ταυτολογίες.  
 

Παράδειγµα: Θα αποδείξουµε, ως  παράδειγµα, την 11 και την 12 και αφήνουµε την 

απόδειξη των υπολοίπων στον αναγνώστη ως άσκηση. 
 

α) Για  τη  11:  A→B ≡¬Α∨Β                                                 από την (8) 

 ≡Β∨(¬Α)                                              από την (3) 

 ≡¬(¬Β)∨(¬Α)                                      από την (1) 

 ≡¬B→¬A                                             από την (8)  

 

β) Για  την 12:  Α↔Β ≡(Α→Β)∧(Β→Α)                                  από την (9) 

 ≡(¬Α∨Β)∧(¬Β∨Α)                                από την (8) 

 ≡(Β∨¬Α)∧(Α∨¬Β)                                από την (3) 

 ≡[(¬ (¬Β))∨(¬Α)]∧[(¬(¬Α))∨(¬Β)]     από την (1) 

 ≡[(¬Β)→(¬Α)]∧[(¬Α)→(¬Β)]              από την (8) 

 ≡(¬Α)↔(¬Β)                                         από την (9) 

Παράδειγµα: Να απλοποιηθούν οι παρακάτω προτάσεις: 

(i) (Α→(Β↔¬Α∨Β))∨Α 

(ii) (((Α→Β)∧(Β→Γ))→(Α→Γ))↔∆ 

Λύση 

(i) (Α→(Β↔¬Α∨Β))∨Α≡¬Α∨(Β↔¬Α∨Β)∨Α                         από (8) και (4) 

   ≡(¬Α∨Α)∨(Β↔¬Α∨Β)                      από (3) και (4) 

   ≡Τ∨(Β↔¬Α∨Β) ≡ Τ                           από την (13) 

(ii) (((Α→Β)∧(Β→Γ))→(Α→Γ))↔∆≡(¬((¬Α∨Β)∧(¬Β∨Γ))∨(¬Α∨Γ)) ↔∆          από  (9) 
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                                                             ≡((Α∧¬Β)∨(Β∧¬Γ)∨(¬Α∨Γ)) ↔∆              από  (8) 

         ≡(((Α∧¬Β)∨¬Α)∨((Β∧¬Γ) ∨Γ))) ↔∆         από  (9) 

         ≡((Α∨¬Α) ∧ (¬Β∨¬Α )∨(Β∨¬Γ) ∧(¬Γ∨Γ )) ↔∆  

         ≡((Τ∧ (¬Β∨¬Α ) )∨(Β∨¬Γ) ∧Τ))↔∆   

         ≡((¬Β∨¬Α)∨(Β∨¬Γ))↔∆ 

         ≡(¬Β∨¬Α∨Β∨¬Γ)↔∆ 

         ≡Τ↔∆≡∆ 

Σχόλιο:  Είναι φανερό ότι η σχέση ≡ στο Π είναι µια σχέση ισοδυναµίας. Ακόµα µπορούµε 

να ορίσουµε στο σύνολο πηλίκον મ ⁄ؠ  τις πράξεις ¬2, ∧2 και ∨2 , ως εξής: 

¬ଶ: મ ⁄ؠ ՜ મ ⁄ؠ  

¬2[σ]=[¬σ] 

∧ଶ: ሺમ ⁄ؠ ൈ મ ⁄ؠ ሻ՜ મ ⁄ؠ  

[σ]∧2[τ]=[σ∧τ] 

∨ଶ: ሺમ ⁄ؠ ൈ મ ⁄ؠ ሻ՜ મ ⁄ؠ  

[σ]∨2[τ]=[σ∨τ] 

Με τις πράξεις αυτές το મ ⁄ؠ  είναι µια άλγεβρα Boole, ή πιο χαλαρά το σύνολο των 

προτάσεων του προτασιακού λογισµού είναι µια άλγεβρα Boole. 

 

Σχόλιο: Από τις σχέσεις (9) και (10) είναι φανερό ότι, σε οποιαδήποτε πρόταση, οι 

σύνδεσµοι → και ↔ µπορούν να αντικατασταθούν. Με άλλα λόγια το σύνολο συνδέσµων 

{¬,∧,∨} είναι ένα επαρκές σύνολο συνδέσµων, και από τους νόµους de Morgan συνάγεται 

ότι και τα {¬,∨}, {¬,∧} είναι επαρκή.  

 

Σχόλιο: Τα σύνολα προτάσεων για τα οποία υπάρχει απονοµή τιµών που επαληθεύει όλες τις 

προτάσεις τους τα λέµε ικανοποιήσιµα. Κατά τη διαδικασία εξαγωγής συµπερασµάτων από 

υποθέσεις (ή από προκείµενες), ή όταν αποδεικνύουµε µια πρόταση µέσα στα πλαίσια µιας 

θεωρίας, ενδιαφέρον παρουσιάζουν µόνο οι περιπτώσεις που το σύνολο των προκείµενων 

(υποθέσεων), ή του συνόλου των προτάσεων της θεωρίας, είναι ένα ικανοποιήσιµο σύνολο. 

Αν δεν είναι ικανοποιήσιµο το σύνολο αυτό, τότε οποιαδήποτε πρόταση µπορεί να αποτελεί 

συµπέρασµα. Αυτός είναι και ο λόγος που απαιτείται η µη αντιφατικότητα για κάθε 

επιστηµονική θεωρία. 

Κατά τη διαδικασία εξαγωγής συµπερασµάτων, ακολουθούνται κάποια σχήµατα τα οποία 

έχουν εµπειρικά κατακτηθεί από τον άνθρωπο. Οι πρώτοι που εντόπισαν τα σχήµατα αυτά 

ήταν ο Αριστοτέλης (384 µε 322 π.Χ.), για αυτά του κατηγορηµατικού λογισµού, και ο 

Χρύσιππος (280 µε 206 π.Χ.) για τα σχήµατα του προτασιακού λογισµού. 
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1.3 Συµπερασµατικά σχήµατα 

Ορισµός: 

Έστω Σ ένα σύνολο προτάσεων και σ µια πρόταση. Η σ λέγεται συνέπεια του Σ 

(συµβολικά Σ⊨σ), αν και µόνο αν κάθε απονοµή τιµών που ικανοποιεί το Σ επαληθεύει και 

τη σ.  Το σύνολο των συνεπειών ενός συνόλου Σ συµβολίζεται Συν(Σ),. ∆ηλαδή: 

Συν(Σ)={τ/ Σ⊨τ} 

Θεώρηµα (Θεώρηµα του Χρύσιππου) 

Έστω σ, σ1, σ2 ,...σn προτάσεις:  {σ1,σ2 ,...σn  }⊨σ  αν και µόνο αν ⊨σ1 ∧σ2 ∧...∧σn →σ 

 

Ορισµένα συµπερασµατικά σχήµατα που συνήθως συναντάµε είναι τα εξής :    

 

Όνοµα Μορφή Παράδειγµα 

 
Σ1) Modus Ponens  α→β 

α 
β 

αν είναι µέρα τότε έχει φως 
είναι µέρα 
έχει φως 

 
Σ2) Modus Tollens α→β 

¬β 
¬α 

αν είναι µέρα τότε έχει φως 
∆εν έχει φως  
∆εν είναι µέρα 

 
Σ3) Υποθετικός 
Συλλογισµός 

α→β 
β→γ 
α→γ 

αν είναι µέρα τότε έχει φως 
αν έχει φως τότε ο Σωκράτης περιπατεί 

            αν είναι µέρα τότε ο Σωκράτης περιπατεί 

 
Σ4) ∆ιαζευκτικός 
Συλλογισµός 

α∨β 
¬α 
β 

είναι νύχτα ή έχουµε έκλειψη ηλίου 
∆εν είναι νύχτα 
έχουµε έκλειψη ηλίου 

 
Σ5)  Απλοποίηση α∧β 

α 

είναι νύχτα και έχουµε έκλειψη ηλίου 
είναι νύχτα  

 
Σ6)  Σύζευξη α 

β 
α∧β 

είναι µέρα 
πέφτει  δυνατή βροχή 
είναι µέρα  και  πέφτει δυνατή βροχή 

 
Σ7) Πρόσθεση α 

α∨β 

είναι µέρα 
είναι µέρα ή το φεγγάρι λάµπει δυνατά 
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Αξιοποιώντας το θεώρηµα του Χρύσιππου, τα παραπάνω σχήµατα µπορούν να γραφούν ως 

και εξής: 

Σ1) Modus Ponens:  { α→β, α}⊨β 

Σ2) Modus Tollens:  { α→β, ¬β}⊨ ¬α 

Σ3) Υποθετικός Συλλογισµός:  { α→β, β→γ}⊨ α→γ  

Σ4) ∆ιαζευκτικός Συλλογισµός: { α∨β,¬α}⊨β 

Σ5)  Απλοποίηση: { α∧β}⊨ α  

Σ6)  Σύζευξη: { α, β}⊨α∧β 

Σ7) Πρόσθεση: { α}⊨ α∨β 

 

Με τη βοήθεια των επτά αυτών σχηµάτων είναι δυνατόν να ελέγχονται επιχειρήµατα ως προς 

την ορθότητά τους. Τα βήµατα της διαδικασίας αυτής έχουν ως εξής: 

1) Εντοπίζουµε τις ατοµικές προτάσεις και τις συµβολίζουµε µε προτασιακές 

µεταβλητές. 

2) Εντοπίζουµε τους λογικούς συνδέσµους σε κάθε σύνθετη πρόταση του κειµένου 

γράφουµε µια αντίστοιχη στη γλώσσα του προτασιακού λογισµού. 

3) Καταστρώνουµε το συµπερασµατικό σχήµα εντοπίζοντας τις προκείµενες και το 

συµπέρασµα. 

4) Μετασχηµατίζουµε το σύνολο των προκείµενων µε τη βοήθεια των συµπάρω-

σµατικών σχηµάτων και άλλων ενδεχοµένως ταυτολογιών, µέχρι να φτάσουµε στο 

συµπέρασµα. 

Παράδειγµα: Στο διάλογο Παρµενίδης ο Πλάτωνας εκθέτει ένα επιχείρηµα υπέρ της άποψης 

ότι τα αισθητά (δηλαδή υλικά) πράγµατα δεν µετέχουν των ιδεών, ως εξής: 

«Εάν τα αισθητά µετέχουν στις ιδέες, τότε είτε ολόκληρη η ιδέα αφοµοιώνεται από τα αισθητά 

είτε ένα µέρος αυτής. Και εάν ένα µέρος της ιδέας αφοµοιώνεται, τότε η ιδέα διαιρείται. Εάν 

ολόκληρη η ιδέα αφοµοιώνεται τότε τα τότε η ιδέα αφήνει την υπόστασή της. Αλλά οι ιδέες ούτε 

διαιρούνται ούτε αφήνουν την υπόστασή τους. Άρα τα αισθητά δεν µετέχουν στις ιδέες.» 

 

Εντοπίζουµε τις ατοµικές προτάσεις: 

τα αισθητά µετέχουν στις ιδέες: Α 

ολόκληρη η ιδέα αφοµοιώνεται από τα αισθητά: Β 

ένα µέρος αυτής αφοµοιώνεται από τα αισθητά: Γ 

η ιδέα διαιρείται: ∆ 
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η ιδέα αφήνει την υπόστασή της: Ε 

Εντοπίζουµε τους λογικούς συνδέσµους και καταγράφουµε τις σύνθετες προτάσεις: 

Α→Β∨Γ 
Γ→∆ 
Β→Ε 
¬∆∧¬Ε 
¬Α 

 

Ελέγχουµε το σχήµα: Αξιοποιώντας το νόµο της αντιθετοαντιστροφής, το σχήµα γίνεται: 

Α→Β∨Γ                                                                         ¬∆ →¬Γ              ¬Ε→¬Β                   
¬∆ →¬Γ   όµως  ¬∆ ∧¬Ε      και  ¬∆ ∧¬Ε     οπότε        ¬∆           και         ¬Ε 
¬Ε→¬Β                  ¬∆                      ¬Ε                          ¬Γ                         ¬Β                   
 ¬∆ ∧¬Ε    
    ¬Α 
Τα δύο τελευταία δίνουν (¬Β∧¬Γ)  άρα το σχήµα, αν εφαρµόσουµε αντιθετοαντιστροφή στη 

πρώτη πρόταση γίνεται:                                          

(¬Β∧¬Γ)→ ¬Α 
(¬Β∧¬Γ) 

¬Α 
Που είναι το Σ1 (Modus Ponens). Άρα το επιχείρηµα είναι ορθό. 

 

1.4 Ασκήσεις  

1) Στις ιδιότητες  των λογικών συνδέσµων που δίνονται στην παράγραφο 1.2, 

αντικαταστήστε το σύµβολο ≡ από το ↔ και αποδείξτε ότι όλες οι προτάσεις που 

προκύπτουν είναι ταυτολογίες. 

  

2) Εξετάστε κάθε µια από τις παρακάτω προτάσεις και απαντήστε αν είναι ταυτολογία 

αντιλογία ή ουδέτερη. 

i)  (A∨B)↔(¬A→B) 

ii)  (A∧B)↔¬(A→¬B) 

iii)  (A∨B)↔((A→B)→B 

iv)  (Α∧(¬Α∨Β))↔Α 

v)        (Α→(Β→Α))→(Β∧¬Β) 

vi)         ¬Α→(Α→Β) 

vii)  (Α∨(¬Α∧Β))↔(Α∨Β) 

3 ) Εξετάστε κάθε µια από τις παρακάτω προτάσεις και απαντήστε αν είναι ταυτολογία 

αντιλογία ή ουδέτερη.  

i)  A1∨ (A2∨ (A3∨(... An )))≡ (A1∨ A2∨ A3∨... An ) 

ii)  A1∧ (A2∧ (A3∧(... An )))≡( A1∧ A2∧ A3∧... An) 

iii) (Α→Β)→Γ≡Α→(Β→Γ) (είναι προσεταιριστική η → ως πράξη;) 

iv) (Α↔Β)↔Γ≡Α↔(Β↔Γ) (είναι προσεταιριστική η ↔ ως πράξη;) 

 

4. ∆είξτε, µε όλους τους δυνατούς τρόπους που διαθέτετε, ότι η παρακάτω προτάσεις  είναι 
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Ταυτολογίες: 

i) (Α∨Β)↔(¬Α→Β) 

ii) (Α∧Β)↔¬(Α→¬Β) 

iii) (Α∨Β)↔((Α→Β)→Β) 

iv) (Α∧(Α∨Β))↔Α 

v) (Α∨(Α∧Β))↔Α 

vi) (Α∨(¬Α∧Β))↔(Α∨Β) 

vii) (Α∧(¬Α∨Β))↔(Α∧Β) 

viii) ¬Α→(¬Β↔(Β→Α)) 

ix) (¬Α→Α)→Α 

x) ¬Α→(Α→Β) 

xi) Α∨(Α→Β) 

xii) (Α→Β)∨(Γ→Α) 

xiii) (Α→Β)∨(¬Α→Β) 

 
5.Εξετάστε ποιος λογικός σύνδεσµος είναι κριµένος στη φράση:  

«Αν ένας αριθµός είναι άρτιος και το τετράγωνό του είναι άρτιο, αν δεν είναι ούτε το 

τετράγωνο του είναι» 

6. ∆ίδονται οι εκφωνήσεις δύο αποφάνσεων ως εξής: 

Α: Αν οι διχοτόµοι δύο γωνιών ενός τριγώνου είναι ίσες, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

Β: Αν ένα τρίγωνο δεν είναι ισοσκελές, τότε δεν διαθέτει ίσες διχοτόµους δύο γωνιών του. 

i) Βλέπετε κάποια σχέση µεταξύ των δύο αυτών διατυπώσεων; 

ii) Αποτελούν οι δύο αποφάνσεις διατυπώσεις ισοδύναµων θεωρηµάτων; (αν 

δηλαδή αποδείξουµε το ένα έχουµε και την απόδειξη του άλλου;) 

7. ∆ίδεται η εκφώνηση: 

Α: Εάν η µία από τις βάσεις ενός τραπεζίου είναι διπλάσια της άλλης, τότε η διάµεσός του 

τριχοτοµείται από τις διαγώνιές του.  

i. Ακολουθώντας τον κανόνα που έχετε διαπιστώσει στην προηγούµενη άσκηση (6) 

διατυπώστε την εκφώνηση που αντιστοιχεί στο Β. 

ii. Αποδείξτε το θεώρηµα και στις δύο εκδοχές τους και καταγράψτε τα µεθοδολογικά 

σας συµπεράσµατα. 

8. ∆ίδεται η εκφώνηση: 
Αν ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο, τότε οι απέναντι γωνίες του είναι 

παραπληρωµατικές, αν δεν είναι εγγράψιµο τότε οι απέναντι γωνίες του δεν είναι 

παραπληρωµατικές. 

i. Αναδιατυπώστε αυτή την εκφώνηση σε µια όσο το δυνατόν πιο κοµψή 

(συνεπτυγµένη) µορφή. 

ii. Βρείτε µια άλλη διατύπωση σύµφωνα µε τη λογική ισοδυναµία: Α↔Β≡¬Α↔¬Β  

9. Ελέγξτε, ως προς την ορθότητά τους παρακάτω συλλογισµούς: 

i. Εάν ένας αριθµός είναι άρτιος, τότε και το τετράγωνό του είναι άρτιο. Ένας αριθµός είναι 

ή άρτιος ή περιττός. Το τετράγωνο του α δεν είναι άρτιος. Άρα ο α είναι περιττός. 
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ii. Εάν η τιµή των µετοχών του πετρελαίου πέσει ή οι πετρελαϊκές επιχειρήσεις αποτύχουν, 

τότε ο Γιώργος ή θα πτωχεύσει ή θα αυτοκτονήσει. Εάν οι πετρελαϊκές επιχειρήσεις 

αποτύχουν ή ο Γιώργος πτωχεύσει, τότε θα υπάρξει δικαστική δίωξη. ∆εν θα υπάρξει 

δικαστική δίωξη. Η τιµή των µετοχών του πετρελαίου θα πέσει. Άρα ο Γιώργος θα 

αυτοκτονήσει. 

 
iii. Αν διαβάζεις αυτό το βιβλίο, τότε αν το βιβλίο συµφωνεί µε την Αγία Γραφή, χάνεις τον 

χρόνο σου.Αν διαβάζεις αυτό το βιβλίο, τότε εάν το βιβλίο δε συµφωνεί µε την Αγία Γραφή, 

αµαρτάνεις.Αν χάνεις το χρόνο σου, τότε αµαρτάνεις.;Άρα αν διαβάζεις αυτό το βιβλίο, 

τότε αµαρτάνεις. 

 
iv. Αν η αγάπη είναι τυφλή τότε ο δικαστικός είναι πληρωµένος.  Όµως η αγάπη είναι τυφλή ή 

ο κυβερνήτης λέει ψέµατα. Αν αληθεύει ότι δικαστικός είναι πληρωµένος. Άρα ο 

κυβερνήτης λέει ψέµατα 

 
v. Εάν δεν αποκαλυφθεί το έγκληµα φταίει ο ανακριτής. Εάν φταίει ο ανακριτής, πρέπει να 

απαλλαγεί από τα καθήκοντά του. Άρα εάν αποκαλυφθεί το έγκληµα, ο ανακριτής δεν 

πρέπει να απαλλαγεί από τα καθήκοντά του. 

 
vi. Αποδείξτε ότι: α) {Α∨Β, Β→Γ, ¬Γ}⊨ Α,  β) {Α→Β∨Γ, ¬Γ}⊨ Α→Β 
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3 Κατηγορηµατικός λογισµός 

 

3.1  Η γλώσσα του κατηγορικού λογισµού 
Το αλφάβητο 

Τρία είδη συµβόλων αποτελούν το αλφάβητο της γλώσσας του κατηγορικού λογισµού: 

i) Τα λογικά σύµβολα: 

α) Τα σύµβολα µεταβλητών x, y, z,...,x1, y1, z1,...,x2,... 

β)  Τα σύµβολα των λογικών συνδέσµων, ¬, ∧, ∨, →, ↔. 

γ)  Τα σύµβολα για τον καθολικό και για τον υπαρξιακό ποσοδείκτη: ∀, και ∃. 

δ)  Τα σύµβολα, παρένθεση που ανοίγει παρένθεση που κλείνει και το κόµµα, για την 

στίξη: (, ), ,. 

ii) Τα µη λογικά σύµβολα: 

α) Τα σύµβολα κατηγορηµάτων: P, Q, R, ... P1, Q1, R1,...P2, Q2, R2,... 

β) Tα σύµβολα των συναρτήσεων: f, g, h,… f1, h1, g1,..., f2, h2, g2,... 

γ)  Τα σύµβολα σταθερών: a, b, c,...a1,b1,c1,...,a2, b2, c2,... 

 

Η σύνταξη [ή αναδροµικός ορισµός των όρων και των τύπων] 

Οι συντακτικοί κανόνες της γλώσσας του κατηγορηµατικού λογισµού παράγουν δύο 

κατηγορίες από φράσεις Φ, τους όρους και τους τύπους. Το σύνολο των όρων θα το 

συµβολίζουµε µε Ο και το σύνολο των τύπων µε  .Τ ∆ηλαδή Φ= Ο ∪ Τ 

i) Ορισµός των όρων: 

Ο1) Τα σύµβολα µεταβλητών και τα σύµβολα σταθερών είναι όροι. 

Ο2) Εάν f είναι ένα σύµβολο συνάρτησης n µεταβλητών (ή θέσεων) και t1,t2,...,tn είναι 

όροι, τότε και η ακολουθία f(t1,t2,...,tn) είναι όρος. 

ii) Ορισµός των τύπων: 

Τ0) Ονοµάζουµε ατοµικό τύπο (ή απλά άτοµο) κάθε ακολουθία της µορφής 

Ρ(t1,t2,...,tn), όπου Ρ είναι ένα σύµβολο κατηγορήµατος n θέσεων και t1,t2,...,tn είναι 

όροι. 

Τ1) Οι ατοµικοί τύποι είναι τύποι. 

Τ2) Αν φ και ρ είναι τύποι τότε τύποι είναι και οι ακολουθίες: 

(¬φ), (φ∧ρ), (φ∨ρ), (φ→ρ), (φ↔ρ) 

Τ3) Αν x είναι ένα σύµβολο µεταβλητής και φ ένας τύπος, τότε τύπος είναι και η 

ακολουθίες  ∀x,φ και ∃x,φ (ή (∀x)φ και (∃x)φ). 

Τ4) Τύποι είναι µόνο ότι παράγεται από τους Τ1, Τ2 και Τ3. 
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Η σηµασιολογία 

 Όπως είπαµε και σε προηγούµενο κεφάλαιο, µια γλώσσα διαµορφώνεται ιστορικά κάτω από 

την ανάγκη της επικοινωνίας. Η γλώσσα της λογικής των κατηγορηµάτων δεν ξεφεύγει από 

αυτί το κανόνα.  Ο σκοπός τον οποίο υπηρετεί δεν είναι άλλος από το να αποτελέσει 

εργαλείο, επικοινωνία, στοχασµού και βεβαίως διατύπωσης, των µαθηµατικών θεωριών.  

Έτσι από τις δύο κατηγορίες από φράσεις διαθέτει, οι µεν όροι είναι κατάλληλοι για να 

αποτελέσουν ονόµατα κάποιων αντικειµένων, σταθερών ή µεταβλητών, και οι τύποι είναι 

κατάλληλοι για να δηλώσουν κάποιες ιδιότητες, γενικά κάποια µαθηµατικά γεγονότα, 

πραγµατοποιούµενα ή όχι.  

 Το πρόβληµα λοιπόν της σηµασιολογίας της γλώσσας του λογισµού των κατηγορηµάτων, 

καθώς και το πρόβληµα της αλήθειας, τίθενται µε εντελώς διαφορετικούς όρους απ’ ότι στον 

προτασιακό λογισµό.  

 

• Οι όροι θα αποτελέσουν τα ονόµατα των µαθηµατικών αντικειµένων µε τα οποία 

ασχολείται η θεωρία την οποία διατυπώνουµε. Τα ονόµατα δηλαδή των στοιχείων του 

σύµπαντος στο οποίο αναφέρεται  θεωρία 

• Οι τύποι αποτελούν τις (αποφαντικές) φράσεις οι οποίες δηλώνουν τα µαθηµατικά 

γεγονότα που συµβαίνουν, ή όχι, στο σύµπαν της θεωρίας.     

Το σύστηµα αυτό δεν αποτελεί γλώσσα, παραµένει ένα τυπικό σύστηµα χωρίς 

εκφραστικές δυνατότητες, αν δεν συµπληρωθεί µε ένα σύστηµα σηµασιολογικών 

κανόνων. Με άλλα λόγια αν δεν αποδοθεί σηµασία στα µη λογικά της σύµβολα, γιατί 

τα λογικά σύµβολα διατηρούν τη σηµασία που έχουν στον προτασιακό λογισµό. Η 

σηµασία αυτή εξαρτάται από τη µαθηµατική δοµή η οποία χρειάζεται να περιγραφεί 

και να µελετηθεί. Με τον ορισµό του συστήµατος των σηµασιολογικών κανόνων το 

σύνολο των όρων Ο θα γίνει το σύνολο των ονοµάτων των µαθηµατικών 

αντικειµένων που αποτελούν το βασικό σύνολο της δοµής, ενώ το σύνολο T θα είναι 

το σύνολο των φράσεων που θα εκφράζουν τα µαθηµατικά γεγονότα που συµβαίνουν 

ή όχι στη συγκεκριµένη δοµή. Το σύνολο Ο  είναι ελάχιστο από συντακτική µόνο  

σκοπιά. Οι φράσεις της µορφής  t1 = t2 µε t1 , t2 ∈ Ο  δηλώνουν ότι οι όροι t1 , t2 

αποτελούν διαφορετικά ονόµατα για το ίδιο µαθηµατικό αντικείµενο.  

 

Ας δούµε κάποια παραδείγµατα από τη γλώσσα των φυσικών αριθµών: 
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Ας  υποθέσουµε ότι τα σύµβολα µεταβλητών x, y, z, .... συµβολίζουν φυσικούς αριθµούς, ότι 

τα σύµβολα συναρτήσεων +, , είναι οι γνωστές µας πράξεις της πρόσθεσης και του 

πολλαπλασιασµού, ενώ τα σύµβολα των κατηγορηµάτων  =  και   ≤  είναι οι γνωστές µας 

σχέσεις της ισότητας και της διάταξης αντίστοιχα. Επίσης τα σύµβολα σταθερών 0, 1, 2, 3,… 

αποτελούν τα ονόµατα των στοιχείων του ℕ. 

Με αυτό το περιεχόµενο των συµβόλων οι παρακάτω ακολουθίες είναι όροι που αποτελούν 

ονόµατα στοιχείων του ℕ, σταθερών ή µεταβλητών: x, x y, (ή xy), x+2y, x(2y+3z), 

0(x+12y), 23(z+y)+2(x+3y13),  x2+y2, (x2)3  κτλ. O  2x2 είναι ο x υψωµένος στο τετράγωνο 

και πολλαπλασιασµένος µε το 2 ενώ ο (2x)2 είναι ο x πολλαπλασιασµένος µε το 2 και 

υψωµένος στο τετράγωνο.  

Οι παρακάτω ακολουθίες είναι τύποι: 

1. x = y 

2. x≤13 

3. (∀x)[x≤13] 

4. (∃x)[x≤13] 

5. x(2y+z)≤1 

6. (∃z)[x(2y+z)≤1] 

7. (∀x)[0≤x] 

8.  (∃x)[ x ≤0] 

9.  (∃x)[3x+1=7], 

10. (∀x)[ 3x+1=7],  

11. (∀x)[x≤x], 

12. (∀x)(∀y)[(x<y)∨(y<x)∨(x=y)],  

13. (∀x)(∀y)(∀z)[(x≤y)∧(y≤z)→(x≤z)] 

 

Ο τύπος (1) λέει ότι τα σύµβολα µεταβλητών x και y αποτελούν δύο διαφορετικά ονόµατα 

για το ίδιο µαθηµατικό αντικείµενο, που εδώ είναι ένας φυσικός αριθµός. ∆εν µπορούµε να 

αποφανθούµε αν είναι αλήθεια ή όχι. 

Ο (2) λέει ότι ο x είναι µικρότερος από τον 13. ∆εν µπορούµε να αποφανθούµε αν είναι 

αλήθεια ή όχι, είναι άγνωστο αν η x δεν πάρει συγκεκριµένη τιµή. 

Ο (3) λέει ότι όλοι οι αριθµοί είναι µικρότεροι από τον 13, που είναι ψέµα. 

Ο (4) λέει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας φυσικός αριθµός µικρότερος από τον 13, που είναι 

αλήθεια.  
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Ο (5) ότι x=0, ή x=1 και y=0 και z=1, ή x=1 και y=0 και z=0. Άγνωστο. 

Για τον (6) επίσης δεν µπορούµε να απαντήσουµε αν δεν πάρουν τιµές το x και το y. 

Ο (7) ότι όλοι οι αριθµοί είναι µεγαλύτεροι ή ίσοι µε το 0. Αλήθεια. 

Ο (8) ότι υπάρχει φυσικός αριθµός µικρότερος ή ίσος µε το 0, που είναι αλήθεια, είναι το 0. 

Η (9) ότι η εξίσωση 3x+1=7 έχει λύση στους φυσικούς αριθµούς, που είναι αλήθεια. 

Η (10) ότι η εξίσωση 3x+1=7 είναι αόριστη στους φυσικούς αριθµούς, που είναι ψέµα. 

Η (11) ότι η σχέση ≤ είναι αυτοπαθητική. 

Η (12) ότι όλοι οι φυσικοί αριθµοί είναι συγκρίσιµοι µεταξύ τους.  

Η (13) ότι η σχέση ≤ είναι µεταβατική. 

 

Ας δούµε ακόµα κάποια  παραδείγµατα από την Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

Εισάγουµε τα σύµβολα κατηγορηµάτων µιας θέσης:  

Σ(x) ≡ «Το x είναι σηµείο» 

E(x)≡ «Το x είναι ευθεία» 

και τα σύµβολα κατηγορηµάτων δύο θέσεων: 

Π(x,y) ≡ «η x είναι παράλληλη στην y»  

Κ(x,y) ≡ «η x είναι κάθετη στην y » 

Τα κατηγορήµατα δύο θέσεων πληρούν τις παρακάτω ιδιότητες: 

12. (∀x)[E(x)→Π(x,x)] 

13. (∀x)(∀y)[E(x)∧E(y)→(Π(x,y)→Π(y,x))] 

14. (∀x)(∀y)(∀z)[E(x)∧E(y)∧E(z)→(Π(x,y)∧Π(y,z)→Π(x,z))] 

Αν συµφωνήσουµε ότι τα x, y, z συµβολίζουν ευθείες τότε η γραφή απλουστεύεται ως εξής: 

15. (∀x)[Π(x,x)] 

16. (∀x)(∀y)[Π(x,y)→Π(y,x)] 

17. (∀x)(∀y)(∀z)[Π(x,y)∧Π(y,z)→Π(x,z)] 

Με τους τύπους αυτούς αληθείς η σχέση που συµβολίζεται από το κατηγόρηµα δύο θέσεων Π 

δηλώνει τη γνωστή µας παραλληλία που είναι µια σχέση ισοδυναµίας.  

Ανάλογα για το Κ, αν οι παρακάτω τύποι δηλώνουν κάτι το αληθές  

18. (∀x)[¬Κ(x,x)] 

19. (∀x)(∀y)[Κ(x,y)→Κ(y,x)] 

20. (∀x)(∀y)(∀z)[Κ(x,z)∧K(y,z)→Π(x,y)] 

τότε το κατηγόρηµα δύο θέσεων Κ δηλώνει τη γνωστή µας σχέση της καθετότητας. 

Πράγµατι η (1) λέει ότι η Κ είναι αντιαυτοπαθητική σχέση, η (2) ότι είναι συµµετρική, ενώ η 

(3) αποτελεί διατύπωση σε τυπική γλώσσα (είναι συνώνυµη)  του γνωστού µας θεωρήµατος 

«αν δύο ευθείες είναι κάθετες σε µια οποιαδήποτε τρίτη τότε είναι µεταξύ τους παράλληλες». 
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Επίσης η 

21. (∀x)(∀y)[Σ(x)∧E(y)∧x∉y→(∃z)[E(z)∧x∈z∧Π(y,z)]] 

είναι συνώνυµη της «Από ένα σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µια µόνο παράλληλος προς την 

ευθεία αυτή» 
 
3.2  Ελεύθερες και δεσµευµένες µεταβλητές 
 
Ορισµός 

Ονοµάζουµε εµφάνιση µιας µεταβλητής x σε µια φράση Φ, κάθε θέση της Φ κατειληµµένη 

από τη µεταβλητή x, εκτός από αυτές που έπονται των συµβόλων ποσοδεικτών ∀ και ∃. 

 
Για παράδειγµα η x στον 18 έχει δύο εµφανίσεις, στον 21 έχει 3 και στους 4, 5, 6, 7, ,και 8 
έχει µία. 
 
Ορισµός 

Ορίζουµε τις ελεύθερες εµφανίσεις µιας µεταβλητής x µέσα σε ένα τύπο Τ ακολουθώντας 

τον ορισµό των τύπων: 

• Όλες οι εµφανίσεις της x µέσα σε ένας ατοµικό τύπο είναι ελεύθερες. 

• Οι ελεύθερες εµφανίσεις της x στον τύπο ¬φ, είναι αυτές της x στον φ. 

• Οι ελεύθερες εµφανίσεις της x στους φ∧ρ, φ∨ρ, φ→ρ και φ↔ρ, είναι αυτές της x στους φ 

και ρ. 

• Οι ελεύθερες εµφανίσεις της x στον τύπο (∀y)φ και στον (∃y)φ, (µε x≠y) είναι αυτές της 

x στον φ. 

• Η x δεν έχει καµιά ελεύθερη εµφάνιση στους (∀x)φ και (∃x)φ 

Μια εµφάνιση που δεν είναι ελεύθερη λέγεται δεσµευµένη. 
 
Παράδειγµα 

Στον   (∀y)[Σ(x)∧E(y)∧x∉y→(∃z)[E(z)∧x∈z∧Π(y,z)]] η x διαθέτει 3 ελεύθερες εµφανίσεις 

ενώ οι  y και z καµιά. 
 

Ορισµός 

Μια µεταβλητή λέγεται ελεύθερη σε µια φράση αν έχει µια τουλάχιστον ελεύθερη εµφάνιση. 

Αν  όλες οι εµφανίσεις είναι δεσµευµένες η µεταβλητή λέγεται δεσµευµένη. 

 
Σχόλιο 

Από το Τ3 του ορισµού των τύπων συνάγεται ότι οι δύο ποσοδείκτες, ο καθολικός ∀ και ο 

υπαρξιακός ∃, δεν εµφανίζονται ποτέ µόνοι τους αλλά µέσα στα συντάγµατα ∀x και ∃x, τα 

οποία ακολουθούνται πάντα από κάποιο τύπο: (∀x)φ και (∃x)φ. Ο τύπος αυτός πάνω στον 
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οποίο εφαρµόζεται τα συντάγµατα ∀x και ∃x, ως λογικογλωσσικοί τελεστές, λέγεται πεδίο 

(επιρροής, δράσης) ή εµβέλεια του ∀x και ∃x αντίστοιχα. 

Στις παρακάτω φράσεις τα υπογραµµισµένα µέρη είναι τα πεδία των ποσοδεικτών: 

(∀x)[ 3x+1=7]          (Πεδίο του (∀x)) 

(∀x)[x≤x]                 (Πεδίο του (∀x)) 

(∀x)(∀y)[(x<y)∨(y<x)∨(x=y)]               (Πεδίο του (∀y)) 

(∀x)(∀y)(∀z)[(x≤y)∧(y≤z)→(x≤z)]       (Πεδίο του (∀z)) 

(∀x)(∀y)[Σ(x)∧E(y)∧x∉y→(∃z)[E(z)∧x∈z∧Π(y,z)]]      (Πεδίο του (∀z)) 

Έτσι η εµφάνιση µιας µεταβλητής x σ’ ένα τύπο είναι δεσµευµένη µόνο στην περίπτωση που 

η  µεταβλητή αυτή  είναι µέσα στο πεδίο, ή την εµβέλεια του ∀x ή του ∃x.  

 

Ορισµός  
Ένας τύπος χωρίς ελεύθερες µεταβλητές λέγεται κλειστός τύπος και είναι πρόταση. 
 

Στους παραπάνω τύπους οι 1,2,5 και 6 υπάρχουν ελεύθερε µεταβλητές, κανείς λοιπόν απ’ 

αυτούς δεν είναι πρόταση και γι’ αυτό αδυνατούµε να απαντήσουµε αν είναι αλήθεια ή όχι. 

Αντίθετα στους υπόλοιπους όλες οι µεταβλητές είναι δεσµευµένες. Είναι λοιπόν προτάσεις 

και γι’ αυτό µπορούµε να απαντήσουµε αν αυτό που λέει είναι αλήθεια ή όχι.  

 

Σχόλιο: 

 Υπάρχουν δύο τρόποι για να απαλλαγεί ένας τύπος από τις ελεύθερε µεταβλητές. Ο ένας 
είναι να αντικατασταθούν 
 
Σχόλιο 

Έστω φ(x1,x2,…xn ) ένας τύπος µε  τις µεταβλητές (x1,x2,…xn ) ελεύθερες. Τότε ο 

(∀x1)∀x2)…(∀xn ) φ(x1,x2,…xn ), καθώς και ο (∃x1)∃x2)…(∃xn ) φ(x1,x2,…xn ),  είναι 

κλειστός, δηλαδή µια πρόταση. 

Η πράξη αυτή της δέσµευσης των µεταβλητών, µέσω της οποίας περνάµε από την Ρ(x) στην 

(∀x)P(x) λέγεται καθολική ποσόδειξη, καθώς επίσης αυτή µέσω της οποίας περνάµε στον 

(∃x)P(x) λέγεται υπαρξιακή ποσόδειξη. Οι ποσοδείξεις λοιπόν είναι πράξεις µονοµελείς 

όπως και η άρνηση, ή µιας θέσης, η οποία καταλαµβάνεται από έναν τύπο. 

Ορισµός 

Έστω ℒ µια γλώσσα και M  ένα µοντέλο της. Για κάθε πρόταση σ∈ℒ, λέµε ότι η M 

αποτελεί µοντέλο  της  ή ότι το M επαληθεύει την πρόταση, αν και µόνο αν M⊨σ. 

Όταν η πρόταση είναι ψευδής µέσα στο µοντέλο (ή την ερµηνεία) (M⊨¬σ) λέµε  ότι το 

µοντέλο (ή η ερµηνεία)  την διαψεύδει. 
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Ορισµός 

Το σύνολο των προτάσεων της ℒ που έχουν το M ως  µοντέλο, το λέµε θεωρία του M, και 

το συµβολίζουµε Θ(M): 

Θ(M)= {σ/M ⊨σ} 

Ορισµός 

Μια πρόταση σ∈ℒ, λέγεται λογικά αληθής (συµβολισµός ⊨σ) αν και µόνο αν 

επαληθεύεται από κάθε µοντέλο (ή ερµηνεία) της ℒ.  

 

Ορισµός: 

Αν µια πρόταση σ∈ℒ δεν έχει µοντέλο, (ή δεν επαληθεύεται από καµιά ερµηνεία) 

λέγεται λογικά ψευδής. 

  

3.3 Χαρακτηριστικές Ιδιότητες στη χρήση των ποσοδεικτών: 
 

1. Η Άρνηση των Ποσοδεικτών (ή Γενικευµένοι νόµοι de Morgan) 

a) ¬(∀x)φ(x)↔(∃x)¬φ(x) 

b) ¬(∃x)φ(x)↔(∀x)¬φ(x) 

     (Κάθε ποσοδείκτης λοιπόν µπορεί να οριστεί από τον άλλο και την άρνηση) 

 

2. Επιµεριστικότητα 

i) (∀x)[φ(x)∧σ(x)]↔(∀x) φ(x)∧ (∀x) σ(x) 

ii) (∃x)[φ(x)∨σ(x)]↔(∃x) φ(x)∨(∃x) σ(x) 

iii) (∀x)φ(x)∨(∀x) σ(x) → (∀x)[φ(x)∨σ(x)]  

iv) (∃x)[φ(x)∧σ(x)]→(∃x)φ(x)∧(∃x) σ(x) 

 

3. Οι νόµοι της ανεξαρτησίας των ποσοδεικτών: 

a) (∀x)(∀y)φ(x,y)↔(∀y)(∀x)φ(x,y) 

b) (∃x)(∃y)φ(x,y)↔(∃y)(∃x)φ(x,y) 

c) (∃x)(∀y)φ(x,y)→(∀y)(∃x)φ(x,y) 

 

4. Ο κανόνας αντικατάστασης των δεσµευµένων µεταβλητών. 

Μπορούµε σ’ έναν τύπο φ να αντικαθιστούµε το όνοµα µιας δεσµευµένης µεταβλητής x, 

από κάποιο άλλο, έστω το y, αρκεί αυτό να µην εµφανίζεται στον φ 
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a) (∀x)φ(x….)↔(∀y) φ(y…) 

b) (∃x)φ(x…)↔(∃y) φ(y…) 

 

5)    Για οποιουσδήποτε τύπους φ και σ αν στον σ η µεταβλητή x δεν είναι ελεύθερη: 

a) (∀x)[φ(x)∨σ]↔(∀x) φ(x)∨σ 

b) (∀x)[φ(x)∧σ]↔(∀x) φ(x)∨σ 

c) (∃x)[φ(x)∨σ]↔(∃x)φ(x)∨σ 

d) (∃x)[φ(x)∧σ]↔(∃x)φ(x)∧σ 

e) (∀x)[σ→φ(x)]↔(σ→(∀x)φ(x)) 

f) (∃x)[σ→φ(x)]↔(σ→(∃x)φ(x)) 

g) ((∀x)φ(x)→σ)↔(∃x)[φ(x)→σ] 

h) ((∃x)φ(x)→σ)↔(∀x)[φ(x)→σ] 

 

Παράδειγµα 

Θα αποδείξουµε την 5g. Παίρνουµε το πρώτο µέλος και εκτελώντας πράξεις φτάνουµε στο 

δεύτερο: 

((∀x)φ(x)→σ)≡ ¬(∀x)φ(x)∨σ 

                       ≡(∃x)¬φ(x)∨σ     (από τον 1a)  

                       ≡(∃x)[¬φ(x)∨σ]   (από τον 5d) 

                       ≡(∃x)[φ(x)→σ]     (από την ταυτολογία (Α→Β)↔¬Α∨Β) 

 

3.4   Συµπερασµατικά σχήµατα στον κατηγορηµατικό λογισµό 

        (Συλλογισµοί) 

 

Ο φυσικός συµπερασµός. 
 
Όπως είπαµε στην εισαγωγή του κεφαλαίου 5, τα σχήµατα συλλογισµών της µορφής: 

 Όλοι οι άνθρωποι είναι θνητοί                                                

Ο Σωκράτης είναι άνθρωπος 

Ο Σωκράτης είναι θνητός 

και γενικότερα οι συλλογισµοί που µελετήθηκαν από τον Αριστοτέλη, δηλαδή οι συλλογισµοί 

που περιέχουν προτάσεις του λογισµού των κατηγορηµάτων, δεν µπορούν να µελετηθούν στο 

πλαίσιο των επτά (Σ1,...,Σ7) συµπερασµατικών σχηµάτων που είδαµε στον προτασιακό 

λογισµό. Μπορούµε όµως να διευρύνουµε το πλαίσιο αυτό προσθέτοντας λίγους κανόνες οι 
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οποίοι θα µας επιτρέπουν να απαλείφουµε, ή να εισάγουµε ποσοδείκτες. Για το σκοπό αυτό 

απαιτούνται δύο κανόνες απαλοιφής  ποσοδεικτών: την καθολική συγκεκριµενοποίηση (∀-

συγκεκρι-µενοποίηση) και την υπαρξιακή συγκεκριµενοποίηση (∃-συγκεκριµενοποίηση), και 

δυο κανόνες εισαγωγής ποσοδεικτών ένα για την καθολική ποσόδειξη η καθολική γενίκευση 

και ένα για την υπαρξιακή γενίκευση:  

 

Η Καθολική Συγκεκριµενοποίηση (∀-Σ.) 

Από την αλήθεια του τύπου  (∀x)φ(x) µπορούµε να συµπεράνουµε την αλήθεια του 

φ(c) όπου το c είναι µια συγκεκριµένη σταθερά η οποία έχει αντικαταστήσει όλες τις 

ελεύθερες εµφανίσεις του x στον φ. Το πεδίο σηµασίας της c είναι το σύνολο των 

αντικειµένων της θεωρίας για την οποία συζητάµε, δηλαδή το βασικό σύνολο του 

µοντέλου της γλώσσας. 

Το σχήµα γράφεται συµβολικά: 

(∀x)φ(x)                                                             

φ(c)  

Ας εξετάσουµε ως παράδειγµα πως είναι δυνατόν  να  ελεγχθεί η  εγκυρότητα  του  (6-1). 

Εισάγουµε για το σκοπό αυτό τα κατάλληλα σύµβολα κατηγορηµάτων: 

Α(x) για το «Ο x είναι άνθρωπος» 

Θ(x) για το «Ο x είναι θνητός»»  

Οπότε ο (6-1) γράφεται: 

(∀x)[Α(x)→Θ(x)] 

Α(σ) 

Θ(σ) 

Οπότε: 

1. (∀x)[Α(x)→Θ(x)] 

2. Α(σ) 

3. Α(σ)→Θ(σ) 

4. Θ(σ) 

Στο 1. έχουµε την πρώτη προκείµενη, στο 2. τη δεύτερη, η 3. συνάγεται από τη 1. µε 

εφαρµογή της καθολικής συγκεκριµενοποίησης, και τελικά η 4. συνάγεται από τις 2. 

και 3. µε εφαρµογή του Moduς Ponens  (Σ1).  
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Η Kαθολική Γενίκευση (∀-Γ.) 

Ας θυµηθούµε την κατακτηµένη από την εποχή του Ευκλείδη µεθοδολογία αποδείξεων 

προτάσεων µε καθολική ποσόδειξη, για παράδειγµα την πρόταση ότι κάθε αριθµός έχει 

πρώτο διαιρέτη. Ο Ευκλείδης θεωρεί ότι έχει στη διάθεσή του έναν αριθµό τον Α, ο οποίος 

είναι ένας γενικός αντιπρόσωπος, δηλαδή µπορεί να είναι οποιοσδήποτε µέσα από το σύνολο 

των αριθµών, και ως αντικείµενο καθορίζεται από τις ιδιότητες που εξ ορισµού έχουν οι 

αριθµοί και µόνο απ’ αυτές. Αναπτύσσει στη συνέχεια ένα συλλογισµό ο οποίος καταλήγει 

στο συµπέρασµα ότι ο Α έχει έναν πρώτο διαιρέτη, και αφού ο Α µπορεί να είναι 

οποιοσδήποτε καταλήγει στο συµπέρασµα πως όλοι έχουν την ιδιότητα αυτή. Η λογική πράξη 

που πραγµατοποιεί στο τελευταίο αυτό βήµα είναι η καθολική γενίκευση. δέχεται δηλαδή, 

χωρίς να το δηλώνει αναλυτικά, ότι αυτό που αληθεύει για ένα αυθαίρετα επιλεγµένο 

αντιπρόσωπο από ένα σύνολο αντικειµένων ισχύει για όλα τα αντικείµενα του συνόλου που 

αναφερόµαστε. Έτσι αν έχουµε ένα τύπο φ µε µια ελεύθερη µεταβλητή, και αν συµβολίσουµε 

µε υ τον αυθαίρετα επιλεγµένο αντιπρόσωπο, τότε το υ συµβολίζει µια εξατοµικευµένη 

σταθερά, συµβολίζει κάποιο c, οπότε ο φ(υ) είναι ένας τύπος χωρίς ελεύθερες µεταβλητές 

δηλαδή µια πρόταση, από την αλήθεια του οποίου συνάγεται η αλήθεια του (∀x)φ(x). 

 Η Kαθολική Γενίκευση (∀-Γ.) λοιπόν τυποποιείται:               

φ(υ) 

(∀x)φ(x) 

Παράδειγµα: 

Ας δούµε πως µπορούµε να ελέγξουµε την εγκυρότητα του συλλογισµού: 

Όλα τα σκυλιά είναι τετράποδα 

Όλα τα τετράποδα είναι θερµόαιµα 

Όλα τα σκυλιά είναι θερµόαιµα 

Τυποποιούµε πρώτα το συλλογισµό µε τα κατάλληλα κατηγορήµατα: 

(∀x)[Σ(x)→Τ(x)]                                           

(∀x)[T(x)→Θ(x)] 

(∀x)[Σ(x)→Θ(x)] 

 

Οπότε η απόδειξη έχει ως εξής: 

1. (∀x)[Σ(x)→Τ(x)]                    Η πρώτη προκείµενη 

2. (∀x)[T(x)→Θ(x)]                    Η δεύτερη προκείµενη           

3. Σ(υ)→Τ(υ)                               Από την 1 µε ∀-Σ 
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4. T(υ)→Θ(υ)                              Από την 2 µε ∀-Σ 

5. Σ(υ)→Θ(υ)                              Από τις 3 και 4 µε τον Υποθετικό Συλλογισµό 

6. (∀x)[Σ(x)→Θ(x)]                    Από την 5 µε ∀-Γ, αφού το υ είναι οποιοδήποτε. 

 

Υπαρξιακή Γενίκευση (∃-Γ.) 

Αν έχουµε µπροστά µας έναν άσπρο κύκνο, τότε ο ισχυρισµός ότι «υπάρχουν άσπροι κύκνοι» 

είναι προφανώς αναµφισβήτητος. Η αλήθεια δηλαδή της πρότασης «ο κύκνος αυτός είναι 

άσπρος» επιτρέπει την υπαρξιακή γενίκευση «υπάρχουν άσπροι κύκνοι». Αν λοιπόν φ(x) είναι 

ένας τύπος µε µια ελεύθερη µεταβλητή το x, και c µια σταθερά, τότε από την αλήθεια της 

πρότασης φ(c) συνάγεται η αλήθεια της γενίκευσης (∃x)φ(x). Η Υπαρξιακή Γενίκευση (∃-Γ) 

λοιπόν τυποποιείται: 

φ(c)                                                    

(∃x)φ(x) 

 

Παράδειγµα: 

Ο Σωκράτης είναι άνθρωπος 

Όλοι οι άνθρωποι είναι θνητοί 

Υπάρχουν άνθρωποι θνητοί 

µε την τυποποίηση έχουµε: 

Α(σ)                                                               

(∀x)[A(x)→Θ(x)] 

(∃x)Θ(x) 

Και αποδεικνύεται ως εξής: 

1. Α(σ)                                   Η πρώτη προκείµενη µε το σ ως σύµβολο σταθεράς 

2. (∀x)[A(x)→Θ(x)]             Η δεύτερη προκείµενη 

3. A(σ)→Θ(σ)                       Από τη 2 µε ∀-Σ. 

4. Θ(σ)                                   Από τις 1 και 3 µε εφαρµογή M.P. 

5. (∃x)Θ(x)                            Από την 4 ∃-Γ. 

 

Η Υπαρξιακή Συγκεκριµενοποίηση (∃-Σ.) 

Αν έχουµε µια αληθή πρόταση µε υπαρξιακή ποσόδειξη, όπως (∃x)φ(x), τότε είµαστε 

απολύτως βέβαιοι ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον αντικείµενο το οποίο πληρεί την φ δηλαδή 

ένα τουλάχιστον σύµβολο σταθεράς w τέτοιο ώστε η φ(w) να είναι αληθής, ενώ υπάρχου και 

πολλά που δεν την πληρούν. Εδώ όµως χρειάζεται προσοχή να µην ξαναχρησιµοποιήσουµε 

το σύµβολο σταθεράς w και σε άλλη θέση µέσα στα πλαίσια του ίδιου συλλογισµού. Αν 
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δηλαδή έχουµε µια ακόµη πρόταση (∃x)ψ(x) και απαιτείται συγκεκριµενοποίηση της x, δεν 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την w  γιατί τίποτα δεν µας εξασφαλίζει ότι και τα δύο 

κατηγορήµατα πληρούνται από το ίδιο αντικείµενο. Ας δούµε ένα παράδειγµα: Ας 

υποθέσουµε ότι συζητάµε για φυσικούς αριθµούς και ότι στα πλαίσια κάποιου συλλογισµού 

έχουµε τις προτάσεις (∃x)Α(x) (υπάρχουν άρτιοι αριθµοί) και (∃x)Π(x) (υπάρχουν πρώτοι 

αριθµοί). Αν απαιτηθεί συγκεκριµενοποίηση και χρησιµοποιήσουµε το ίδιο σύµβολο 

σταθεράς λέγοντας Α(w) και Π(w) τότε έιναι σαν να λέµε w=2, γιατί µόνο το 2 ικανοποιεί και 

τα δύο κατηγορήµατα είναι δηλαδή και άρτιος και πρώτος. Για να µήν χάσουµε τη 

γενικότητα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τα w1 και w2. 

 

Η Υπαρξιακή Συγκεκριμενοποίηση (∃­Σ)  τυποποιείται: 
 

(∃x)φ(x)                                                                                            

φ(w) 

Όπου το w είναι µια νέα κάθε φορά σταθερά. 

 

Παράδειγµα: 

Ας εξετάσουµε ένα παράδειγµα εφαρµογής της ∃-Σ. 

(∃x)[φ(x)∧ψ(x)]                                             

(∃x)ψ(x)∧(∃x)ψ(x) 

Απόδειξη: 

1. (∃x)[φ(x)∧ψ(x)]                           Η προκείµενη 

2. φ(w)∧ψ(w)                                   Από τη 1 µε ∃-Σ       

3. φ(w)                                             Από τη 2 µε απλοποίηση (Σ5) 

4. (∃x)φ(x)                                       Από την 3 µε ∃-Γ 

5. ψ(w)                                             Από τη 2 µε απλοποίηση (Σ5) 

6. (∃x)ψ(x)                                       Από την 5 µε ∃-Γ 

7. (∃x)φ(x)∧(∃x)ψ(x)                       Από 4 και 6 µε σύζευξη (Σ6) 

Πράγµατι αν στον (6-8) εφαρµόσουµε το θεώρηµα του Χρύσιππου έχουµε ότι η 
 

(∃x)[φ(x)∧ψ(x)]→ (∃x)ψ(x)∧(∃x)ψ(x) 

είναι ταυτολογία, πρόκειται για την ιδιότητα 2d της 5.3, γνωρίζουµε δε ότι το αντίστροφο δεν 

ισχύει, δηλαδή είναι λάθος ότι: 

(∃x)ψ(x)∧(∃x)ψ(x)                                         

(∃x)[φ(x)∧ψ(x)] 



ΜΕΡΟΣ Α΄                                                                         ΚΑΤΗΓΟΡΗΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ   
 

 
 

35

Πράγµατι αν επιχειρήσουµε απόδειξη έχουµε: 

1. (∃x)φ(x)∧(∃x)ψ(x)                              Η προκείµενη 

2. (∃x)φ(x)                                              Από την 1 µε απλοποίηση (Σ5) 

3. φ(w1)                                                   Από την 2 µε ∃-Σ            

4. (∃x)ψ(x)                                              Από την 1 µε απλοποίηση (Σ5) 

5. ψ(w2)                                                   Από την 2 µε ∃-Σ 

6. ψ(w1)∧φ(w2)                                       Από τις 3 και 5 µε σύζευξη (Σ6) 

 

Όµως στην 6 δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε ∃-Γενίκευση και να καταλήξουµε στην 

επιθυµητή  (∃x)[φ(x)∧ψ(x)] αφού εν γένη w1≠w2. 

 

Η Καθολική Συγκεκριµε-νοποίηση (∀-Σ.) (∀x)φ(x)  

φ(c) 

 

Η Kαθολική Γενίκευση  (∀-Γ.) φ(υ) 

(∀x)φ(x) 

 

Υπαρξιακή Γενίκευση  (∃-Γ.) φ(c) 

(∃x)φ(x) 

 

Η Υπαρξιακή Συγκεκριµε-νοποίηση (∃-Σ.) (∃x)φ(x) 

φ(w) 

 

 

 

Aσκήσεις 

1. Αποδείξτε πρώτα µε πράξεις και µετά µε ταµπλό όλες τις χαρακτηριστικές ιδιότητες στη 

χρήση των ποσοδεικτών, της παραγράφου 6.3. 

 

2. Γράψτε στη γλώσσα ℒα της αριθµητικής τύπους συνώνυµους µε τις παρακάτω φράσεις: 

a) Ο x΄είναι πρώτος αριθµός διαφορετικός από το ένα. 

b) Υπάρχουν πρώτοι αριθµοί 

c) Κάθε ακέραιος έχει ένα πρώτο διαιρέτη 

d) Κανείς αριθµός δεν είναι και περιττός και άρτιος 

e) Υπάρχει ακριβώς ένα x τέτοιο ώστε P(x) (ή συµβολικά (∃!x)P(x)) 

f) Υπάρχουν άπειρα x τέτοια ώστε P(x) (ή συµβολικά (∃∞x)P(x) 

g) Το Ε.Κ.Π. των x και y είναι ο z 

h) Ο Μ.Κ.∆. των x και y είναι ο z 
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i) Κάθε άρτιος είναι το άθροισµα δύο πρώτων. (Η εικασία αυτή δεν έχει ακόµα ούτε 

καταρριφθεί από ένα αντιπαράδειγµα ούτε αποδειχθεί) 

 

3. Κατασκευάστε τα κατάλληλα κατηγορήµατα για τη γλώσσα της Ευκλείδειας γεωµετρίας, 

και δανειζόµενοι ορισµένα κατηγορήµατα από τη θεωρία συνόλων: 

a) Γράψτε τα αξιώµατα που πρέπει να πληρούν τα κατηγορήµατα που προορίζονται για 

να δηλώνουν τη σχέση της καθετότητας και τη σχέση τη παραλληλίας. 

b) Γράψτε στη γλώσσα αυτή τις φράσεις: 

i) Από δύο σηµεία διέρχεται µια και µόνο ευθεία. 

ii) Από ένα σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µία µόνο παράλληλη προς αυτή. 

iii) Από ένα σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µία µόνο κάθετη προς αυτή. 

iv) Τρία µη συνευθειακά σηµεία ορίζουν ένα επίπεδο. 

v) Αν µια ευθεία είναι κάθετη στη µια ευθεία είναι κάθετη και σε οποιαδήποτε 

παράλληλό της 

vi) Αν µια ευθεία διέρχεται από δύο σηµεία ενός επιπέδου τότε όλα τα σηµεία της 

ανήκουν στο επίπεδο. 

 

4. Εξετάστε ποιες από τις παρακάτω σχέσεις ισχύουν και αποδείξτε τις. Για όσες δεν 

ισχύουν δώστε αντιπαράδειγµα, µε όποιο τρόπο κρίνετε προσφορότερο 

i) (∀x)[P(x)→Q(x)]→ [(∀x)P(x)→(∀x)Q(x)] 

ii) (∃x)[¬P(x)∧Q(x)]→ [(∀x)P(x)→(∃x)Q(x)] 

iii) (∀x)[P(x)↔Q(x)]→ [(∀x)P(x)↔(∀x)Q(x)] 

iv) (∀x)P(x)→ (∃x)P(x) 

 

5. ∆ίδεται µια γλώσσα της λογικής των κατηγορηµάτων  ℒ={R}, όπου R ένα σύµβολο 

κατηγορήµατος δύο θέσεων, και το σύνολο Σ={σ1,σ2, σ3,} των προτάσεων: 

σ1≡(∀x)[¬R(x,x)] 

σ2≡(∀x)(∀y)(∀z)[R(x,y)→¬R(y,x)] 

σ3≡(∀x)(∀y)(∀z)[R(x,y)∧R(y,z)→R(x,z)] 

Βρείτε δύο διαφορετικά µοντέλα (ερµηνείες) M 1 και M2 της ℒ τέτοιες ώστε M1⊨Σ και 

M2 ⊭Σ 
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3 .  Τυπ ικέ ς  περ ιγραφές  γλωσσών  

Θεωρώντας τη γλώσσα ως ένα σύστηµα, όπως αυτό περιγράφεται από το σχετικό ορισµό που 

έχουµε δώσει, το πρόβληµα που τίθεται είναι να εξετάσουµε εάν είναι δυνατόν, δοσµένης 

µιας γλώσσας να µπορούµε να κατασκευάζουµε ένα µαθηµατικό µοντέλο που να την 

προσοµοιάζει, ή ακόµα γενικότερα, εάν είναι δυνατόν να κατασκευάσουµε ένα µοντέλο τόσο 

γενικό και πλούσιο το οποίο να µπορεί να προσοµοιάζει οποιαδήποτε γλώσσα. Το 

παράδειγµα το οποίο µπορεί να αποσαφηνίσει αυτή τη σκέψη είναι αυτό της γλώσσας του 

κατηγορηµατικού λογισµού η οποία είναι µια γενική γλώσσα που ανάλογα µε τη 

σηµασιολογία µε την οποία την εφοδιάζουµε, δηλαδή µε το πώς ερµηνεύουµε τα µη λογικά 

της σύµβολα, µπορεί να γίνει η γλώσσα της Άλγεβρας, της Θεωρίας Οµάδων, της Θεωρίας 

Γραφηµάτων, της Γεωµετρίας κ.τ.λ.  

Για λόγους µεθοδολογικούς εστιάζουµε αρχικά στο αλφάβητο και τη σύνταξη την οποία 

προσπαθούµε να περιγράψουµε µε κάποιους αναδροµικούς κανόνες. Η αναδροµικότητα δεν 

είναι χαρακτηριστικό της σύνταξης µόνο στη γλώσσα του Προτασιακού ή του Κατηγορικού 

Λογισµού, και γενικά των τυπικών γλωσσών, αλλά υπάρχει ως δυνατότητα και στις φυσικές 

γλώσσες. Για παράδειγµα η γενική κτητική είναι δυνατόν να εφαρµοστεί όσες φορές 

θέλουµε: 

 Τα εξώφυλλα των βιβλίων της βιβλιοθήκης του παιδιού του καθηγητή του Α' τµήµατος της Γ' 

τάξης του ∆ηµοτικού Σχολείου της συνοικίας Αγιά του ∆ήµου της Πάτρας, είναι βρεγµένα 

Για τους δύο τοµείς της γλώσσας, το αλφάβητο και το σύνολο των συντακτικών κανόνων, θα 

χρησιµοποιούµε τον όρο γραµµατική. Έτσι, όπως θα δούµε στη συνέχεια, µια γραµµατική 

µπορεί να παράγει ένα σύνολο από λέξεις, το οποίο αν δεν εφοδιαστεί και από ένα σύνολο 

σηµασιολογικών κανόνων, παραµένει ένα τυπικό σύστηµα χωρίς εκφραστικές δυνατότητες, 

όπως στα παραδείγµατα Γ0, Γ1 που περιγράψαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο. 

Μια τέτοια θεώρηση για τη γραµµατική υποκρύπτει µια αντίληψη που βλέπει την επιστήµη 

ως µια δραστηριότητα εξοµοίωσης. Ένα φαινόµενο είναι γνωστό από τη στιγµή που είµαστε 

ικανοί να το αναπαράγουµε συγκεκριµένα και πρακτικά κάτω από υλικούς όρους ή 

αφηρηµένα ως ένα σύστηµα συµβολισµών, (δηλαδή η αναπαράσταση του µε µια συµβολική 

γλώσσα). Για παράδειγµα, ένα µόριο µιας χηµικής ένωσης θεωρείται γνωστό, όταν είµαστε 

σε θέση να προξενήσουµε στο εργαστήριο την σύνθεσή του, που σηµαίνει, όταν γνωρίζουµε 
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αναλυτικά τις προϋποθέσεις της σύνθεσής του, δηλαδή τα συστατικά του και τις συνθήκες 

κάτω από τις οποίες επιτυγχάνεται η χηµική αντίδραση για τη παρασκευή του. Επίσης 

γνωρίζουµε ένα µόριο αρκεί να έχουµε κατασκευάσει µια αναπαράσταση  

του, να διαθέτουµε δηλαδή ένα σχήµα συµβατό µε τη δοµή του.  

Πολλές φορές η εξοµοίωση είναι ο µοναδικός τρόπος που διαθέτουµε για να µελετήσουµε 

ένα φαινόµενο.  

Ο όρος µοντέλο που χρησιµοποιούµε εδώ δεν είναι τίποτα άλλο από την εξοµοίωση όπως την 

περιγράψαµε προηγουµένως. Το φαινόµενο ή το αντικείµενο που έχει εξοµοιωθεί είναι το 

πρότυπο του µοντέλου. Κατά συνέπεια .ένα πρότυπο είναι δυνατόν να έχει περισσότερα από 

ένα µοντέλα. 

Με µια τέτοια θεώρηση το αντικείµενο της επιστήµης συνίσταται στο να προσδιορίσει το 

καλύτερο, το πιο πιστό, µοντέλο. 

Γενικά ένα µοντέλο αποτελείται από δύο µέρη.  

 Ένα σύνολο (Α) από αρχικούς όρους (µη οριζόµενος) 

1) Ένα σύνολο (Π) πράξεων (κανόνων προς εκτέλεση) οι οποίες όταν υλοποιούνται 

πάνω στους αρχικούς όρους, επιτρέπουν την κατασκευή της εξοµοίωσης του 

πρότυπου. 

Εάν έχουµε ένα πρότυπο Π του οποίου αναζητούµε µια εξοµοίωση, το διατεταγµένο ζεύγος 

(Α,Π) είναι ένα µοντέλο του. Εάν το σύνολο των πράξεων Π εφαρµοστεί σωστά πάνω στους 

αρχικούς όρους Α τότε θα έχουµε ως αποτέλεσµα µια εικόνα Π' του Π.  

Μια εικόνα όµως ποτέ δεν ταυτίζεται µε το πρότυπό της. Η ασυµβατότητα αυτή, έστω και αν 

έχει ελαχιστοποιηθεί ενυπάρχει σε κάθε επιστηµονική αναπαράσταση των φαινοµένων. Στη 

συνέχεια θα εξετάσουµε διάφορα µοντέλα για τη γλώσσα. 

3.1 Το Αλγεβρικό Μοντέλο 

Στο µοντέλο αυτό το σύνολο των αρχικών µας όρων είναι το αλφάβητο ενώ στο σύνολο των 

πράξεων έχουµε τις τρεις βασικές πράξεις από την Άλγεβρα Boole των υποσυνόλων: ένωση 
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(∪), τοµή (∩) και συµπλήρωµα (΄), µε µια ακόµα πράξη που θα ορίσουµε, την οποία θα λέµε 

παράθεση.  

Πριν όµως απ' αυτό θα δώσουµε τους σηµασιολογικούς κανόνες για µια σειρά από όρους που 

θα χρησιµοποιούµε, δηλαδή µερικούς ορισµούς, και συµβολισµούς.  

Έστω Σ ένα αλφάβητο, θα συµβολίζουµε µε Σ* το σύνολο των λέξεων που 

παράγονται από το Σ . 

Παράδειγµα: Σ={α, β}  

Σ*={α, β, αα, αβ, ββ, βα, βα}  

Έτσι µπορούµε να γράφουµε: α∈Σ*, αα∈Σ*, ααα∈Σ*, αβαααββββ∈Σ* , κ.τ.λ. 

Ορισµός: Ονοµάζουµε λέξη κάθε ακολουθία µε σύµβολα από κάποιο αλφάβητο, δηλαδή 

κάθε στοιχείο του Σ* , ενώ ένα σύνολο από τέτοιες λέξεις, δηλαδή υποσύνολο του Σ*, θα το 

λέµε λεξικό. 

Ορισµός: Ονοµάζουµε µήκος µιας λέξης τον αριθµό των στοιχείων του αλφάβητου που 

χρησιµοποιούνται στην κατασκευή της. 

∆ηλαδή: Ορίζουµε τη συνάρτηση l: Σ*→ℵ έτσι ώστε για κάθε w∈Σ* , το l(w)∈ℵ δηλώνει το 

πλήθος των συµβόλων της w . 

Παράδειγµα: Έστω Σ={α,β} τότε: l(α)=1 και l(αβααβ)=5  

Ορισµός: Θεωρούµε µια λέξη λ τέτοια ώστε l(λ)=0 Η λέξη λ ονοµάζεται κενή λέξη.(Είναι 

µια λέξη που δεν περιέχει κανένα σύµβολο). 

Μπορούµε τώρα να εισάγουµε την πράξη της παράθεσης µεταξύ λέξεων: 

Ορισµός: Ορίζουµε µια πράξη στο Σ* που την λέµε παράθεση (ή πολλαπλασιασµό) λέξεων 

ως εξής: 

π :Σ*χΣ*→Σ* 

 π :(w1, w2)=w1w2 
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δηλαδή απλά θέτω τη µια δίπλα στην άλλη. 

Παράδειγµα: Έστω Σ={α,β} και w1=ααβα, w2=αββ τότε: 

π:(w1,w2)=ααβααββ 

Ενώ  

l(w1,w2)=l(w1)+l(w2) 

Πόρισµα: Άµεση συνέπεια των ορισµών αυτών είναι ότι για κάθε Σ και για κάθε w∈Σ*  

λw=wλ=w 

∆ηλαδή η κενή λέξη είναι το ουδέτερο στοιχείο της παράθεσης. 

Ιδιότητες της Παράθεσης: 

Έστω Σ ένα οποιαδήποτε αλφάβητο, τότε: 

(1) Το Σ* είναι κλειστό ως προς την παράθεση. ∆ηλαδή: 

(∀w1)(∀w2)[w1∈Σ*∧w2∈Σ*→w1w2∈Σ*] 

 (2) Η παράθεση είναι προσεταιριστική 

(∀w1)(∀w2)(∀w3)[w1∈Σ*∧w2∈Σ*∧w3∈Σ*→w1(w2w3)=(w1w2)w3] 

(3) Η παράθεση δεν είναι αντιµεταθετική 

(∃w1)(∃w2)[w1∈Σ*∧w2∈Σ*∧w1w2≠w2w1] 

Η πιο συνηθισµένη περίπτωση είναι να έχουµε w1w2 ≠w2w1. 

Ισότητα έχουµε στην περίπτωση που w1=w2 ή w1=λ ή w2=λ ή το Σ να είναι µονοσύνολο, 

κ.τ.λ. 

Εάν το Σ είναι µονοσύνολο έστω {α} τότε w1=αα, w2=ααα αλλά  w1w2=ααααα=w2w1  

(4) Η παράθεση έχει ουδέτερο στοιχείο την κενή λέξη λ: 

(∀w)[w∈Σ*→wλ=λw=w] 
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5) Οι λέξεις της µορφής w1w2 είναι σύνθετες λέξεις και το µήκος τους δεν είναι παρά το 

άθροισµα των µηκών των συµβαλλόµενων λέξεων: 

(∀w1)(∀w2)[w1∈Σ*∧w2∈Σ*→l(w1w2)=l(w1)+l(w2)] 

 Σχόλιο : Το αλφάβητο Σ, το σύνολο Σ* και τα υποσύνολα του είναι όλα σύνολα λέξεων και 

κατά συνέπεια ισχύουν γι' αυτά οι βασικές συνολοθεωρητικές πράξεις, ένωση {∪} , τοµή 

{∩} , συµπλήρωµα {΄} . 

Θα ορίσουµε τώρα την παράθεση µεταξύ λεξικών:  

Ορισµός (γενίκευση της π): Έστω Σ ένα αλφάβητο. Ορίζουµε στο σύνολο των υποσυνόλων 

του Σ*, το P(Σ*), την πράξη παράθεση ως εξής: 

Π: Ρ(Σ*)χΡ(Σ*)→P(Σ*) 

Για τα Α,Β∈Ρ(Σ*) (ή Α⊆Σ* και Β⊆Σ*) 

ορίζουµε το Π(Α,Β)=ΑΒ µε ΑΒ={w1w2/w1∈Α και w2∈Β}  

Παράδειγµα: Έστω Σ={α,β} και έστω Α={α, αβ, αα, ββ} 

Β={β, ββ} τότε το ΑΒ (Α παράθεση Β) θα είναι: 

ΑΒ={αβ, αββ, ααβ, βββ, αβββ, ααββ, ββββ} 

Ιδιότητες της παράθεσης (Π) λεξικών: 

(1) Το Ρ(Σ*) είναι κλειστό ως προς την πράξη αυτή: 

(∀A)(∀B)[A∈Ρ(Σ*)∧Β∈Ρ(Σ*)→ΑΒ∈Ρ(Σ*)] 

(2) H Π είναι προσεταιριστική: Για οποιαδήποτε λεξικά Α,Β,Γ που είναι στοιχεία του Ρ(Σ*)  

(ΑΒ)Γ=Α(ΒΓ) 

(3) Η Π δεν είναι αντιµεταθετική: Για οποιαδήποτε λεξικά Α,Β,Γ που είναι στοιχεία του Ρ(Σ*)  

ΑΒ=ΒΑ 

(4) Η Π έχει ουδέτερο στοιχείο το {λ} : Για κάθε Α ∈Ρ(Σ*) : 
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Α{λ}={λ}Α=Α 

(5) Το ∅ είναι απορροφητικό στοιχείο για την Π: Για κάθε Α∈Ρ(Σ*) 

Α∅=∅A=∅ 

(6) Η παράθεση επιµερίζεται ως προς την ένωση: Για οποιαδήποτε Α,Β,Γ, από το Ρ (Σ*)  

Α(Β∪Γ)=ΑΒ∪ΑΓ 

(7) Η παράθεση δεν επιµερίζεται ως προς την τοµή: Υπάρχουν Α,Β,Γ στο Ρ(Σ*) τέτοια ώστε : 

A(B∩Γ)≠ΑΒ∩ΑΓ 

 Σχόλιο:  

Για κάθε λεξικό Α στοιχείο του Ρ(Σ*) έχουµε Α⊆Σ*. Το συµπλήρωµα λοιπόν είναι ως προς το 

Σ*. Προφανώς το ∅ και το Σ* είναι λεξικά και το ένα είναι συµπλήρωµα του άλλου. 

Αποδείξεις των Ιδιοτήτων 

 (1) Από τον ορισµό της πράξης: έχουµε ότι 

ΑΒ={w1w2/w1∈A∧w2∈B} 

άρα τα στοιχεία του νέου συνόλου ΑΒ φτιάχνονται όλα από στοιχεία του Σ άρα είναι 

υποσύνολο του Σ* άρα στοιχείο του Ρ(Σ*)  

(2)                              (ΑΒ)Γ={x/x=(w1w2)w3∧(w1w2)∈AB∧w3∈Γ} 

                                             ={x/x=w1(w2w3)∧w1∈A∧w2 ∈B∧w3∈Γ} 

                                              ={x/x=w1(w2w3)∧w1∈A∧(w2w3)∈ΒΓ} 

                                              =Α(ΒΓ) 

(3) Αντιπαράδειγµα: Αν Α={α} και Β={β}. Έχουµε: 

ΑΒ={αβ} και ΒΑ={βα} άρα ΑΒ≠ΒΑ αφού αβ≠βα 

(4) Α{λ}={w1w2/w1∈Α και w2∈{λ}}={w1w2/w1∈Α και w2=λ={w1λ/w1∈Α}={w1/w1∈Α}=A  
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Όµοια {λ}A=A  

 (5) Α∅={w1w2/w1∈Α∧w2∈∅}  

όµως η πρόταση w2∈∅ είναι πάντα ψευδής άρα και η σύζευξή της µε την w1∈Α. Αυτό 

σηµαίνει ότι τα στοιχεία του συνόλου Α∅ πληρούν µια σχέση που είναι πάντα ψευδής. Ένα 

τέτοιο σύνολο ‘όµως είναι µόνο το κενό σύνολο. Άρα Α∅ = ∅. 

(6) Α(Β∪Γ)={w1w2/w1∈Α∧w2∈Β∪Γ} 

                  ={w1w2/w1∈Α∧w2∈Β∨(w1∈Α∧w2∈Γ)} 

                  ={w1w2/w1w2∈AB∨w1w2∈ΑΓ} 

                  ={w1w2/w1w2∈AB∪ΑΓ}=ΑΒ∪ΑΓ  

(7) Αντιπαράδειγµα: Αν πάρουµε A={α, αα}, Β={α} και Γ={α}  

 Τότε: B ∩ Γ = ∅ άρα A (B ∩Γ ) = ∅, ενώ : AB={αα, ααα}, ΑΓ={ααα, αααα} και 

ΑΒ∩ΑΓ={ααα}≠∅  

Σχόλιο: 

Είναι χρήσιµο στην περίπτωση που έχουµε παράθεση µιας λέξης (ή ενός συνόλου λέξεων) µε 

τον εαυτό της (του) να µπορούµε να το δηλώνουµε µε ένα φυσικό αριθµό ως εκθέτη. Για 

παράδειγµα αντί για ααα να γράφουµε α3 ή αντί για ΑΑΑΑ να γράφουµε Α4 . Για το σκοπό 

αυτό δίνουµε τον παρακάτω αναδροµικό ορισµό. 

Ορισµός : Έστω Σ ένα αλφάβητο, α ∈Σ και Α ⊆Σ*. Ορίζουµε : 

α) α0=λ και α{κ+1}=ακα  

β) Α0={λ} και Α{κ+1}=ΑκΑ  

Με τους ορισµούς αυτούς παίρνουν νόηµα οι συµβολισµοί ακ και Ακ και µάλιστα: 

για κάθε κ, ακ ∈Σ* και Ακ ⊆Σ* (ή Aκ∈Ρ(Σ*)) 

Επίσης µπορούµε να περιγράψουµε αναλυτικά το Σ* περιγράφοντας µια αναδροµική 

διαδικασία κατασκευής του ως εξής: 



ΜΕΡΟΣ Β΄   ΤΥΠΙΚΕΣ ΠΕΡΙΓΡΑΦΕΣ ΓΛΩΣΣΩΝ  

 

 

 

44

Σ* = Σ0∪Σ1 ∪ ….∪Σκ ∪… ή Σ*=U
∞

=

Σ
0i

i  

Είναι φανερό ότι ο ορισµός αυτός εξασφαλίζει ότι για οποιαδήποτε Σ, λ∈Σ*  

Ακόµη για οποιοδήποτε λεξικό Α, Α ∈Ρ(Σ*) ορίζεται: 

Α* = U
∞

=

Α
0i

i  

Πόρισµα: Για κάθε Σ και κάθε Α, Α ∈Ρ(Σ*) ισχύει ότι: 

Α* ∈Ρ(Σ*) 

∆ηλαδή αν διαθέτουµε ένα αλφάβητο Σ, τότε οποιοδήποτε σύνολο λέξεων από το Σ και αν 

πάρουµε ως νέο αλφάβητο, δεν θα µπορέσουµε να φτιάξουµε µια λέξη που να µην ανήκει στο 

Σ*  

Παραδείγµατα: 

Στο παράδειγµα Γ2 έχουµε ότι Σ2 = {0,1} τότε: 

Σ2
*={λ, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, ….} 

Το λεξικό Λ2 που παράγει η Γ2 είναι προφανώς διαφορετικό από το Σ2
*, (Λ2⊄Σ*) . Αιτία γι' 

αυτό είναι ο περιορισµός που έχει τεθεί στους συντακτικούς κανόνες της Γ2 . 

Μπορούµε ωστόσο να περιγράψουµε µε τη βοήθεια της παράθεσης λεξικών τους 

συντακτικούς κανόνες της Γ2 ως εξής: 

Λ2 = {0} ∪{1}{0,1}* 

Το λεξικό αυτό δεν είναι άλλο από το σύνολο των ονοµάτων των φυσικών αριθµών 

γραµµένων στο δυαδικό σύστηµα αρίθµησης. Η συµβολική έκφραση για το λεξικό αυτό 

δηλώνει ουσιαστικά το σύνολο των κανόνων παραγωγής για τη δυαδική γλώσσα των 

φυσικών αριθµών, αφού αν εκτελεστούν οι σηµειωµένες πράξεις έχουµε τα ονόµατα των 

αριθµών. 
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3.1.1 Ασκήσεις 

1) ∆ίδεται το αλφάβητο Σ={0,1}. Βρείτε µια συµβολική έκφραση για καθένα από τα  

παρακάτω λεξικά: 

α) Το σύνολο των λέξεων που τελειώνουν σε 01. 

β) Το σύνολο των λέξεων που αρχίζουν µε 1. 

γ) Το σύνολο των λέξεων στις οποίες η ακολουθία 101 να διαθέτει µια τουλάχιστον  

εµφάνιση. 

δ) Το σύνολο των λέξεων που αρχίζουν µε 101 και τελειώνουν σε 101. 

ε) Το σύνολο όλων των λέξεων. 

2) Περιγράψτε τη γλώσσα των αριθµών στο τριαδικό, πενταδικό και δωδεκαδικό σύστηµα. 

3) ∆ίδονται, το αλφάβητο Σ= {α,β } και τα σύνολα Α= {α } και Β= {β } . Να περιγραφούν 

µε λόγια και µετά µε συµβολισµούς τα σύνολα:  

(1)  (AB)*  

(2)  A*B* 

3)  (A∪B)* 

(4)  (A∩B)* 

(5)  (A∪B)*B 

(6)  (A∪B)A2 

(7)  (A∪B)*-(BAB)* 

(8)  (A∪B)*-A*  

(9)  (AB)*-(AB)3  

(10)  ((A∪B)*)*  

4) Έστω Α, Β, Γ λεξικά από κάποιο αλφάβητο Σ. Αποδείξτε αυστηρά όσες από τις 

παρακάτω σχέσεις ισχύουν και δώστε αντιπαράδειγµα για όσες δεν ισχύουν:  

1)  (AB)*=A*B* 

(2)  A*B*⊆(A∪B)*  

(3)  A(BA)*=(AB)*A 

(4)  (A∩B)*=A*∩B* 
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3.2 Το µοντέλο των γενετικών (ή παραγωγικών) γραµµατικών 
 

   Ας υποθέσουµε ότι διαθέτουµε ένα κανόνα επαναγραφής της µορφής:  

Χ →Υ 

ο οποίος πρέπει να κατανοείται σαν µια εντολή που σηµαίνει γράψε το σύµβολο Υ στη θέση 

του συµβόλου Χ. Οι κανόνες του τύπου αυτού ονοµάζονται  κανόνες παραγωγής, ενώ µια 

διαδικασία εφαρµογής ενός συνόλου από τέτοιους κανόνες, η οποία καταλήγει σε µια 

συγκεκριµένη ακολουθία συµβόλων, ονοµάζεται παραγωγή της ακολουθίας αυτής. 

Ας δούµε ορισµένα παραδείγµατα: 

Γ5: Αλφάβητο Σ5={α} 

Το σύνολο των λέξεων που µπορεί να παραχθεί από το σύνολο αυτό είναι το {α}* που είναι 

Σ*
5={λ, α, αα, ααα, αααα,...} 

Το σύνολο αυτό είναι δυνατόν να παραχθεί και µε τη χρησιµοποίηση κάποιων κανόνων 

παραγωγής, όπως: 

 (1) Α→Αα 

 (2) Α→λ    (όπου λ η κενή λέξη) 

Τα κεφαλαία γράµµατα εδώ χρησιµοποιούνται ως µεταβλητές µε την έννοια ότι: Αν σε µια 

ακολουθία από σύµβολα εµφανίζεται µεταβλητή, τότε είναι δυνατόν να εφαρµοστεί ένας 

κανόνας αντικατάστασης, αρκεί αυτός να δηλώνει µε τι θα αντικατασταθεί η µεταβλητή 

αυτή. Έτσι στην ακολουθία $Αα$ µπορώ να εφαρµόσω και τους δύο από τους διαθέσιµους 

κανόνες. Από τον (1) θα έχω: 

Αα→Ααα 

ενώ από τον (2): 

Αα→ λα ή Αα→α 

Η συστηµατική εφαρµογή των κανόνων δίνει: 
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     Α     1 Αα     1 Ααα     1  Αααα      1 Ααααα     1 Αααααα……. 

             2 λ        2 α          2  αα          2 ααα          2 αααα….. 

 

Το λεξικό λοιπόν που παράγεται είναι το: {λ, α, αα, ααα, αααα, ...} δηλαδή το {α}* 

Σχόλιο 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι όταν διαθέτουµε ένα λεξικό για το οποίο µπορούµε να βρούµε µια 

έκφραση στο αλγεβρικό µοντέλο, τότε ενδεχόµενα να υπάρχει ένα σύνολο από κανόνες 

παραγωγής το οποίο να παράγει το ίδιο λεξικό. Αποδεικνύεται ότι πάντα υπάρχει ένα τέτοιο 

σύνολο, ωστόσο η απόδειξη ξεφεύγει από τους στόχους των παραδόσεων αυτών. 

Η αναδροµικότητα που είναι ενσωµατωµένη στην πράξη (*), εδώ ενυπάρχει στους κανόνες 

παραγωγής του τύπου: 

Α→Αα 

Εάν θέλουµε να παράγουµε λεξικά γνήσια υποσύνολα του {α}* δεν έχουµε παρά να 

εισάγουµε κάποιους περιορισµούς, τροποποιώντας κατάλληλα τους κανόνες παραγωγής. 

Έτσι για το σύνολο {ακ/κ∈Ν και κ άρτιος} που στο αλγεβρικό µοντέλο είναι το {αα}* 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους κανόνες: 

(1) Α→Ααα 

(2) Α→λ 

Αν θελήσουµε να κατασκευάσουµε µε αλφάβητο το Σ6={α,β} το λεξικό: {ακβκ, κ=1,2,3,...}  

τότε το αλγεβρικό µοντέλο δεν δίνει λύση. 

Αντίθετα έχουµε µια πολύ απλή λύση µε τους κανόνες παραγωγής: 

(1)  Α→αΑβ 

(2)  Α→λ 

Το παράδειγµα αυτό δείχνει ότι το αλγεβρικό µοντέλο είναι προφανώς πιο φτωχό από αυτό 

των γενετικών γραµµατικών που εξετάζουµε εδώ. 
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Παράδειγµα: 

Τα ονόµατα των αριθµών στο δυαδικό σύστηµα είναι: 

0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, … 

Η γενετική γραµµατική που παράγει το σύνολο των ονοµάτων αυτών έχει: 

Αλφάβητο: {0,1} 

Σύµβολα µεταβλητών: S,A,B. 

Σύνολο παραγωγών: 

1) S→Α 

2) Α→0 

3) Α→1Β 

4) Β→λ 

5) Β→0Β 

6) Β→1Β 

 

Η υλοποίηση της γραµµατικής (Με τους δείκτες στα βέλη να δηλώνουν τον 

αριθµό του κανόνα παραγωγής που εφαρµόζεται) έχει ως εξής: 

 

                                              410         4 100 

                                41    →5100B →5  1000B…. 

                    31B →510B      6101B     6 1001B…. 

S→1A→                  611B      411  

                   20                   → 5110B….. 

                                                6111B….. 

 

Ασκήσεις 3.2.1 

1) Να κατασκευαστεί µια γενετική γραµµατική για κάθε σύνολο λέξεων της άσκησης (1) 

από την οµάδα 3.1.1. 

2) Να κατασκευαστεί µια γενετική γραµµατική για το τριαδικό και πενταδικό σύστηµα 

αρίθµησης, µε αλφάβητα αντίστοιχα {0, 1, 2} και {0, 1, 2, 3, 4} 
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∆ιδακτ ική  αξ ιοπο ίηση  

των  τυπικών  περιγραφών  

 
4. Οι γλώσσες των φυσικών αριθµών 

  

Η ιστορία των µαθηµατικών, και η ιστορία του πολιτισµού γενικότερα, έχει να 

επιδείξει µια µεγάλη ποικιλία από αριθµητικά συστήµατα. Κάθε ανθρώπινη κοινωνία που µε 

σχετική αυτοτέλεια πραγµατοποιεί τα πρώτα της πολιτισµικά βήµατα, αναπτύσσει, µαζί µε τη 

φυσική γλώσσα, και µια πολύ ειδική συµβολική, αλλά και προφορική, γλώσσα κατάλληλη 

για να εκφράζει και να αποτυπώνει την απαριθµήσιµη πολλαπλότητα. Αυτή την πολύ ειδική 

συµβολική γλώσσα έχει επικρατήσει να τη λέµε αριθµητικό σύστηµα (ή και σύστηµα 

αρίθµησης). Κάθε τέτοιο σύστηµα, ανεξάρτητα από την εποχή που εµφανίστηκε και 

χρησιµοποιήθηκε, έχει πάντα τρία χαρακτηριστικά: 

(α) Αλφάβητο: Το σύνολο (Α) των χρησιµοποιούµενων συµβόλων. 

(β) Κανόνες σύνταξης: Ο γενικός κανόνας σύνταξης είναι η παράθεση συµβόλων, µε 

ενδεχόµενα κάποιους περιορισµούς.  

(γ) Κανόνες σηµασίας: ∆ηλαδή οι κανόνες αντιστοίχησης των στοιχείων του1 Α * 

που είναι γραµµατικώς ορθές ακολουθίες, µε τις πληθικότητες.  

Ανάλογα µε το είδος του συνδυασµού των συντακτικών και των σηµασιολογικών 

κανόνων τα αριθµητικά συστήµατα ταξινοµούνται σε δύο βασικές κατηγορίες: 

 

4.1 Τα απλώς αθροιστικά.  

 

Εκείνα δηλαδή στα οποία κάθε ακολουθία συµβόλων από το αλφάβητό τους είναι 

αποδεκτή, δηλαδή δηλώνει κάποιο αριθµό, έστω και αν οι χρήστες τους είχαν κάθε φορά 

κάποια προτίµηση στη σειρά γραφής των συµβόλων. Πρόκειται για γλώσσες ελεύθερες από 

τα συµφραζόµενα.  

Τα συστήµατα αυτά, στα οποία η σηµασιολογική συνάρτηση είναι: 

f: Α *→ℕ 

)()()(...)()()...( 01210121 aaaaaaaaaa ffffff nnnn +++++=
−−

 

όπου αi∈Α, διέπονται από µια µόνο αρχή την προσθετική γι’ αυτό τα λέµε απλώς 

αθροιστικά ή αθροιστικά ή προσθετικά. 
                                                           
1 Με Α* συµβολίζουµε το σύνολο όλων των δυνατών πεπερασµένων ακολουθιών από στοιχεία του Α.  
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Παραδείγµατα: 

Το Μινωικό: 

Είχε χρησιµοποιηθεί στην Κρήτη ήδη από τα µέσα της 2ης π.Χ. χιλιετίας.  

Αλφάβητο:  |, , , ,  

Κανόνες  σύνταξης: 

1) Παράθεση συµβόλων χωρίς κανένα ουσιαστικά περιορισµό. 

2) Κάθε δέκα σύµβολα µιας τάξης αντικαθίσταται από το σύµβολο της αµέσως 

επόµενης τάξης. Το σύµβολο | είναι πρώτης τάξης και τα   , , ,   δευτέρας, 

τρίτης, τετάρτης και πέµπτης αντίστοιχα.  

Κανόνες σηµασίας: Πρόκειται για ένα δεκαδικό σύστηµα. Αν δε για την αναπαρά-

σταση των σηµαινόµενων χρησιµοποιήσουµε το σύγχρονο συµβολισµό, τα γλωσσικά σηµεία 

που συγκροτεί η σηµειοσυνάρτηση είναι: 

f(Ι)=1,  f( )=10,   f( )=100,   f( )=1000,   f( )=10000  

Έτσι το σηµαινόµενο του ονόµατος:  | | |, είναι ο 12313. 

 

Το Αιγυπτιακό: 

Ίδιο στη δοµή και τη λειτουργία, αλλά µε διαφορετικό αλφάβητο ήταν και το 

Αιγυπτιακό το λαϊκό το οποίο είχε: 

(α) Αλφάβητο:  | , , , , , , . 

(β) Κανόνες σύνταξης: Όπως το Μινωικό.   

(γ) Κανόνες σηµασίας: 

f(Ι)=1,     f( )=10,     f( )=100,     f( )=1000,     f( )=10.000,  

 f( )=100.000),     f( )=1.000.000). 

Έτσι το σηµαινόµενο του ονόµατος: ||||||||, είναι 

ο 2.031.058. 
Το Αιγυπτιακό το ιερατικό ήταν επίσης δεκαδικό αθροιστικό αλλά µε 28 σύµβολα. 

 

Το Βαβυλωνιακό: 

Το Βαβυλωνιακό µέχρι τον αριθµό 59 ήταν δεκαδικό αθροιστικό µε δύο σύµβολα, 

ενώ για µεγαλύτερους αριθµούς γίνεται και θεσιακό εξηκονταδικό: 

(α) Αλφάβητο: Για αριθµούς µέχρι το 59: , .  Για µεγαλύτερους του 59 

αριθµούς το αλφάβητο αποτελείται από 60 σύµβολα: Τα 59 που αποτελούν συναρµογές των    

,  και η κενή θέση που παίζει το ρόλο του µηδενός. 
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(β) Κανόνες σύνταξης: Όπως το Μινωικό µέχρι το 59. Για µεγαλύτερους αριθµούς η 

σύνταξη είναι αυτή των θεσιακών συστηµάτων.  

(γ) Κανόνες σηµασίας: (βλ. §1.1) 

 

Το Ακροφωνικό: 

Το Ακροφωνικό (ή Ηρωδιανό) χρησιµοποιήθηκε στην αρχαία Ελλάδα από τους 

ηρωικούς περίπου χρόνους µέχρι την πλήρη αντικατάστασή του από το Ιωνικό: 

(α) Αλφάβητο: , , ∆ , Η , Χ , Μ . 

(β) Κανόνες σύνταξης: Ο γενικός κανόνας σύνταξης είναι η παράθεση συµβόλων, µε 

αντικατάσταση πέντε συµβόλων πρώτης τάξης από το , δύο τέτοιων συµβόλων από το ∆ 

και στη συνέχεια κάθε δέκα σύµβολα µιας τάξης αντικαθίσταται από το σύµβολο της αµέσως 

επόµενης τάξης, ενώ εµφανίζεται και η επίθεση:   

 (γ) Κανόνες σηµασίας: 

( ,1), ( , 5), (∆ , 10),  (Η , 100), (Χ , 1000), (Μ, 10.000). 

∆ηλαδή το αλφάβητο προέρχεται από ακροφωνισµό των φυσικών ονοµάτων των 

αριθµών. 

 Το       από το πέντε το ∆ από το ∆έκα, το Η από το Ηεκατό, το Χ από το 

Χιλιάδες, και το Μ από το Μυριάδες. 

Ενώ  ( ,50),  ( ,500),  ( , 5000), ( ,50.000), δηλαδή η επίθεση συµβόλων 

δηλώνει πολλαπλασιασµό. 

Έτσι Μ Χ Χ Χ Η ∆ ∆ ∆ ∆ | | |  είναι ο: 

50.000+10.000+3.000+100+40+5+3=63143 

Η ύπαρξη του ειδικού συµβόλου για το πέντε, (µε τη συνακόλουθη ανωµαλία στη 

σηµασιολογία) σε συνδυασµό µε το ότι στον Όµηρο πεµπάζω (µιλώ µε πεντάδες) σηµαίνει 

καταµετρώ λογαριάζω, φανερώνουν ότι σε πολύ αρχαιότερες του Οµήρου εποχές θα πρέπει 

να ήταν σε χρήση ένα πενταδικό σύστηµα αρίθµησης 

 

Το Ιωνικό: 

Το Ιωνικό, που εµφανίστηκε γύρο στο 700 π.Χ. στις Ιωνικές πόλεις της Μικράς 

Ασίας, διέθετε 27 σύµβολα που είναι τα 24 του Ιωνικού αλφάβητου, δηλαδή της κεφαλαίας  

µεγαλογράµµατης γραφής, µαζί µε  το δίγαµµα , το κόπα , και το σαµπί , τα οποία 

στη µικρογράµµατη γραφή πήραν τις µορφές, Ϟ, , και Ϡ. Κατά τη Βυζαντινή περίοδο το 

δίγαµµα Ϟ αντικαταστάθηκε από το στ΄. 
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Ο παρακάτω πίνακας διπλής εισόδου δίνει το αλφάβητο και τη σηµασιολογία για τις 

δυνάµεις του 10. Το σύστηµα είναι αθροιστικό, κατά συνέπεια δεν απαιτείται σύµβολο για το 

µηδέν. Ενώ ο γενικός κανόνας σύνταξης είναι η παράθεση συµβόλων, εκτός από τις µυριάδες 

που έχουµε επί-θεση γραµµάτων. 

 

Χ 100  101  102 103 104 105 106 107 108  
1 α΄ ι΄ ρ΄ ,α   
2 β΄ κ΄ σ΄ ,β    

3 γ΄ λ΄ τ΄ ,γ    

4 δ΄ µ΄ υ΄ ,δ    

5 ε΄ ν΄ φ΄ ,ε    

6 Ϟ΄ ξ΄ χ΄ ,Ϟ    

7 ζ΄ ο΄ ψ΄ ,ζ    

8 η΄ π΄ ω΄ ,η    

9 θ΄  Ϡ ,θ    

 

Έτσι ο  ,δν΄ είναι ο 4050 ενώ ο Μ,ζια΄ είναι ο 17011.   

Σχόλιο: Στα αθροιστικά αριθµητικά συστήµατα δεν απαιτείται η δήλωση της θέσης, οπότε 

δεν το έχουν την ανάγκη ενός συµβόλου για το µηδέν. Έτσι δεν διαθέτουν σύµβολο για το 

µηδέν. 

                  
4.2 Τα συστήµατα θέσης2. 

 

Συστήµατα θέσης (ή θεσιακά) λέµε εκείνα τα αριθµητικά συστήµατα στα οποία η 

αξία κάποιου συµβόλου εξαρτάτε όχι µόνο από τη µορφή του αλλά και από τη θέση που 

κατέχει στην ακολουθία συµβόλων που αποτελεί όνοµα κάποιου αριθµού. 

Η ανακάλυψη του µηδενός είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε την εµφάνιση της έννοιας 

της θέσης. Τα συστήµατα θέσης διαθέτουν υποχρεωτικά ένα σύµβολο για το µηδέν, ενώ τα 

απλά αθροιστικά, όχι, αφού δεν τους είναι χρήσιµο. Αυτή είναι και η βαθύτερη ουσιαστική 

αιτία που το µηδέν δεν εµφανίζεται, δεν επινοήθηκε, στα Αρχαία Ελληνικά Μαθηµατικά ως 

λειτουργικό σύµβολο του συστήµατος αρίθµησης. Το πιο αρχαϊκό σύστηµα θέσης είναι το 

εξηκονταδικό των βαβυλώνιων, για τους µεγαλύτερους του 59 αριθµούς όπου ως σύµβολο 

για το µηδέν εµφανίζεται η κενή θέση. Στον προ-Κολοµβιανό πολιτισµό των Μάγια3 έχουµε 

άλλο ένα πλήρες σύστηµα θέσης µε βάση το 20 (η ανωµαλία στις µονάδες τρίτης τάξης δεν 

                                                           
2 [Ifrah,1983,1997,σ.18]  
3Η χρυσή εποχή του πολιτισµού των Μάγια είναι οι 3ος ,4ος ,5ος  αιώνας µ. Χ. Ωστόσο, καθώς το 
πολιτισµικό τους επίπεδο αναλογεί σ’ αυτό της προκλασικής Ελληνικής Αρχαιότητας, γι’ αυτό οι 
κατακτήσεις τους σε πολλούς τοµείς, µελετούνται σε σύγκριση µε τους αρχαίους πολιτισµούς. 
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αλλάζει την ουσία του). Το αλφάβητό του έχει µόνο τρία σύµβολα, για το ένα το πέντε και 

για το µηδέν. Από το 1 µέχρι και το 19 το σύστηµα είναι αθροιστικό και έτσι εξασφαλίζοντια 

τα 19 από τα 20 απαιτούµενα σύµβολα. Το σύµβολο του µηδενός ήταν ένα    σύνταξη γίνεται 

σε στήλη, µε τις µονάδες  µικρότερης τάξης στη χαµηλότερη θέση. 

Στην Ιστορία του Πολιτισµού, [Ifrah,1983,1997,σ.18] η αρχή της θέσης επινοήθηκε 

τέσσερις φορές: Από τους σοφούς της Βαβυλώνας στις αρχές της 2ης π.Χ. χιλιετίας, από τους 

Κινέζους Μαθηµατικούς και λογιστές στους πρώτους µ.Χ. αιώνες, από τους Ινδούς 

Μαθηµατικούς και Αστρονόµους µεταξύ 3ου και 4ου µ.Χ. αιώνα και από τους ιερείς και 

Αστρονόµους των Μάγια, πιθανότατα στις αρχές του 5ου µ.Χ. αιώνα. Η επινόηση του 

µηδενός είναι ακόµη πιο σπάνια. Τη συναντάµε στους Βαβυλώνιους του 4ου π.Χ αιώνα, 

στους Ινδούς Μαθηµατικούς του 3ου µε 4ου µ.Χ. αιώνα και ακόµα µια φορά, περίπου την 

ίδια εποχή στους ιερείς των Μάγια.  

 Έτσι, σ’ αντίθεση µε τα αθροιστικά, είναι δεσµευµένες από τα συµφραζόµενα 

γλώσσες και µάλιστα κανονικές. Στην Ιστορία του Πολιτισµού, η αρχή της θέσης επινοήθηκε 

τέσσερις φορές: Από τους σοφούς της Βαβυλώνας στις αρχές της 2ης π.Χ. χιλιετίας, από τους 

Κινέζους Μαθηµατικούς και λογιστές στους πρώτους µ.Χ. αιώνες, από τους Ινδούς 

Μαθηµατικούς και Αστρονόµους µεταξύ 3ου και 4ου µ.Χ. αιώνα και από τους ιερείς και 

Αστρονόµους των Μάγια, πιθανότατα στις αρχές του 5ου µ.Χ. αιώνα. Η επινόηση του 

µηδενός είναι ακόµη πιο σπάνια. Τη συναντάµε στους Βαβυλώνιους του 4ου π.Χ αιώνα, 

στους Ινδούς Μαθηµατικούς του 3ου µε 4ου µ.Χ. αιώνα και ακόµα µια φορά, περίπου την ίδια 

εποχή στους ιερείς των Μάγια. 

Αν το αλφάβητο είναι το Α, το σύνολο των ονοµάτων δίνεται από την (δηλαδή η 

σύνταξη περιγράφεται από την) κανονική έκφραση4: 

{0}∪(Α-{0})Α* 

όπου 0 είναι το σύµβολο για τον πληθάριθµο του κενού, ενώ η σηµασιολογική συνάρτηση 

είναι: 

bababababaaaaaa n

n

n

nnnf 0

0

1

1

2

2

1

10121 ...)...( +++++= −

−−
 

µε αi∈Α και  b είναι ο πληθάριθµος του Α, δηλαδή η βάση του αριθµητικού συστήµατος. 

Παράδειγµα:  Το σηµερινό σε χρήση ινδοαραβικό: 

Αλφάβητο: Σ ={0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 

Κανόνες σύνταξης: Μια οποιαδήποτε ακολουθία στοιχείων του Σ είναι αποδεκτή 

(είναι δηλαδή λέξη) µόνο αν δεν έχει ως πρώτο από αριστερά σύµβολο το 0, µε εξαίρεση την 

0. Θα συµβολίζουµε µε Σ΄ το σύνολο των λέξεων, είναι δε Σ΄⊆Σ*, όπου µε Σ* συµβολίζεται 

                                                           
4 Βλέπε Παρ………………. 
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το σύνολο όλων των ακολουθιών από στοιχεία του Σ. Η κανονική έκφραση που το 

περιγράφει είναι: 

{0}∪{1,2,3,4,5,6,7,8,9}{0,1,...,9}* 

Κανόνες σηµασίας: Το σύνολο των κανόνων σηµασίας περιγράφεται από τη 

συνάρτηση: 

f: Σ΄→ℕ 

όπου Σ΄ είναι το σύνολο των επιτρεπτών (των καλών) ακολουθιών από το Σ, και ℕ  το 

σύνολο των φυσικών αριθµών που περιέχει και το µηδέν, µε τα ia ∈Σ, ως εξής: 

1010101010 0

0

1

1

2

2

1

10121
...)...( aaaaaaaaaa n

n

n

nnn
f +++++= −

−−
 

Όλα τα συστήµατα που για διάφορους λόγους κατασκευάζονται σήµερα, όπως 

δυαδικό και οκταδικό για τις  ανάγκες των Η/Υ, δοµούνται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο, 

αλλάζει µόνο το αλφάβητο.  

Όµως, παράλληλα µε τις συµβολικές αυτές γλώσσες, η κάθε πολιτισµική-γλωσσική 

κοινότητα, κατακτούσε και τις αντίστοιχες προφορικές γλώσσες των αριθµών, το σύστηµα 

δηλαδή των απόλυτων αριθµητικών.  

Το σύστηµα των γλωσσικών σηµείων τα οποία συγκροτούνται γύρο από την 

αφηρηµένη έννοια του αριθµού, την έννοια δηλαδή που υφίσταται µόνο µέσα στα πλαίσια 

της λογικής µας φαντασίας,  µπορεί να αναπαρασταθεί όπως δείχνει το παραπάνω σχήµα. 

Στον Ελλαδικό χώρο, κατά την ιστορική περίοδο που διαθέτουµε αξιόπιστες πηγές, 

έχουν χρησιµοποιηθεί τέσσερις διαφορετικές συµβολικές γλώσσες: µινωικό (και  

κρητοµυκηναϊκό), ακροφωνικό, ιωνικό, ινδοαραβικό,  ενώ µόνο δύο προφορικές που 

διαφέρουν µόνο ως προς τη σύνταξη. ∆ηλαδή σε µια πρώτη περίοδο που φτάνει µέχρι και τη 

Βυζαντινή περίοδο, εκφωνούσαν πρώτα τις µονάδες µικρότερης τάξης. Έλεγαν δηλαδή για το 

135, πέντε και τριάκοντα και εκατό. Η γλώσσα αυτή κανονικοποιήθηκε αργότερα, προσαρµο-

ζόµενη απόλυτα στη συµβολική. Έτσι σήµερα, οι Ελληνόφωνες  εκφωνούν ότι ακριβώς 

 

Φωνήµατα: (πχ [δύο]) Γραφήµατα:- (πχ    δύο) 

Σύµβολα (πχ 2) 

Εσωτερική 
αναπαράσταση(?) Έννοια αφηρηµένου 

αριθµού (πχ 2) 
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γράφουµε στη συµβολική γλώσσα. Οι δύο γλώσσες, στη σηµερινή τους εκδοχή, παράγονται 

από γενετικές, αλλά όχι µετασχηµατιστικές, γραµµατικές οι οποίες είναι κανονικές, οι 

απλούστερες δηλαδή δυνατές. 

Είναι φανερό λοιπόν ότι οι πολύ ειδικές γλώσσες των αριθµών, τα αριθµητικά 

συστήµατα, είναι φυσικές γλώσσες, ως προς την προέλευσή τους, και συγχρόνως τυπικές 

γλώσσες ως προς τη δοµή τους αφού παράγονται από τυπικές γραµµατικές. Πώς όµως οι 

γλώσσες αυτές επηρέασαν τη φυσική γλώσσα στα πλαίσια της οποίας γεννήθηκαν και 

ολοκληρώθηκαν; 

4.3 Το συνολικό σύστηµα «γλώσσα των αριθµών» 
 

Στην προηγούµενη παράγραφο περιγράψαµε µία πλευρά, τη συµβολική, της γλώσσας 

των αριθµών. Ωστόσο ένας αριθµός µπορεί να δηλώνεται µε το όνοµα που έχει στη φυσική 

γλώσσα. Αποτελεί το σύνολο των ονοµάτων αυτών µια άλλη ειδική γλώσσα; Και τι 

συµβαίνει γενικότερα  κατά την πραγµάτωση του συνολικού συστήµατος γλώσσα των 

αριθµών; 

Το παρακάτω διάγραµµα σχηµατοποιεί τα στιγµιότυπα της υλοποίησης του 

συστήµατος γλώσσα των αριθµών σε ένα κοινωνικό άτοµο µε στοιχειώδη παιδεία. Βεβαίως η 

διαδικασία αυτή δεν είναι καθόλου γραµµική όσο παρουσιάζεται στο διάγραµµα. Έχει όµως 

ως αποτέλεσµα τέσσερις δυνατότητες αναπαράστασης, ανάλογα µε τις απαιτήσεις της 

στιγµής. Μπορεί να είναι προφορικός λόγος (φωνήµατα), γραπτός µε δύο δυνατότητες: 

γραφήµατα των φωνηµάτων ή γραφήµατα των συµβόλων, και τέλος να µην πραγµατοποιηθεί 

διατύπωση λόγου αλλά ο λόγος να παραµείνει εσωτερικός και ως τέτοιος έχει το δικό του 

σύστηµα αναπαράστασης, το οποίο µάλιστα από άνθρωπο σε άνθρωπο διαφέρει, ανεξάρτητα 

αν πρόκειται για ανθρώπους µε κοινό γλωσσικό αισθητήριο ή όχι..  

 

 

 

 

 

 

 

 

                   

 

 

 

 Σύµβολα: 
 1, 2, 3, ...  

Προφορικός 
      Λόγος 

Μόνο σκέψη

  
 
 ΛΟΓΟΣ 
  

Υλοποίηση Η 
ΓΛΩΣΣΑ 

ως σύστηµα 
 

  Γραπτός 
    Λόγος 

Εσωτερικός 
λόγος 

Σύστηµα  
εσωτερικής 
αναπ/στασης 

Σύνταξη των σηµασιών Βαθιά δοµή της 
φράσης 

Επιφανειακή 
δοµή 

 Γραφήµατα: 
ένα, δύο,…  

Φωνήµατα: 
[ένα],[δύο],.  

Οµιλία

Γράψιµο
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Στη συνέχεια θα εστιάσουµε την ανάλυσή µας στη συµβολική δυνατότητα και στην 

καθοµιλούµενη, είτε πρόκειται για γραπτή, (γραφήµατα των ονοµάτων των αριθµών), είτε 

πρόκειται για προφορική (φωνήµατα των ονοµάτων των αριθµών), και στη µεταξύ τους 

σχέση. 

Κάθε τέτοια δυνατότητα όχι µόνο διατηρεί µια αυτοτέλεια αφού παράγεται από άλλη 

τυπική γραµµατική, άρα µπορούµε να µιλάµε για συµβολική και καθοµιλούµενη γλώσσα των 

αριθµών, αλλά  έχει και το δικό της ανεξάρτητο δρόµο ανάπτυξης, και κατά τη φυλογένεση 

και κατά την οντογένεση.  

Έχουµε δείξει [Παπαδοπετράκης, 1998] ότι οι δύο γλώσσες, συµβολική και καθοµιλούµενη, 

δεν γεννήθηκαν ταυτόχρονα ως ενιαίο όλο µε τη µορφή που σήµερα τις διαθέτουµε. Έχουν 

όπως εντελώς διαφορετική ιστορία πίσω τους. Μπορούµε να διακρίνουµε ένα προ-

προφορικό στάδιο γένεσης της συµβολικής γλώσσας κατά τη φυλογένεση, και παράλληλα 

µια εντελώς αυτοτελή γένεση και ιστορική πορεία της προφορικής γλώσσας.  

Ιδωµένο συγχρονικά το πρόβληµα   

Ας εξετάσουµε όµως τη σχέση των δύο αναπαραστάσεων στα πλαίσια της ίδιας 

φυσικής γλώσσας της Ελληνικής: Η συµβολική έχει αλλάξει τέσσερις φορές από τους 

Ηρωικούς χρόνους µέχρι σήµερα, αφού έχουν χρησιµοποιηθεί το Κρητοµηκυναϊκό, το 

Ακροφωνικό, το Ιωνικό, το Ινδοαραβικό ενώ η προφορική ουσιαστικά δεν έχει αλλάξει από 

την εποχή πριν από τον Όµηρο, απλώς έχει κανονικοποιηθεί µε µία αλλαγή στους 

συντακτικούς της κανόνες. 

 

Για µεγάλα χρονικά διαστήµατα δεν υπήρχε αντιστοιχία της συµβολικής µε την 

καθοµιλούµενη . Η σειρά γραφής των συµβόλων σ’ ένα αθροιστικό σύστηµα δεν έχει καµιά 

σηµασία. Αυτό όµως δεν σηµαίνει ότι οι Έλληνες δεν είχαν κάποια προτίµηση στη σειρά. Η 

τάση που είχε παγιωθεί ως κυρίαρχη ήταν το γράψιµο των µονάδων µεγαλύτερης τάξης 

πρώτα και στη συνέχεια οι µονάδες µικρότερης τάξης. Όµως, αν κρίνουµε από τον τρόπο που 

εκφωνούσαν τους αριθµούς στον Ελλαδικό χώρο, θα πρέπει σε µια πρωταρχική περίοδο να 

έγραφαν πρώτα τις µονάδες µικρότερης τάξης αφού για το 19, στο Όµηρο συναντάµε το 

εννεακαίδεκα, για το 13 το τρισκαίδεκα ενώ ο Θουκυδίδης το 135 το γράφει «πέντε και 

τριάκοντα και εκατόν» [Θουκυδίδης, Ιστορίαι,6.5.3.2]. Ίσως η συνήθεια αυτή να είναι 

ανάµνηση του κυρίαρχου τρόπου γραφής στο Ακροφωνικό, αφού η πιο λογική υπόθεση είναι 

ότι αναπαριστούσαν τους αριθµούς όπως τους εκφωνούσαν. Η συνήθεια αυτή στον 

προφορικό λόγο παρέµεινε για πολλούς αιώνες µετά την καθιέρωση του Ιωνικού, 

συνυπάρχοντας, από ένα στάδιο και µετά, µε την ανάστροφή της (µε εξαίρεση το ένδεκα και 



ΜΕΡΟΣ Β΄                                                                                   ΟΙ ΓΛΩΣΣΕΣ ΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
 

57 
 

το δώδεκα).στην οποία όµως οι λέξεις δεν συνδέονται πλέον µε το και: «εκατόν τριάκοντα 

πέντε ». Το βήµα αυτό εναρµόνισης συµβολικού µε τον προφορικό λόγο στα πλαίσια της 

Ελληνικής γλώσσας, είναι πολύ σηµαντικό όχι µόνο επειδή αποκατέστησε αντιστοιχία 

εκφοράς και συµβολισµού αλλά πολύ περισσότερο κανονικοποιήθηκε η γραµµατική η οποία 

παράγει τον Ελληνικό προφορικό λόγο για τους αριθµούς. 

 

Η γραµµατική που παράγει την καθοµιλούµενη γλώσσα των αριθµών στην περίπτωση 

της Ελληνικής είναι: 

 

(1) S→0 

(2) S→xΑ  x∈{1,2,3,4,5,6,7,8,9} (εννέα τέτοιες παραγωγές)  

(3) Α→yΑ  y∈{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (δέκα τέτοιες παραγωγές) 

(4) Α→λ 

 

Αλφάβητο (πεπερασµένο) το : Μ∪∆∪Ε∪Χ  όπου 

Μ={µηδέν, ένα, δύο, …εννέα} 

∆={δέκα, είκοσι, τριάντα,…ενενήντα) 

Ε= {εκατό, διακόσα, … εννιακόσα} 

Χ={χίλια, εκατοµµύριο}   

Παραγωγές 
1. S→Α    Α→x,     x∈Μ     (δέκα τέτοιες παραγωγές) 

2. S→ΒΑ    Β→y,    y∈∆ 

3. S→ΓΒΑ   Γ→z,   z∈E 

4. S→KΓΒΑ   K=χίλια 

5. S→ ΓΒΑΛΓΒΑ   Λ=χιλιάδες 

6. S→ΓΑΒΝ   Ν=εκατοµµύριο(α)     

7. Α→λ     

8. Β→λ     

9. Γ→λ     

 

Και τα ονόµατα µεγαλύτερων ακόµα αριθµών παράγονται από κανονική γραµµατική αφού 

αυτά παράγονται σύµφωνα µε τον αναλυτικό τύπο 
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k n⋅ +103 1( )
, k<103 , n∈Ν 

όπου: 

 για n=0: για k=1 εκφωνούµε  χίλια, ενώ για k>1, k χιλιάδες 

 για n=1: k εκατοµµύρια 

 για n=2: k δυσεκατοµµύρια 

 για n =3: k τρεισεκατοµµύρια 

και για  n>3:  k  n-άκις εκατοµύρια (κάπα νιάκις εκατοµµύρια) 

Για παράδειγµα το φυσικό όνοµα του αριθµού 1063 είναι ένα εικοσάκις εκατοµµύριο 

αφού 1063=1•103(20+1) . Ενώ του 52•10112 είναι 52•10112=520•103(36+1), οπότε το όνοµά του είναι 

πεντακόσια είκοσι τριανταεξάκις εκατοµµύρια. 

 Έτσι η Ελληνική ονοµατολογία των αριθµών παράγεται από µια κανονική γραµµατική 

(γραµµική αριστερά), µια γραµµατική δηλαδή της ίδιας φύσης µε αυτήν που παράγει τη 

συµβολική γλώσσα των αριθµών στο θεσιακό σηµερινό σύστηµα. Η κανονικότητα αυτή την 

καθιστά πολύ απλή στη µάθησή της. Είναι εξάλλου χαρακτηριστικό ότι όταν τα παιδιά έχουν 

αντιληφθεί αυτήν την κανονικότητα, αρέσκονται συχνά να κάνουν λογοπαίγνιο µε το έντεκα 

και το δώδεκα, εκφωνώντας τα δεκαένα και δεκαδύο. Αν δεχθούµε τώρα την ενότητα 

γλώσσας και σκέψης κατά τη γνωστική διαδικασία [Vygotski,1934,1988,σ.356], η 

αξιοποίηση αυτής της κανονικότητας πρέπει να είναι πολύ σηµαντική για την εξοικείωση µε 

τις έννοιες των αριθµών. Με αυτά τα δεδοµένα γίνεται επίσης φανερό ότι µελέτες και 

παρατηρήσεις για το πώς µαθαίνουν τα παιδιά τους αριθµούς που έχουν γίνει σε µη 

Ελληνόφωνο δείγµα, δεν µπορούν να µεταφερθούν αυτούσιες σε Ελληνόφωνο. 

Παραδείγµατα: 

i. Ο αριθµός 13Χ1064 γράφεται130Χ1063=130Χ103(20+1) οπότε το όνοµά του είναι: 

εκατό τριάντα εικοσάκις εκατοµµύρια. 

ii. Ο αριθµός 315Χ1051 γράφεται 31500Χ1051=31500Χ103(16+1) οπότε το όνοµά του 

είναι: τριανταµία χιλιάδες πεντακόσια δεκαεξάκις εκατοµµύρια. 

 

Ασκήσεις 

1) Πιο το όνοµα στη νεοελληνική γλώσσα του κάθενός από τους παρακάτω αριθµούς: 
15Χ1071, 323 Χ1095, 37 Χ10344 
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4.4  Οι γλώσσες των φυσικών αριθµών και η φυσική γλώσσα. 

 

4.4.1 Η γέννηση της γραφής 

 

Η πρώτη προσπάθεια του ανθρώπου να «γράψει», να χαράξει δηλαδή µια απλή 

χαρακιά, ένα απλό σχέδιο, ένα γράφηµα πάνω σε µια επιφάνεια, που να είναι φορέας 

νοήµατος, ήταν σχετική µε την έννοια της πληθικότητας. Η αρχαιότερη δηλαδή γλώσσα που 

γράφτηκε ήταν µια πρωτόλεια συµβολική γλώσσα των αριθµών. Πρόκειται για το κόκαλο 

του λύκου που έχει βρεθεί το 1973 από τον Karl Absolom στην Τσεχοσλοβακία και που 

χαράχτηκε, από κάποιο νοήµον προφανώς υποκείµενο, πριν 30.000 περίπου χρόνια. 
 - - - - -- - - - - -- - - - - -- - - - - -- - - - - --- - - - - -- - - - - --_ 

Πάνω στο κόκαλο αυτό υπάρχουν τρία είδη από εγκοπές οργανωµένες σε πεντάδες 

και εικοσιπεντάδες. Η ανάγκη για αποτύπωση µιας, καταµετρηµένης µε τη µέθοδο 

της ένα προς ένα αντιστοίχησης, πληθικότητας, οδηγεί στην εγχάραξη των εγκοπών. 

Η ανάγκη για γρήγορη αναγνώριση οδηγεί στην οργάνωση των εγκοπών σε πεντάδες 

και εικοσιπεντάδες. ∆εν γνωρίζουµε αν οι άνθρωποι που χάραξαν τις εγκοπές αυτές 

διέθεταν και ακολουθίες ήχων για να δηλώνουν τις πληθικότητες που αποτύπωναν, 
 
πιθανότατα πως όχι. Επίσης δεν µπορούµε να είµαστε βέβαιοι ότι πρόκειται για την 

αποτύπωση µιας πληθικότητας σηµαντικής ή για ένα είδος  προτύπου για καταµετρήσεις 

συνόλου, ένα πρωτόγονο δηλαδή αριθµητήριο.  Αυτό που είναι αναµφίβολο είναι ότι 

εµπεριέχει δύο πολύ σηµαντικές έννοιες, πρωταρχικές για την ανάπτυξη της γλώσσας των 

αριθµών, την έννοια της ένα προς ένα αντιστοίχησης και την έννοια της οµαδοποίησης, 

δηλαδή της βάσης. 

Η ανάγκη για καταγραφή του αριθµού, είτε αυτός ήταν ζώα είτε καλάθια µε καρπούς 

ή οτιδήποτε άλλο ανταλλάξιµο, οδήγησε από τις απλές χαρακιές σε πιο περίπλοκες 

παραστάσεις για µεγάλους αριθµούς. Όµως «επειδή µπορούσαν να ξεχάσουν τί ήταν αυτό 

που είχε καταγραφεί, το σύµβολο του αριθµού το ακολουθούσε µια εικόνα ή ένα 

στενογραφηµένο σύµβολο του αντικειµένου, που υποδείκνυε τι ήταν αυτό που είχε µετρηθεί» 

[J. Bernal, 1954, Τόµ.1,σ.184] 

Έτσι εµφανίστηκε η γραφή.  Οι άνθρωποι άρχισαν στην αρχή να ζωγραφίζουν τα 

αντικείµενα, ή τους ήχους που τα αντιπροσώπευαν, για να φτάσουν σε πιο εξελιγµένες 

µορφές γραφής όπως το συλλαβικό και αργότερα το φθογγικό αλφάβητο. 
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4.4.2 Ενικός-Πληθυντικός 

 

Η ανάπτυξη της πολύ ειδικής γλώσσας των αριθµών και συγκεκριµένα η καθιέρωση 

και πλατιά χρήση ενός εύχρηστου αριθµητικού συστήµατος οδήγησε στην οµαλοποίηση της 

καθοµιλουµένης σε σχέση µε την έκφραση της απαριθµήσιµης πολλαπλότητας, τη σταδιακή 

εγκατάλειψη του δυϊκού αριθµού και την υποβάθµιση του συλλογικού. Πρόκειται για την πιο 

σηµαντική δοµική αλλαγή που έχει υποστεί η φυσική γλώσσα κάτω από την επίδραση της 

γλώσσας των αριθµών. 

Για τη γραµµατική κατηγορία του αριθµού και την εξέλιξή της στην καθοµιλουµένη 

ο Jean Humbert [HUMB.1960,15,24] αναφέρει ότι η Ελληνική γλώσσα µαζί µε τον ενικό και 

τον πληθυντικό, διατήρησε για µεγάλο διάστηµα το δυϊκό, και το συλλογικό ("πληθυντικός" 

του ουδετέρου).   Παρά την ταυτότητα των όρων, ο ενικός και ο πληθυντικός της αρχαίας 

Ελληνικής είναι πολύ διαφορετικοί από τους σηµερινούς, για δύο λόγους: ∆εν βρίσκονται 

στην ίδια σχέση µεταξύ τους ενώ ο συλλογικός κατέχει πολύ σηµαντική θέση. 

Συγκεκριµένα: 

Ο ενικός κατέχει µια θέση εντελώς αρνητική σε σχέση µε τον αριθµό, σηµαίνει 

δηλαδή την απουσία αριθµού. 

Η έννοια της πολλαπλότητας µπορεί να εκφραστεί, είτε από τον πληθυντικό, είτε από 

το συλλογικό, είτε από ενικό µε αξία συλλογικού. Υπάρχουν δηλαδή τρεις περιπτώσεις για την 

έκφραση της πολλαπλότητας: 

α) Όταν η έννοια της πολλαπλότητας πρέπει να εφαρµοσθεί σε αντικείµενα 

αριθµήσιµα: ο αριθµός που χρησιµοποιείται είναι ο πληθυντικός. 

β) Όταν η έννοια της πολλαπλότητας πρέπει να εφαρµοσθεί σε ένα αντικείµενο του 

οποίου όµως η δοµή είναι σύνθετη: χρησιµοποιείται πληθυντικός. 

γ) Όταν η έννοια της πολλαπλότητας πρέπει να εφαρµοσθεί σε αντικείµενα που δεν 

ζητάµε να απαριθµήσουµε: Είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθεί είτε ο ενικός, αν θεωρούµε 

συνολικά τη µάζα που συνιστούν τα αντικείµενα, είτε ο πληθυντικός, αν θεωρούµε την 

ενδογενή πολλαπλότητα αυτής της µάζας.     Έτσι στην περίπτωση (γ) όταν λέµε:  

καθένας από τους φίλους µου ήλθε 

ή: 

Όλοι οι φίλοι µου ήλθαν 

εκφράζουµε µε τον ενικό ή τον πληθυντικό µια πληθικότητα την οποία δεν ενδιαφερόµαστε 

να απαριθµήσουµε.  

Καθώς τα αρχαία Ελληνικά διαθέτουν έναν συλλογικό µε τη µορφή του "πληθυντικού 

του ουδετέρου" µπορούν  σ' αυτήν την περίπτωση να εκφράσουν: 

• την πληθικότητα: Πάντες οι φίλοι ήλθον  (πληθυντικός) 
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• την επιµεριστική µοναδικότητα: Έκαστος των φίλων ήλθε  (ενικός) 

• τη συνολική µοναδικότητα: Τα φίλα πάντα ήλθε (συλλογικός εκφρασµένος από το 

ουδέτερο του "πληθυντικού"). 

Το ρήµα παραµένει στον ενικό συµφωνώντας µε το υποκείµενο που εννοείται, δηλαδή το 

σύνολο των φίλων (που ήλθε) και όχι αυτό που διατυπώνεται. Σαν κλασικό παράδειγµα 

αττικής σύνταξης αναφέρεται η φράση Τα ζώα τρέχει που σηµαίνει  Κάθε ζώο τρέχει, ή Το 

σύνολο των ζώων τρέχει. 

Η µαθηµατική γλώσσα της εποχής, αξιοποιεί το συλλογικό αριθµό για να εκφράσει 

την καθολική ποσόδειξη: 

Παράδειγµα: «T¦ parallhlÒgramma t¦ ™pˆ tÁj aÙtÁj b£sewj Ônta kaˆ ™n ta‹j 

aÙta‹j parall»loij ‡sa ¢ll»loij ™st…n.» [Ευκλείδης, Ι, 35]  

 

Το όνοµα {τα παραλληλόγραµµα} είναι συλλογικός που σηµαίνει {κάθε 

παραλληλόγραµµο} και εκφράζει µια καθολική ποσόδειξη, τίθεται δε πάντα στην αρχή της 

εκφώνησης όπως στο παραπάνω δέντρο ανάλυσης. Ο ρόλος αυτός του συλλογικού τον 

καθιστά λειτουργικό για το µαθηµατικό λόγο. Αυτός πιστεύουµε είναι ο λόγος που τον 

διατηρεί σε χρήση στα µαθηµατικά κείµενα, ενώ στην καθοµιλουµένη, όπως παρατηρεί ο 

[HUMB.1960, 24] αρχίζει να εγκαταλείπεται, ήδη από συγγραφείς όπως τον Ξενοφώντα - µια 

γενιά περίπου πριν από τον Ευκλείδη - ενώ έχει  εξαφανιστεί στη Κοινή το 100 π.χ. περίπου. 

Αξίζει να αναφέρουµε τη γνώµη του Β. Μανδηλαρά για την αιτία εξαφάνισης του 

δυϊκού (τω οφθαλµω=τα δύο µάτια, τω χειρε=τα δύο χέρια): «παρατηρήθηκε βαθµιαία 

εξαφάνιση του δυϊκού στις κοινωνίες, όπου  ο  άνθρωπος εξελισσόταν πνευµατικώς. Στην 

ιωνική διάλεκτο π.χ., σε µια γλώσσα, η  οποία χαρακτηρίζεται για την πνευµατική της 

                                     Φ

                               ΟΣ
   

                                  ΕπθΣ                 

                                                                                
                                                      ΠΣ                  

                                                             
                                                                                        

                                                                        
                                                                                      ΡΣ
                                  ΠρθΣ                        ΠρθΣ          
                                                                                      ΟΣ
       ΟΣ                           ΟΣ

                                                                                             
   Αρθ            O             Αρθ  Πρθ Αρθ    Αντ       O        ΡΣ  Συν Πρθ Αρθ   Αντ           O        Επθ     Αντ        P
     |            |            |      |      |       |       |        |     |     |     |       |          |        |        |        |      
  Tα παραλληλόγραµµα τα    επί    της   αυτής  βάσεως  όντα και  εν ταις αυταίς παραλλήλοις ίσα  αλλήλοις  εστίν.
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ανάπτυξη, δεν µαρτυρείται χρήση του δυϊκού αριθµού. Αντίθετα, στις αγροτικές διαλέκτους  

(θεσσαλική, βοιωτική), διαφυλάσσεται  ο δυϊκός αριθµός. Στην αττική  διάλεκτο διατηρείται 

ζωηρά, ώσπου νέα κοινωνικά στρώµατα συντελούν στην τέλεια εξαφάνισή του. Αυτό 

συµβαίνει µέσα στον 4ο αι. π.χ.» [ΜΑΝ∆..1981, 31]. 

Νοµίζουµε ότι η πλατειά χρησιµοποίηση ενός εύχρηστου συστήµατος αρίθµησης  

αποτέλεσε την υλική αιτία για την εξέλιξη αυτή, αφού η γλώσσα πλάθεται από το λαό. Στην 

Αττική, η εξέλιξη αυτή ήταν σχετικά πρόσφατη (!) αφού µάλλον κατά το 403 µόλις π.Χ. 

[Mioni,1979, 55] υιοθετήθηκε µε προτροπή του ρήτορα Αρχίνου από τους Αθηναίους το 

Ιωνικό αλφάβητο για την καθοµιλουµένη, οπότε είναι φυσικό να υποθέσουµε ότι 

υιοθετήθηκε µαζί και το αριθµητικό σύστηµα των Ιώνων: «toÝj d� 'Aqhna…ouj œpeise 

crÁsqai to‹j tîn 'Iènwn gr£mmasin 'Arc‹noj [d' 'Aqhna…oij] ™pˆ ¥rcontoj 

EÙkle…dou» (περί το 403/2 π.Χ.) 
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Ο  Ελληνικός  Μαθηµατικός  Λόγος  

 

5. Η µαθηµατική γλώσσα 

5.1 Μικρή ιστορική αναδροµή 

Η συγκρότηση µιας ειδικής γλώσσας, όπως η µαθηµατική, προϋποθέτει τη διαµόρφωση της 

κοινωνικής αυτής οµάδας που θα δραστηριοποιείται συστηµατικά γύρο από µια πολύ συγκεκριµένη, στη 

συγκεκριµένη περίπτωση αυστηρά οριοθετηµένη, γνωστική περιοχή, την επιστήµη των µαθηµατικών. Ποίοι   

όµως είναι ο όροι που έφεραν στο προσκήνιο της ιστορίας τη γλώσσα της επιστήµης των µαθηµατικών; 

Στην ιστορία των µαθηµατικών µπορούµε να διακρίνουµε τρία στάδια:  

• Το προεπιστηµονικό εµπειρικό που φτάνει µέχρι το Θαλή, ο οποίος, σύµφωνα µε τον Πρόκλο,  

διατύπωσε τα πρώτα θεωρήµατα.  

• Το στάδιο του ραγδαίου ποιοτικού µετασχηµατισµού του συνόλου των  συσσωρευµένων εµπειρικών 

γνώσεων που φτάνει µέχρι τον Ευκλείδη, ο οποίος κατέγραψε ως αξιωµατικοποιηµένη παραγωγική 

επιστήµη, σε δεκατρία βιβλία τα γνωστά Στοιχεία, τα µαθηµατικά της εποχής του. 

• Και, το στάδιο της σχετικά αυτοτελούς ανάπτυξής τους. 

 

Τι σηµαίνει όµως επιστήµη για την εποχή εκείνη και γιατί απαιτείται νέα γλώσσα για να την 

εκφράσει; Αξίζει να εκθέσουµε µε συντοµία την µοναδική ολοκληρωµένη άποψη που έχει διασωθεί, αυτήν 

του Αριστοτέλη, η οποία δεν έχει µόνο ιστορική αξία αλλά και άµεση πρακτική ακόµα και σήµερα!  

Για τον Αριστοτέλη λοιπόν,  ως επιστήµη δεν γίνεται αποδεχτό ένα οποιοδήποτε σύνολο γνώσεων ή 

δοξασιών που αφορούν απλά µια γνωστική περιοχή, χωρίς κανένα περιορισµό στην οργάνωση, τη λογική 

δοµή και τους κανόνες εξαγωγής συµπερασµάτων. Αν ήταν έτσι τα πράγµατα,  τότε και η αστρολογία των 

Βαβυλώνιων, ή των Αιγυπτίων - ή και η σηµερινή - και τα µαθηµατικά τους, η µαντεία κ.τ.λ., θα ήταν 

επιστήµες, και η αναζήτηση του επιστηµονικού λόγου θα χανότανε στα βάθη των αιώνων. 

Κατά τον Αριστοτέλη λοιπόν ένα σύνολο γνώσεων αποτελεί επιστήµη µόνο αν:  

1. Τα αντικείµενα της επιστήµης έχουν εξασφαλισµένη ύπαρξη, είτε από αξιώµατα είτε από τις αποδείξεις. 

2. Ορισµένα γεγονότα µεταξύ των αντικειµένων αυτών συµβαίνουν «εκ φύσεως». ∆ηλαδή κάποιες 

αποφάνσεις γίνονται αποδεκτές ως αληθείς, χωρίς απόδειξη, από όλους όσοι ασχολούνται ή επιθυµούν 

να ασχοληθούν µε την επιστήµη αυτή. ∆εν είναι καθόλου τυχαίο ότι οι αποφάνσεις αυτές εισάγονται 
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από τον Ευκλείδη µε προστακτικές παρακειµένου: ἠτήσθω στα Στοιχεία,  ὑποκείσθω  στα Οπτικά και 

τα Φαινόµενα. 

3. Οποιαδήποτε άλλη απόφανση (δηλ. θεώρηµα) εντάσσεται µέσα στο πλαίσιο της επιστήµης µόνο αν 

είναι λογική συνέπεια των προηγούµενων αποφάνσεων, δηλαδή αν είναι προϊόν επιστηµονικού 

συλλογισµού, επιστηµονικός δε είναι µόνο ο συλλογισµός ο οποίος στηρίζεται σε αληθείς προκείµενες. 

 Την αντίληψη ότι και τα θεωρήµατα, όπως και τα αιτήµατα, εκφράζουν γεγονότα που συµβαίνουν στον 

πραγµατικό κόσµο τη συναντάµε αργότερα και στον Αρχιµήδη ο οποίος γράφει, στην εισαγωγή του έργου 

του ‘‘Περί σφαίρας καί κυλίνδρου’’ η οποία απευθύνεται στον ∆οσίθεο: 

 

 Ταῦτα δὲ τὰ συμπτώματα τῇ φύσει προυπῆρχεν περὶ τὰ εἰρημένα 
σχήματα, ἠγνοεῖτο δὲ ὑπὸ τῶν πρὸ ἡμῶν περὶ γεωμετρίαν ἀνεστραμμένων 
οὐδενὸς αὐτῶν ἐπινενοηκότος ὅτι τούτων τῶν σχημάτων ἐστὶν συμμετρία·   

 
Αυτές δε οι κανονικότητες στα σχήµατα που έχω αναφέρει προϋπήρχαν από τη 
φύση τους. Τις αγνοούσαν δε αυτοί που ασχολήθηκαν µε τη γεωµετρία πριν από 
εµένα, αφού κανείς δεν κατάλαβε πως υπάρχουν αναλογίες µεταξύ των σχηµάτων 
αυτών.   

 

Έτσι τα µαθηµατικά είναι ιστορικά το πρώτο παράδειγµα επιστήµης που διαθέτουµε. Ο 

επιστηµονικός λόγος υπήρξε ο ώριµος καρπός του Ελληνικού Ορθολογισµού που εµφανίστηκε στις Ιωνικές 

πόλεις της Μικράς Ασίας από το 600 περίπου π.Χ. και µετά.  

Ορόσηµο αποτελεί η στάση απέναντι στο πρόβληµα της αλήθειας, όπου η λογικά τεκµηριωµένη 

αλήθεια εκτοπίζει την εξ’ αποκαλύψεως αλήθεια του ιερατείου, και η διατύπωση από το Θαλή των πρώτων 

θεωρηµάτων, ως γενικεύσεις εµπειρικών κανόνων κατακτηµένων κατά το προεπιστηµονικό στάδιο, 

αναπτύχθηκε µέσα στη µήτρα του Φιλοσοφικού Λόγου της εποχής,  για να αυτονοµηθεί στη διάρκεια των 

300 χρόνων που ακολούθησαν µέχρι τον Ευκλείδη.  

Το σύνολο των γνώσεων και των πρακτικών του προεπιστηµονικού εµπειρικού σταδίου ο 

Αριστοτέλης το ονοµάζει τέχνη των µαθηµατικών, σχολιάζοντας δε στους κοινωνικούς όρους εµφάνισής του 

αναφέρει ως παράδειγµα κοινωνικής οµάδας που ασχολείται µε την τέχνη αυτή το Αιγυπτιακό ιερατείο, το 

οποίο, έχοντας εξασφαλισµένους τους όρους της υλικής του διαβίωσης από την εργασία των άλλων, 

διαθέτει ελεύθερο χρόνο για πνευµατικές ασχολίες: 

 διὸ περὶ Αἴγυπτον αἱ μαθηματικαὶ πρῶτον τέχναι συνέστησαν, ἐκεῖ γὰρ 
ἀφείθη σχολάζειν τὸ τῶν ἱερέων ἔθνος.  
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Γιαυτό  οι µαθηµατικές τέχνες εµφανίστηκαν στην Αίγυπτο, διότι εκεί έτυχε να είναι 
αργόσχολο το γένος των ιερέων. 

 [Αριστοτέλης, Μετά τα φυσικά, 981b.23 έως 981b.27]. 

Η γνώση όµως είναι παράγωγο της κοινωνίας και συγχρόνως λειτουργικό της στοιχείο, καθορίζεται 

απ’ αυτήν αλλά και την καθορίζει. Τα µαθηµατικά αποτελούν µια γνωστική περιοχή αυστηρά οριοθετηµένη, 

όπως την ήθελε ήδη ο Αριστοτέλης, εκφράζονται µέσω µιας εξειδικευµένης γλώσσας της µαθηµατικής 

γλώσσας.  Υλοποίηση της γλώσσας αυτής αποτελεί ο µαθηµατικός λόγος ο οποίος στην πρώτη του ιστορικά 

εκδοχή δεν είναι άλλος από τον Ελληνικό µαθηµατικό λόγο των διασωθέντων κειµένων της κλασσικής 

αρχαιότητας. 

Η µαθηµατική γλώσσα γεννήθηκε µέσα στα πλαίσια της φυσικής γλώσσας µε σηµασιολογικές 

διαφοροποιήσεις των εκφραστικών µέσων της καθοµιλουµένης. ∆ηλαδή η µαθηµατική γλώσσα 

διαφοροποιείται, σ’ εκείνη τη φάση, από την καθοµιλουµένη  µόνο ως προς το σύστηµα των 

σηµασιολογικών κανόνων, ενώ διατηρεί το ίδιο αλφάβητο και την ίδια σύνταξη. Εκείνο δε που θεσµοθετεί 

τις σηµασιολογικές αυτές διαφοροποιήσεις είναι οι µαθηµατικοί ορισµοί. Ο µαθηµατικός ορισµός είναι 

ουσιαστικά µια συµφωνία για το νέο περιεχόµενο του όρου που εισάγεται στο λεξιλόγιο της νέας γλώσσας, 

οριοθετεί δηλαδή σηµασιολογικά τη νέα γλώσσα.  

Για παράδειγµα, το όνοµα κύκλος  υπάρχει στην καθοµιλουµένη γλώσσα, µε πεδίο σηµασίας το 

περιβάλλον δραστηριότητας του ανθρώπου, πολύ πριν από την εµφάνιση του ορισµού που συναντάµε στα 

στοιχεία του Ευκλείδη. Ταυτόχρονα οι µαθηµατικοί ασχολούνται µε το µαθηµατικό αντικείµενο1 κύκλος 

πολύ πριν αποφασίσουν ότι απαιτείται να δηλώσουν µε απόλυτη ακρίβεια τι εννοούν. Έτσι µε τον  ορισµό: 

     Κύκλος ἐστὶ σχῆμα ἐπίπεδον ὑπὸ μιᾶς γραμμῆς περιεχόμενον [ἣ 
καλεῖται περιφέρεια], πρὸς ἣν ἀφ' ἑνὸς σημείου τῶν ἐντὸς τοῦ σχήματος 
κειμένων πᾶσαι αἱ προσπίπτουσαι εὐθεῖαι [πρὸς τὴν τοῦ κύκλου 
περιφέρειαν] ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.  

 
Κύκλος είναι ένα σχήµα επίπεδο που περιέχεται από µια γραµµή [η οποία καλείται 
περιφέρεια] προς την οποία όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα που φτάνουν, αρχίζοντας 
από ένα εσωτερικό τη γραµµής αυτής σηµείο, είναι ίσα µεταξύ τους. 

[Ευκλ. Ι, Ορ.15] 
 

η λέξη κύκλος έχει πεδίο σηµασίας το σύµπαν, πλέον, των µαθηµατικών αντικειµένων. 

Μπορούµε λοιπόν να ισχυριστούµε ότι η εµφάνιση του µαθηµατικού ορισµού αποτελεί τη 

ληξιαρχική πράξη γέννησης της µαθηµατικής γλώσσας. 
                                                            
1 Το πρόβληµα του τετραγωνισµού του κύκλου έχει τεθεί εκατό τουλάχιστον χρόνια πριν από τον Ευκλείδη, και 
αρκετά πριν ο Πλάτωνας καταπιαστεί, µέσα στα πλαίσια της διαλεκτικής µε το πρόβληµα της αναγκαιότητας των 
Ορισµών (βλ. Σοφιστής).   
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Όλη η µαθηµατική ορολογία αντλείται σ’ αυτό το στάδιο από τη καθοµιλούµενη γλώσσα, 

αποτυπώνοντας ταυτόχρονα τον έντονα εµπειρικό ακόµα χαρακτήρα των µαθηµατικών.  Ήδη από την εποχή 

των Πυθαγορείων εµφανίζονται σοβαρές σηµασιολογικές διαφοροποιήσεις, που προµηνύουν την 

συγκρότηση µιας ειδικής γλώσσας για τις ανάγκες της υπό διαµόρφωση επιστήµης:  

Παραδείγµατα:  

Από τις πρακτικές δε διαδικασίες των Πυθαγορείων, πάνω στην ψηφοφόρο, την ξύλινη δηλαδή 

επιφάνεια πάνω στην οποία αναπαριστούσαν τους αριθµούς µε ψηφίδες - το ένα (που δεν ήταν αριθµός) µε 

µία ψηφίδα, το 2 µε δυο ψηφίδες, το 3 µε τρεις στη σειρά και κάθε επόµενο προσθέτοντας µία ψηφίδα στον 

προηγούµενο - δηµιουργήθηκε ένα µεγάλο µέρος από την ορολογία της γλώσσας της αριθµητικής: 

Προσθέτω – πρόσθεση: Από το προς+τίθιµι, θέτω δηλαδή τις ψήφους του ενός αριθµού ακριβώς 

δίπλα από τις ψήφους του άλλου ώστε να σχηµατίζουν έναν αριθµό 

Αφαιρώ-αφαίρεση: Από το: από+αίρω, παίρνω µε το χέρι (αρπάζω) από. Έπαιρναν λοιπόν µε το 

χέρι από την αναπαράσταση του αφαιρέτη όσες ψήφους είχε ο αφαιρεταίος.  

Ανάλογα µε τις εικόνες που έδιναν οι ψηφίδες ενός αριθµού, όταν µε διάφορους τρόπους 

αναδιατασσόταν  πάνω στην ψηφοφόρο,  Πυθαγόρειοι τους ονόµαζαν: επίπεδους αν έδιναν ορθογώνιο 

παραλληλόγραµµο όπως οι 6, 10, 12, 14, αν δηλαδή ήταν γινόµενο δύο παραγόντων, τετράγωνους αν έδιναν 

τετράγωνο (4,9,16,..), στερεούς αν ήταν γινόµενο τριών παραγόντων, κύβους αν οι τρεις παράγοντες ήταν 

ίσοι κλπ.. Από τη διαδικασία όµως αυτή παρήχθησαν και νεολογισµοί που πέρασαν και στην 

καθοµιλούµενη γλώσσα πλουτίζοντάς την:  

Περιττός: Από την πρόθεση περί (περί περισσός, που έγινε περιττός στην αττική διάλεκτο) 

υπαγορευµένο από την εξής διαδικασία: Κάθε επόµενος από την ακολουθία των αριθµών 1, 3, 5, 7,.... 

τοποθετείται, µε τη βοήθεια του γνώµονα, περί τον προηγούµενο σχηµατίζοντας µαζί µε όλους τους άλλους 

ένα τετράγωνο αριθµό: 
● ● ● ● ●  

● ● ● ● ●  

● ● ● ● ●  

● ● ● ● ●  

● ● ● ● ●  

  1    3     5     7     9 

Η γενίκευση είναι προφανής:  1+3+5+7+...+ (2n-1)=n2 

Οι αριθµοί λοιπόν που µπορούσαν να τοποθετηθούν περί ονοµάσθηκαν περισσοί, που έγινε περιττοί 

στην Αττική διάλεκτο. Από το περισσός παράγεται µετά το περισσάκις που σηµαίνει περιττό αριθµό από 

φορές.  
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Ο Πλάτωνας στην Πολιτεία σχολιάζει την εµπειρική αυτή προέλευση της µαθηµατικής ορολογίας 

γράφοντας ότι:  

Μιλούνε δε (για τα µαθηµατικά) µε πολύ γελοίο τρόπο, αλλά αναγκαστικά, σαν να 
πράττουν µε υλικά αντικείµενα και για χάρη αυτής της πράξης να φτιάχνουν αυτά τα λόγια, 
λένε να τετραγωνίζεις και να προεκτείνεις και να προσθέτεις και για όλα έτσι µιλούν,  
 
Λόγος, ανάλογος, οµόλογος, αναλογία: Η λέξη λόγος, από το λέγω, είχε στη φυσική γλώσσα 

πάµπολλες σηµασίες ήδη την εποχή των Πυθαγορείων. Τρεις απ’ αυτές: οµιλία-λαλιά, εκφωνώ αριθµούς-

αριθµός, σειρά ή σύνολο αντικειµένων αποτέλεσαν την αφετηρία στο να αποκτήσει µια νέα σηµασία µέσα 

στα πλαίσια της µουσικής θεωρίας των Πυθαγορείων. Κατά την προσπάθειά τους να µελετήσουν το 

Μονόχορδο, ονόµαζαν λόγο το ζεύγος των αριθµών που δήλωναν τα άκρα του τµήµατος της χορδής που 

ήταν χωρισµένη σε 12 τµήµατα. Εξέφρασαν έτσι τα µουσικά διαστήµατα µε αριθµητικές σχέσεις. Τα τρία 

βασικά σύµφωνα διαστήµατα αντιστοιχούσαν πάντα στα πηλίκα 12:6(=2:1) η οκτάβα, 12:9(=4:3) η τετάρτη 

και 12:8(=3:2) η πέµπτη. Το πηλίκον αυτό ονοµάστηκε λόγος. Τέσσερα µεγέθη που εµφάνιζαν ισότητα 

λόγων ονοµάστηκαν ανά λόγον ίσα µεγέθη. Από τη φράση αυτή δηµιουργήθηκε η ελλειπτική έκφραση ανά 

λόγον η οποία σε όλα τα µαθηµατικά κείµενα εµφανίζεται ως µια λέξει ανάλογον που εµφανίζεται άκλιτη: 

Τα µεγέθη που έχουν τον ίδιο λόγο να ονοµάζονται ανάλογα 

                                                                                                    [Ευκλείδης,V, Ορ.6] 

Όλοι αυτοί οι νεολογισµοί, πλασµένοι µέσα στη µαθηµατική γλώσσα, πέρασαν σταδιακά στη 

καθοµιλούµενη. Κατά τον Α.Szabό  η εισαγωγή των όρων αυτών στην καθοµιλουµένη οφείλεται στον 

Πλάτωνα, [SZABO,1969,159]. Πράγµατι η λέξη αναλογία εµφανίζεται για πρώτη φορά, µε βάση τα 

διασωθέντα κείµενα, στον Πλάτωνα: [Πλάτων, Πολιτεία, 508 b,13] 

Και µετά την συγκρότηση των µαθηµατικών σε επιστήµη η καθοµιλούµενη συνεχίζει να παρέχει  λεξιλόγιο 

για ορολογία, όπως άλλωστε γίνεται ακόµα και σήµερα. Για παράδειγµα το καµπύλο µαχαίρι των εκδορέων, 

το λεγόµενο άρβηλος [Σούδα, Λεξικόν], εµπνέει στον Αρχιµήδη το όνοµα για το γεωµετρικό σχήµα µε το 

οποίο οµοιάζει: 

 

 

 

 

 

 

 

Λέγω δε το σχήµα, που περιέχεται από τρείς 
περιφέρειες δηλαδή από το µεγάλο ηµικύκλιο και 
τα δύο ηµικύκλια που έχουν εγγραφεί σ’ αυτό, το 
οποίο ας έχει ονοµασθεί άρβυλος.  
 

 [Αρχιµήδης, Προβλήµατα] 
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5.2 Η γλώσσα του Ευκλείδη και η υπέρβασή της 

 Σε ένα λοιπόν πρωταρχικό στάδιο στην ιστορική εξέλιξη των µαθηµατικών, χρησιµοποιήθηκε 

αποκλειστικά η καθοµιλουµένη µε τις απαραίτητες, για τη δηµιουργία της µαθηµατικής ορολογίας, 

σηµασιολογικές διαφοροποιήσεις.  Ταυτόχρονα παγιώνεται η χρήση ορισµένων συντακτικών δοµών για να 

αποδοθούν ιδιαίτερα λεπτές εννοιολογικές αποχρώσεις. Οι προστακτικές, για παράδειγµα, αναλαµβάνουν 

έναν ιδιαίτερο ρόλο στην παρουσίαση των υποθέσεων, στην παρουσίαση και υπαρξιακή ποσόδειξη 

µαθηµατικών αντικειµένων, αλλά και στη σταδιακή θεώρηση των γεωµετρικών σχηµάτων. Για τους 

Γεωµέτρες της κλασικής αρχαιότητας  το σχήµα ως αναπαράσταση κάποιου γεωµετρικού αντικειµένου 

υπάρχει ανεξάρτητα από το γεωµέτρη. Έτσι το σχήµα δεν κατασκευάζεται από τον γεωµέτρη αλλά 

θεωρείται σταδιακά. Ενώ δηλαδή εµείς λέµε «φέρνω την ΑΒ» αυτοί έλεγαν «ας έχει αχθεί η ΑΒ». ∆εν είναι 

λοιπόν καθόλου τυχαίο ότι η προστακτικές συναγωνίζονται σε συχνότητα τις οριστικές.  

Γενικά για κάθε λογικογλωσσική πράξη έχει παγιωθεί µία, κατά κανόνα, συντακτική δοµή που την 

εκφράζει. Ως προς τη συνολική δοµή τα µέρη του µαθηµατικού λόγου που έχουν παγιωθεί είναι η πρόταση 

(εκφώνηση του προβλήµατος ή του θεωρήµατος) η έκθεση (παρουσίαση και ποσόδειξη των αντικειµένων) ο 

διορισµός, η κατασκευή (στη γεωµετρία) η απόδειξη, και το συµπέρασµα. Ο µαθηµατικός λόγος λοιπόν της 

εποχής του Ευκλείδη, έστω και χωρίς συµβολισµό, είναι, µε τον τρόπο του, τυποποιηµένος. 

Όµως µε την ανάπτυξη και εξέλιξη των µαθηµατικών εννοιών, η ανεπάρκεια των εκφραστικών 

µέσων, η ανάγκη µονοσηµίας, η τάση για οικονοµία στα εκφραστικά µέσα και συµπύκνωση της εκφράσιµης 

πληροφορίας, οδήγησαν στην ανάπτυξη στα πλαίσια της µαθηµατικής γλώσσας του µαθηµατικού 

συµβολισµού.  

Το σύµβολο γενικά, ως προς τη σηµασία του, είναι ένα σηµείο (signe) που αντικαθιστά (ή παριστά) 

µια αφηρηµένη έννοια, δηλαδή κάτι που αν και έχει κάποια σχέση µε τον υλικό κόσµο, το ίδιο δεν είναι 

υλικό αντικείµενο. Η αναπαράσταση αυτή βασίζεται σε µία σύµβαση που πρέπει να είναι γνωστή για να 

κατανοηθεί το σύµβολο. Η ίδια αφηρηµένη έννοια µπορεί να παρασταθεί µε ένα σύµβολο ή µε ένα 

γλωσσικό σηµείο που συνήθως είναι το όνοµά της. Τα µαθηµατικά σύµβολα αποτελούν ένα είδος νέων 

γλωσσικών σηµείων τα οποία αρχίζουν να αντικαθιστούν ορισµένα γλωσσικά σηµεία ή και ολόκληρες 

φράσεις που προέρχονται από την καθοµιλουµένη.  

Έτσι η φράση, 

« όπως είναι ο Α προς τον Ε είναι και ο Γ προς τον ∆» 

                                                            [Ευκλείδης, VIII,14] 

που συναντάµε πολύ συχνά στα Στοιχεία του Ευκλείδη µπορεί να αποδοθεί πλέον: 

∆
Γ

=
E
A

 

Στη γλώσσα του Αρχιµήδη το θεώρηµα:  
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«Η επιφάνεια κάθε σφαίρας είναι τετραπλάσια του µέγιστου κύκλου της σφαίρας » 

Στη συµβολική γλώσσα αποδίδεται: 

Σε κάθε σφαίρα, η επιφάνειά της είναι 24πρσϕ =E . 

Για να είµαστε ακριβείς τα γράµµατα Α, Γ, Ε, ∆ στην πιο πάνω φράση του Ευκλείδη δεν είναι 

ακόµη σύµβολα µεταβλητών, όπως στην σύγχρονη έκφραση, αλλά ονόµατα των συµβόλων µεταβλητών, 

δηλαδή των ευθυγράµµων τµηµάτων που χρησιµοποιούνται ως αναπαράσταση για τους αριθµούς. Αξίζει 

εδώ να αναφέρουµε ότι ούτε η συµβολική γλώσσα των αριθµών δεν εµφανίζεται στα µαθηµατικά κείµενα 

(γεωµετρία και αριθµοθεωρία) της κλασσικής αρχαιότητας. Η λογαριασµοί ήταν δουλειά της Λογιστικής. 

Μια πρώτη µορφή αλγεβρικού συµβολισµού έχει επινοηθεί από το ∆ιόφαντο γύρω στο 250 µ.Χ. για 

τις ανάγκες του έργου του Αριθµητικά, τα οποία περιέχουν 150 περίπου προβλήµατα, καθένα από τα οποία 

µεταγράφεται σε µια πολυωνυµική εξίσωση, αρκετά µε περισσότερους από ένα αγνώστους. Τα περισσότερα 

σύµβολα του ∆ιόφαντου αποτελούν ακροφωνικές συντοµεύσεις, ενώ για τον άγνωστο εισάγει το σύµβολο ς, 

και  τους όρους  που θα πρέπει να αφαιρούνται του προσηµαίνει µε ένα αντεστραµµένο ψ: 

Μο     σηµαίνει µονάς (x0) 

∆Υ     σηµαίνει δύναµη (x2) 

ΚΥ     κύβος  (x3) 

∆Υ∆   δυναµοδύναµη (x4) 

∆ΚΥ   δυναµοκύβος (x5) 

ΚΥΚ  κυβόκυβος (x6) 

Έτσι:    ΚΥβ΄ς θ΄ ∆Υ δ΄Μ0 γ΄ = (2x3+9x)-(4x2+3) = 2x3-4x2+9x-3 

Ο σύγχρονος αλγεβρικός συµβολισµός ήρθε στο προσκήνιο της ιστορίας µε το έργο του Vieta  µετά 

από εννέα περίπου αιώνες. 

Με τη σταδιακή ανάπτυξη της συµβολικής γλώσσας η µαθηµατική γλώσσα συµπληρώνεται µε νέα 

στοιχεία στο αλφάβητό της και νέους κανόνες σύνταξης για τα σύµβολα αυτά  που δεν διατυπώνονται από 

την αρχή αναλυτικά αλλά διαµορφώνονται σταδιακά και εµπειρικά µέσα από τη χρήση. Το διαµορφούµενο 

σύστηµα των συµβόλων αποκτά συντακτική και σηµασιολογική αυτοτέλεια, αντικαθιστά εξελισσόµενο 

ολόκληρα κοµµάτια λόγου από τη προηγούµενη γλώσσα, η οποία ωστόσο παραµένει κυρίαρχη. 

Η εξέλιξη αυτή έχει τρεις σηµαντικές συνέπειες: Η µία είναι ότι µορφολογικά πλέον ο (γραπτός) 

µαθηµατικός λόγος εµφανίζεται ως ένα ιδιάζον µείγµα από κοµµάτια λόγου που ανήκουν στην 

καθοµιλουµένη και κοµµάτια που ανήκουν στη συµβολική, ένα ανακάτωµα δηλαδή λέξεων και συµβόλων. 

Η δεύτερη είναι ότι το ιδιάζον αυτό µείγµα δεν διέπεται από ενιαίο συντακτικό και γραµµατική. Και η τρίτη, 

ότι ενώ η µαθηµατική γλώσσα της κλασικής αρχαιότητας είναι µια γλώσσα άµεσης θέασης, δηλαδή οι 

µαθηµατικοί σκέπτονται άµεσα τα αντικείµενα για τα οποία µιλούν, τώρα ανάµεσα στη σκέψη και τα 

αντικείµενα παρεµβάλλονται τα σύµβολα (κατά κανόνα γράµµατα και διάφορα άλλα γραφήµατα) έτσι που 
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τα µαθηµατικά αντικείµενα να χάνονται και η µαθηµατική δραστηριότητα να εκφυλλίζεται εύκολα 

(ιδιαίτερα στο επίπεδο της εκπαίδευσης) σε ένα παιγνίδι χειρισµού συµβόλων.    

Ωστόσο, η εξέλιξη αυτή ήταν µια ιστορική αναγκαιότητα. Οι εκφραστικές δυνατότητες του αρχαίου 

ελληνικού µαθηµατικού λόγου είχαν κυριολεκτικά εξαντληθεί µε το έργο του Αρχιµήδη  και την αρχαία 

µέθοδο της ολοκλήρωσης (ή µέθοδος της εξάντλησης). Πέρασαν 2000 σχεδόν χρόνια για να φτάσουν τα 

µαθηµατικά να αντιµετωπίσουν προβλήµατα ανάλογης (και φυσικά πολύ µεγαλύτερης) πολυπλοκότητας, µε 

την νέα µέθοδο ολοκλήρωσης αυτήν του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισµού (Leibniz, Newton) η 

οποία θα ήταν αδύνατον να αναπτυχθεί αν ο µαθηµατικός λόγος δεν διέθετε τα κατάλληλα εκφραστικά 

µέσα, τον αλγεβρικό δηλαδή συµβολισµό της εποχής, εξέλιξη του οποίου αποτελεί η γλώσσα της ανάλυσης.  

Η εισαγωγή από τον Cantor της έννοιας του συνόλου στα µαθηµατικά περί τα τέλη του 19ου αιώνα, 

τα παράδοξα που ακολούθησαν και η προσπάθεια υπέρβασης της κρίσης που δηµιούργησαν στις αρχές 

(θεµέλια) των µαθηµατικών, έδωσαν, όπως είναι γνωστό, µεγάλη ώθηση στην ανάπτυξη της µαθηµατικής 

λογικής και του µαθηµατικού φορµαλισµού. Μέσα σ' αυτό το γόνιµο κλίµα των αρχών του αιώνα µας, η 

προσπάθεια αυστηρής σηµασιολογικής οριοθέτησης των εκφραστικών µέσων της µαθηµατικής γλώσσας 

στην οποία ενυπάρχουν όλες οι αδυναµίες της καθοµιλουµένης από την οποία προέρχεται, είναι ένας από 

τους κύριους παράγοντες δηµιουργίας των τυπικών µαθηµατικών γλωσσών. Η τυπική αυτή γλώσσα έχει όλα 

τα χαρακτηριστικά των τεχνιτών γλωσσών. Έχει αυστηρά ορισµένο αλφάβητο, σύνταξη και ένα µέρος της 

σηµασιολογίας της αυτό που αφορά τα εκφραστικά µέσα των λογικών στοιχείων της γλώσσας. Η υπόλοιπη 

σηµασιολογία ορίζεται κάθε φορά ανάλογα µε τη θεωρία για την οποία κανείς θέλει να µιλήσει.   

 
Στη γλώσσα του Ευκλείδη: 
 

     ῎Εστωσαν ὁποσαοῦν μεγέθη ἀνάλογον τὰ Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, ὡς τὸ Α πρὸς τὸ 
Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, καὶ τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, 
οὕτως τὰ Α, Γ, Ε πρὸς τὰ Β, Δ, Ζ.  
 
Έστω οσαδήποτε µεγέθη ανάλογα, τα Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ και όπως είναι το Α προς το Β έτσι 
είναι και το ∆ προς το Ε και το Ε προς το Ζ, λέγω ότι όπως είναι το Α προς το Β έτσι 
είναι και το Α συν Γ συν Ε προς το Β συν ∆ συν Ζ. 

 [Ευκλείδης, V, 12] 

Το θεώρηµα αυτό του Ευκλείδη σε ελεύθερη απόδοση και µε τη βοήθεια του συµβολισµού γράφεται: 

«Για οποιαδήποτε µεγέθη Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ: 

αν    
Ζ
Ε

=
∆
Γ

=
Β
Α  τότε   

Ζ+∆+Β
Ε+Γ+Α

=
Β
Α  » 

Ενώ στη τυπική µαθηµατική γλώσσα, αποδίδεται ως εξής: 
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« ][,,,,,
Ζ+∆+Β
Ε+Γ+Α

=
Β
Α

→
Ζ
Ε

=
∆
Γ

=
Β
Α

Ζ∀Ε∀∆∀Γ∀Β∀Α∀  » 

Ενώ το θεώρηµα για την ύπαρξη άπειρων πρώτων αριθµών [Ευκλείδης, VIII, 20]: 

«Οι  πρώτοι  αριθμοί  είναι  περισσότεροι  από  οποιοδήποτε  πλήθος  πρώτων  αριθμών  δοθέντων  εκ  των 

προτέρων»,  που στην τυπική µαθηµατική γλώσσα γράφεται: 

)]1()1([,, =∨=→=∀∀∃∞ yxxyzyxz  

5.3 Η φυσική µαθηµατική γλώσσα 

Η µαθηµατική γλώσσα, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, δεν είναι άλλη από την ειδική εκείνη γλώσσα της 

µαθηµατικής κοινότητας.  Η πρώτη µορφή µε την οποία ήρθε στο προσκήνιο της ιστορίας, ανιχνεύεται στα 

διασωθέντα αποσπάσµατα από τα Στοιχεία του Ιπποκράτη του Χίου, ενώ µε την ολοκληρωµένη µορφή της 

εµφανίζεται στα Στοιχεία του Ευκλείδη και τα έργα του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου. ∆ιαθέτει το ίδιο 

αλφάβητο και την ίδια σύνταξη µε τη φυσική γλώσσα της εποχής εκείνης και διαφέρει απ’ αυτήν µόνο ως 

προς το σύστηµα των σηµασιολογικών κανόνων. Με άλλα λόγια χρησιµοποιεί τα εκφραστικά µέσα της 

φυσικής γλώσσας από την οποία προέρχεται και µε αυτήν την έννοια τη λέµε φυσική µαθηµατική γλώσσα.  

Μια τέτοια γλώσσα µπορεί (και πρέπει για λόγους διδακτικής) να χρησιµοποιηθεί ως γλώσσα της 

διδασκαλίας της στοιχειώδους Ευκλείδειας Γεωµετρίας και απλής αριθµοθεωρίας.  

5.4  Η τυπική µαθηµατική γλώσσα 

Η τυπική µαθηµατική γλώσσα δεν είναι άλλη από τη γλώσσα του κατηγορηµατικού λογισµού, όπως την 

περιγράψαµε στο πρώτο µέρος των σηµειώσεων αυτών. 

Το αλφάβητο και η σύνταξη της γλώσσας αυτής παραµένει ένα τυπικό σύστηµα, χωρίς εκφραστικές 

δυνατότητες, αν δεν συµπληρωθεί µε ένα σύστηµα σηµασιολογικών κανόνων. Με άλλα λόγια αν δεν 

αποδοθεί σηµασία στα µη λογικά της σύµβολα. Η σηµασία αυτή εξαρτάται από τη µαθηµατική δοµή η 

οποία χρειάζεται να περιγραφεί και να µελετηθεί. Πρόκειται δηλαδή για µια γλώσσα χωρίς σταθερή 

σηµασιολογία. Η σηµασιολογία καθορίζεται από τη µαθηµατική δοµή (τη θεωρία) την οποία θέλουµε κάθε 

φορά να διατυπώσουµε. Με τον ορισµό του συστήµατος των σηµασιολογικών κανόνων το σύνολο των 

όρων Ο θα γίνει το σύνολο των ονοµάτων των µαθηµατικών αντικειµένων που αποτελούν το βασικό σύνολο 

της δοµής, ενώ το σύνολο των τύπων T  θα είναι το σύνολο των φράσεων που θα εκφράζουν τα µαθηµατικά 

γεγονότα που συµβαίνουν, ή όχι, στη συγκεκριµένη δοµή. Το σύνολο Ο είναι ελάχιστο από συντακτική 

µόνο σκοπιά. Οι φράσεις της µορφής t1=t2 µε t1∈Ο και t2∈Ο δηλώνουν ότι οι όροι t1 και t2 αποτελούν 

διαφορετικά ονόµατα για το ίδιο µαθηµατικό αντικείµενο.  
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Παράδειγµα: Μια γλώσσα Lα κατάλληλη για τη µελέτη του συνόλου των θετικών ακέραιων είναι η γλώσσα 

που διαθέτει: ∆ύο σύµβολα κατηγορηµάτων δύο θέσεων, το |=| για την ισότητα και το |<| για τη φυσική 

διάταξη. ∆ύο σύµβολα συναρτήσεων το |+| για την πρόσθεση και το |*| για τον πολλαπλασιασµό. Αντί για 

|+(x1,x2)| γράφουµε x1+ x2 και αντί για *(x1,x2) γράφουµε (x1*x2). ∆ύο σύµβολα σταθερών το |0| για το 

µηδέν και το |1| για το ένα. Έτσι το τρία είναι το ((1+1)+1) κ.τ.λ 

 Οι φράσεις: 

Ο x είναι πρώτος  

Ο x είναι άρτιος 

Κάθε άρτιος είναι άθροισµα δύο πρώτων 

Γράφονται στη γλώσσα αυτή ως εξής: 

(∀k)(∀n) [x= (k n)→(k=1)∨(n=1)]] 

(∃y)[x=y+y] 

(∀x)[(∃y)[x=y+y]→(∃z1)(∃z2)[(∀k)(∀n)[z1=(kn)→(k=1)∨(n=1)]∧(∀k΄)(∀n΄)[z2=(k΄n΄)→(k΄=1)∨(n΄=1)]∧(z1+z2)=x]] 

Την απόδοση σε τυπική γλώσσα µιας έκφρασης της µαθηµατικής γλώσσας θα την ονοµάζουµε 

τυποποίηση της έκφρασης. 

Βεβαίως ένα µαθηµατικό κείµενο, και ιδιαίτερα ένα κείµενο που γράφεται για διδακτικούς σκοπούς, 

δεν είναι ποτέ γραµµένο αποκλειστικά σε τυπική µαθηµατική γλώσσα. Επίσης ένα σύγχρονο  µαθηµατικό 

κείµενο δεν είναι ποτέ γραµµένο αποκλειστικά µε τα εκφραστικά µέσα του φυσικού λόγου, όπως γινότανε 

την εποχή του Ευκλείδη. 

5.5 Η µαθηµατική γλώσσα 

Ο µαθηµατικός λόγος, όπως εµφανίζεται σε ένα οποιοδήποτε σύγχρονο µαθηµατικό κείµενο, αποτελεί ένα 

µείγµα από εκφράσεις που προέρχονται από την καθοµιλουµένη, εκφράσεις που προέρχονται από κάποια 

τυπική µαθηµατική γλώσσα, κάποια σύµβολα, γραφήµατα, σχήµατα κ.τ.λ., σε όλες τις δυνατές αναλογίες. 

Όταν λοιπόν αναφερόµαστε στη Μαθηµατική Γλώσσα εννοούµε εκείνη τη γλώσσα που πραγµατώνεται σε 

αυτό το ιδιάζον µείγµα που αντικειµενικά συνιστά το σύγχρονο µαθηµατικό λόγο.. Το πρόβληµα της 

βέλτιστης αναλογίας, ώστε η εκφραστικότητα και η κατανόηση του κειµένου να είναι µέγιστες, έχει ένα 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη διδακτική των µαθηµατικών. 
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5.6 Η µαθηµατική έκφραση (Μ.Ε.) 

Στα πλαίσια της φυσικής γλώσσας έχουµε ορίσει την έκφραση ως ένα σύνταγµα µιας γραµµατικώς 

ορθής τελικής ακολουθίας.  Ωστόσο ο ορισµός αυτός είναι εφαρµόσιµος µόνο για κοµµάτια λόγου της 

µαθηµατικής γλώσσας τα οποία είναι διατυπωµένα κυρίως µε στοιχεία της καθοµιλουµένης. Τις εκφράσεις 

της µαθηµατικής γλώσσας οι οποίες έχουν ένα µαθηµατικό περιεχόµενο θα τις λέµε µαθηµατικές 

εκφράσεις. 

Υπάρχουν τρεις περιπτώσεις, που εξαντλούν τις τρείς ιστορικά διαµορφωµένες δυνατότητες: 

A. Όταν οι εκφράσεις ανήκουν στη φυσική µαθηµατική γλώσσα, τότε διαθέτουµε κριτήρια για να τις 

διακρίνουµε, αυτά που απορρέουν από τον ορισµό της έκφρασης στη φυσική γλώσσα. Για παράδειγµα 

οι ακολουθίες:  

1. Το σύνολο των πρώτων αριθµών  

2. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί  

3. Η εικόνα της συνάρτησης f στο σηµείο χ 

είναι µαθηµατικές εκφράσεις. Η εµφάνιση κάποιων συµβόλων σαν ονόµατα µαθηµατικών 

αντικειµένων, όπως στην (3), είναι δυνατή όταν αυτή δεν αλλοιώνει τη φυσική σύνταξη της έκφρασης. 

Η (3) είναι ένα ονοµατικό σύνταγµα 

B. Όλοι οι όροι Ο και οι τύποι Τ µιας τυπικής µαθηµατική γλώσσας είναι µαθηµατικές εκφράσεις όταν η 

γλώσσα αυτή περιγράφει µια µαθηµατική δοµή 

Για παράδειγµα στη γλώσσα |Lα| της αριθµητικής που αναφέραµε οι παρακάτω ακολουθίες συµβόλων 

είναι µαθηµατικές εκφράσεις  

 4. |x|  

 5. |xy|  

 6. |x+y|  

 7. |x<y|  

 8. |(∃ x)( y)[x|<|y]|  

 9. |(∃x) ( ∀y) (∀z) [x = (y z) →(x=y) ∨ (y=1)]| 
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10. |x+xy=0|  

Εξάλλου η εισαγωγή ορισµένων ακόµη συµβόλων πλουτίζει τις εκφραστικές δυνατότητες της |Lα| 

 Για παράδειγµα µπορεί να εισαχθεί ένα σύµβολο κατηγορήµατος δύο θέσεων, το |⏐|, ως εξής: 

| (x⏐y) ≡ (∃ z)[y=xz] | 

C. Όµως η πιο συνηθισµένη µορφή εµφάνισης των µαθηµατικών εκφράσεων στα µαθηµατικά κείµενα 

είναι γενικά το αποτέλεσµα της µείξης των δύο προηγούµενων περιπτώσεων µαζί µε µια σειρά 

συµβόλων, γραφηµάτων κ.τ.λ. τα οποία έχουν δηµιουργηθεί για να υπηρετήσουν ειδικές εκφραστικές 

ανάγκες. Για την συγκρότηση των Μ.Ε. αυτής της µορφής έχουν παγιωθεί µια σειρά από συµφωνίες 

γενικά αποδεκτές από την µαθηµατική κοινότητα. Υπάρχει δηλαδή το γλωσσικό αισθητήριο της 

Μαθηµατικής κοινότητας για τη µαθηµατική γλώσσα 

 Σύµφωνα λοιπόν µε το γλωσσικό αυτό αισθητήριο, που σηµαίνει µε κριτήρια σηµασιολογικά και 

εµπειρικά, σύµφωνα µε τις γενικά αποδεκτές συµφωνίες, και ακόµη ότι τα x,y,z,α,β κ.τ.λ συµβολίζουν 

πραγµατικούς αριθµούς, οι παρακάτω ακολουθίες σηµείων είναι Μ.Ε. : 

 11. xα 

 12. |x2 + xy  + y2|  

 13. yx xx log
2
1log = =   

 14. |Η , πραγµατική , συνάρτηση η οποία σε κάθε, πραγµατικό αριθµό x αντιστοιχεί τον αριθµό 
x2sin(2x+y) 

 15. Έστω, P(x) = x3-1και Q(x) = x+1. Τότε έχουµε, P(x)-x2Q(x)=x3-1-x3-x2=-x2-1 

 16. Ο (2x +yz) (x2 +1), είναι ρητός 

 17. |23 = 8|  

 18. | Ο ελάχιστος x τέτοιος ώστε , x2 < 10x +8 είναι ρητός|  

 19. |ηµ2κ+1 x < ηµ2κ x, διά κάθε x∈[0, π/2]  

 20. |{x/x είναι διαιρέτης του 30|  

 21. ∫ ∫
2

0

1

0

sin)( yydyxdx   

 22. Ο x2 είναι ρητός  

 23. ∫
2

0

0pdx
x

Logx
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 24. | ∫+ dxxx 2  

Σύµφωνα επίσης µε τις γενικά αποδεκτές συµφωνίες οι παρακάτω συναρµογές δεν είναι Μ.Ε 

25. ∫+ 2xx   

 26. ∑∞

1
)5(  

 27. (∀2)  ∃ αριθµός που διαιρεί το 10* |  

 28. |x + =2|  

 29. |ηµ2 + συν2 =1* | 

Η διατύπωση αυτή είναι λάθος µεταφορά σε συµβολική γλώσσα της απόφανσης «το άθροισµα των 

τετραγώνων του ηµιτόνου και του συνηµίτονου ενός τόξου κάνει ένα». 

 30. | 1+2+3+4+5=3=6=10=15^* | 

 31. |x + ρητός* 

 32. x = ρητός* Οι εκφράσεις που φέρουν αστεράκι είναι διατυπωµένες από µαθητές ή φοιτητές 

 Η (32) χρησιµοποιείται καµιά φορά σαν συνώνυµη της: 

«o x είναι ρητός» 

 Ωστόσο δεν είναι συνώνυµη. Πρόκειται για µια γλωσσική αβαρία: το |=|χρησιµοποιείται µε το 

περιεχόµενο του είναι ενώ το περιεχόµενό του «είναι: είναι ίσο µε» 

 Το |=|,όπως και το + είναι κατηγορήµατα δύο θέσεων, ή δύο θέσεων που καταλαµβάνονται από 

σύµβολα µαθηµατικών αντικειµένων και όχι από γλωσσικά σηµεία που προέρχονται από την 

καθοµιλουµένη. Ανάλογη είναι και η αβαρία στην (31), ή και ο συνδυασµός των δύο, όπως στην: 

αν x άρρητος τότε, x +ρητός=άρρητος 

 Η µελέτη των προβληµάτων που δηµιουργούνται από τις γλωσσικές αβαρίες στην κατανόηση των 

µαθηµατικών εννοιών είναι σοβαρό και ενδιαφέρον θέµα για την διδακτική των µαθηµατικών. Όµως είναι 

έξω από το αντικείµενο αυτής της εργασίας. 

 Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι όπως και στις καθοµιλούµενες γλώσσες ένα οποιοδήποτε κοµµάτι 

µιας τελικής ακολουθίας δεν είναι αναγκαστικά σύνταγµα (άρα ούτε έκφραση), όµοια και στις µαθηµατικές 

εκφράσεις ένα κοµµάτι µιας Μ.Ε. δεν είναι πάντα Μ.Ε. Για παράδειγµα η (25) είναι τµήµα της (24) όπως 

και τα |2x +1)|,είναι τµήµατα της (16) δεν αποτελούν όµως εκφράσεις. 
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Η  Λογικογλωσσική  δ ιάρθρωση  

του  Μαθηµατικού  λόγου  

 

6. Ο Μαθηµατικός λόγος  

Στο προηγούµενο κεφάλαιο παρουσιάσαµε το απαραίτητο για τη γλωσσική ανάλυση των 

µαθηµατικών κειµένων πλαίσιο. Εδώ παρουσιάζουµε ορισµένες έννοιες, οι οποίες µαζί µε την 

πρωτοβάθµια λογική που εκθέσαµε στο πρώτο κεφάλαιο, συγκροτούν το απαραίτητο για τη λογική 

ανάλυση πλαίσιο.  

Από τη σκοπιά των επιπέδων έκφρασης ( ή της σηµασίας της κάθε φράσης, του πεδίου 

αναφοράς της) ο µαθηµατικός λόγος, από τη φύση του, είναι διατυπωµένος σε τρία κύρια επίπεδα 

έκφρασης, το µαθηµατικό που περιέχει την καθαρά µαθηµατική πληροφορία, το επιµαθηµατικό και 

το περίµαθηµατικό τα οποία παρέχουν πληροφορίες οι οποίες βοηθούν, είναι απαραίτητες για την 

κατανόηση του µαθηµατικού επιπέδου. Παράλληλα, µπορούµε να διακρίνουµε τα µέρη του 

µαθηµατικού λόγου. Πρόκειται ορισµένα κοµµάτια λόγου που το καθένα παίζει έναν εντελώς 

διαφορετικό ρόλο µέσα στο κείµενο. 

6.1 Η διάρθρωση του Μαθηµατικού λόγου σε γλωσσολογικά επίπεδα. 

Τα γλωσσολογικά επίπεδα, ή επίπεδα έκφρασης, λειτουργούν στις φυσικές γλώσσες σε όλα 

τα αφηγηµατικά ήδη του λόγου. Ας δούµε ένα παράδειγµα µέσα από διατύπωση του παράδοξου 

του Επιµενίδη1: 

Ένας Κρητικός είπε1  πως, όλοι οι Κρητικοί είναι ψευτες2. 

Αυτή η περίοδος δεν αποτελεί πρόταση, αν και αποτελέιται από δύο µικρότερες προτάσεις. 

Όµως οι προτάσεις αυτές δεν συνδέονται µεταξύ τους από κάποιο λογικό σύνδεσµο. Ανάµεσά τους 

                                                 
1 Μια άλλη διατύπωση είναι η αυτοαναφορική: Κάποιος λέει «ψεύδοµαι» ή «αυτή τη στιγµή λέω ψέµατα». Αν αυτό είπε 
είναι ψέµα, τότε είναι ψέµα ότι ψευδεται άρα λέει την αλήθεια, δηλαδή αυτό που είπε δεν είναι ψέµα.  Αν αυτό που 
είπε είναι αλήθεια, τότε είναι αλήθεια ότι ψεύδεται, δηλαδή αυτό που είπε δεν είναι αλήθεια.  
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υπάρχει η αναφορική αντωνυµία πως (θα µπορούσε να ήταν η αναφορική αντωνυµία ότι). Επίσης 

οι δύο αυτές συµβαλλόµενες προτάσεις αναφέρονται σε τελείως διαφορετικά πράγµατα. Έχουν 

εντελώς διαφορετικό πεδίο αναφοράς: Η (1) αναφέρεται στο σύνολο των φράσεων που είπε ένας 

Κρητικός. Για να εξετάσουµε αν αληθεύει ή όχι θα πρέπει να δούµε αν η φράση (1) περιέχεται 

στον κατάλογο των φράσεων που έχει διατυπώσει ο Κρητικός αυτός!! Η πληροφορία δε που µας 

δίνει είναι ότι τη φράση (2) την είπε ένας Κρητικός. Το πεδίο αναφοράς της (2) είναι το σύνολο 

των Κρητών. Για να ελέγξουµε αν αληθεύει ή όχι, θα πρέπει να εξετάσουµε ένα-ένα του Κρήτες 

κλπ. Αυτό που είναι ενδιαφέρον εδώ είναι ότι ουσιαστικά η (1) αναφέρεται στην (2), µας δίνει µα 

πληροφορία για τη (2) (ότι την έχει διατυπώσει ένας Κρητικός)  και αυτή στο σύνολο των Κρητών. 

∆ηλαδή οι δύο φράσεις βρίσκονται σε διαφορετικά γλωσσολογικά επίπεδα: η (1) είναι σε ένα επί- 

επίπεδο σε σχέση µε τη (2). Τελικά αν δεν διακρίνουµε τα δύο επίπεδα και επιχειρήσουµε να 

αποδώσουµε τιµή αλήθειας, πέφτουµε σε αντιφάσεις. 

Ανάλογα φαινόµενα συναντάµε και στα µαθηµατικά κείµενα: Σε ένα µαθηµατικό κείµενο 

υπάρχουν κοµµάτια λόγου, είτε ολόκληρες φράσεις ή και µία µόνο λέξη, τα οποία δεν συµβολίζουν 

κανένα µαθηµατικό αντικείµενο, ούτε εκφράζουν κάποια σχέση µεταξύ των µαθηµατικών 

αντικειµένων, αλλά παρέχουν πληροφορίες για το πώς πρέπει να κατανοηθούν και να συνδεθούν 

µεταξύ τους οι µαθηµατικές εκφράσεις που κατά κανόνα  ακολουθούν ή  αποτελούν το περιβάλλον 

κείµενο.  

Ας δούµε ορισµένα παραδείγµατα παρµένα από πραγµατικά κείµενα ελληνικού µαθηµατικού 

λόγου:  

(1) Έστω ένας σύνθετος αριθµός ο Α1, λέγω ότι ο Α έχει ένα πρώτο διαιρέτη2 

 Ευκλείδης, VII.21  

H φράση |Έστω ένας σύνθετος αριθµός ο Α|,  προφανώς και δεν αποτελεί όνοµα κάποιου 

µαθηµατικού αντικειµένου. Απλώς περιέχει ένα τέτοιο όνοµα το Α. Επίσης δεν δηλώνει κάποιο 

µαθηµατικό γεγονός αφού δεν είναι αποφαντική φάση αλλά προστακτική. Είναι δηλαδή µια 

απαίτηση προς τον φανταστικό αναγνώστη να αποδεχτεί τη συµφωνία ότι έχουµε στη διάθεσή µας 

ένα σύνθετο αριθµό, ότι ο αριθµός αυτός δεν είναι κάποιος συγκεκριµένος αριθµός, και ότι το 

όνοµά του συµφωνούµε να είναι το Α (ότι τον συµβολίζουµε µε Α). Με άλλα λόγια ότι η 

µεταβλητή Α θα πρέπει να θεωρείται από τον αναγνώστη δεσµευµένη µε καθολική ποσόδειξη, 

µέχρι το τέλος της ενότητας που εισάγει αυτή η φράση και που δεν είναι άλλη από την απόδειξη 

του θεωρήµατος που λέει ότι, κάθε σύνθετος αριθµός έχει ένα πρώτο διαιρέτη.  
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Είναι λοιπό φανερό πως η φράση αυτή παρέχει στον αναγνώστη πληροφορίες απαραίτητες για την 

κατανόηση των φράσεων που ακολουθούν, (αλλά και τη λογική νοµιµότητα της απόδειξης που 

επίσης ακολουθεί). ∆εν λέει τι υπάρχει ή τι συµβαίνει στο σύνολο των ακεραίων, αλλά πως εµείς 

συµφωνούµε να θεωρήσουµε και να συµβολίσουµε κάποιο αντικείµενο από το σύνολο αυτό.  

Είναι φανερό λοιπόν ότι η φράση (1) στο παράδειγµα αυτό βρίσκεται σε διαφορετικό 

επίπεδο από την (2): Η (2) διατυπώνει το µαθηµατικό γεγονός ότι ο σύνθετος αριθµός Α έχει 

(τουλάχιστον ένα) πρώτο διαιρέτη, ενώ η (1) µας πληροφορεί ότι το γράµµα Α που εµφανίζεται 

στη (2) συµβολίζει έναν τυχαίο σύνθετο αριθµό από το σύνολο των (φυσικών) αριθµών. 

Η (2) λοιπόν που αναφέρεται αυστηρά στο σύµπαν των µαθηµατικών αντικειµένων θα λέµε 

πως βρίσκεται στο Μαθηµατικό επίπεδο, ενώ η (1) που εισάγει τις συµφωνίες για τη µεταβλητή Α, 

ότι βρίσκεται στο επί µαθηµατικό επίπεδο. 

Γενικά: 

i) το επίπεδο στο οποίο βρίσκονται οι εκφράσεις που αφορούν αυστηρά το σύµπαν των 

µαθηµατικών αντικειµένων, δηλαδή οι εκφράσεις οι οποίες είτε αποτελούν σηµαίνοντα 

(ονόµατα) κάποιου µαθηµατικού αντικειµένου είτε εκφράζουν κάποιο µαθηµατικό γεγονός 

(αποφάνσεις) θα το ονοµάζουµε µαθηµατικό επίπεδο. 

ii) Ενώ το επίπεδο στο οποίο βρίσκονται οι εκφράσεις που παρέχουν οποιαδήποτε πληροφορία 

που αναφέρεται στα εκφραστικά µέσα που χρησιµοποιούνται στο µαθηµατικό επίπεδο θα 

το λέµε  επι-µαθηµατικό επίπεδο. 

Έτσι στο παράδειγµα 1 η φράση λοιπόν αυτή  δε βρίσκεται στο µαθηµατικό επίπεδο αλλά στο 

επιµαθηµατικό. Στο επιµαθηµατικό επίσης επίπεδο βρίσκεται και η επόµενη φράση |λέγω ότι| η 

οποία δηλώνει τον ισχυρισµό ότι η πρόταση που ακολουθεί |ο Α έχει πρώτο διαιρέτη| είναι αληθινή 

και ότι η αλήθεια αυτή θα τεκµηριωθεί αµέσως µετά.   

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν τα κοµµάτια λόγου που είναι γραµµένα µε 

καλλιγραφικούς χαρακτήρες δεν ανήκουν στο µαθηµατικό επίπεδο, αλλά στο επιµαθηµατικό ενώ 

στο µαθηµατικό επίπεδο ανήκουν αυτά µε τους απλούς χαρακτήρες: 

(2) Ας έχει δοθεί ένας κύκλος οΑ και ένα χωρίο το Β. (∆εδόσθω κύκλος ο Α και χωρίον τι το Β) 

Αρχιµήδης, 16, ΠΣΚΚ Α΄  

(3) Έστω ε1 και ε2 δύο µη κάθετες ευθείες και (ε1, ε2) = ω. 

 Μαθ., Β΄Λυκείου,σελ.77  
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 (4) Για την αλγεβρική τιµή σε ακτίνια µιας γωνίας θα χρησιµοποιούµε το ίδιο το σύµβολο της 

γωνίας. 

ο.π., σελ.54  

 (5) Έστω  µ ία  συνάρτησις  f  ορισµένη  εις  εν  κλειστόν  διάστηµα  [α ,β] και  συνεχής  εν  

αυτώ .  Εστωσαν  f(α )= η1 και  f(β )=η2 µε  η1≠η2 και  επί  πλέον  η  εις  πραγµατικός  

αριθµός  µεταξύ  των  η1 και  η2 :τότε  υπάρχει  εν  (τουλάχιστον) σηµείον  ξ  µεταξύ  των  

άκρων  του  διαστήµατος [α ,β] τοιούτον  ώστε  να  ισχύει  : f(ξ )=η .  

KAΠΠΟΣ,σελ.180 

Τα παραδείγµατα (2) και (3) είναι όπως και το (1). Το (4) αναφέρεται µόνο στο συµβολισµό 

που στη συνέχεια θα χρησιµοποιηθεί, βρίσκεται λοιπόν στο επιµαθηµατικό. Το (5) είναι µια 

διατύπωση του θεωρήµατος του Boltzano, όπου το καλλιγραφικό µέρος είναι επίµαθηµατικό και 

προετοιµάζει, δίνει τις απαραίτητες πληροφορίες, για να κατανοηθεί το µαθηµατικό µέρος που 

ακολουθεί.  

Όµως σ’ ένα µαθηµατικό κείµενο συναντάµε και άλλες φράσεις εντελώς διαφορετικές από 

αυτές του µαθηµατικού και επιµαθηµατικού επιπέδου, όπως: 

(6)   Ο ορισµός αυτός καλύπτει και την περίπτωση δύο διανυσµάτων.  

Μαθ., Β΄Λυκείου,σελ.31 

(7) Το ολοκλήρωµα ׬ ݔ݀ݔߤߟ
ߨ
2
ߠ  υπολογίζεται διά της διαδοχικής εφαρµογής παραγοντικής 

ολοκληρώσεως .  

ΚΑΠΠΟΣ,σελ.439  

(8)    Το θεώρηµα αυτό το είχε αποδείξει ο Χρύσιππος το 230 π.Χ. 

Το (6) πληροφορεί για την εµβέλεια ενός ορισµού που έχει πριν διατυπωθεί. Στο (7) δίνεται 

µια πληροφορία µεθοδολογικού χαρακτήρα, για το πώς θα λυθεί σχετικά εύκολα το δοσµένο 

ολοκλήρωµα, ενώ στο (8) δίνεται η πληροφορία ότι το (προαναφερθέν) θεώρηµα.  

Το επίπεδο στο οποίο βρίσκονται οι φράσεις αυτές καθώς και οποιαδήποτε άλλη φράση που 

παρέχει πληροφορία οποιασδήποτε µορφής εκτός από αυτές του µαθηµατικού και επιµαθηµατικού 

επιπέδου, θα λέµε πως βρίσκονται στο περι-µαθηµατικό επίπεδο. ∆ηλαδή πληροφορίες ιστορικού 

(οι πληροφορίες αφορούν την Ιστορία της επιστήµης) ή µεθοδολογικού χαρακτήρα, όπως ποιος και 

πότε απέδειξε το τάδε θεώρηµα ή ανέπτυξε την τάδε Μαθηµατική θεωρία, κλπ.. Ποιο το 
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περιεχόµενο, ή ο βαθµός αυστηρότητας, κλπ., το κοινό στο οποίο απευθύνεται, ο τρόπος που είναι 

γραµµένο, η τυπογραφεία που έχει χρησιµοποιηθεί κλπ.. 

 Ας δούµε τα παραπάνω µέσα από ένα διάγραµµα. 

 

Σχόλια: 

1. Είναι φανερό από την παραπάνω ανάλυση ότι ένα µαθηµατικό κείµενο, που δεν είναι 

γραµµένο σε τυπική µαθηµατική γλώσσα,  είναι από τη φύση του διαρθρωµένο σε τρία 

γλωσσολογικά επίπεδα: Μαθηµατικό, επιµαθηµατικό και περιµαθηµατικό. 

2. ∆ηλαδή ένα µαθηµατικό κείµενο εµφανίζεται σαν µείγµα από µαθηµατικές, επιµαθηµατικές 

και περιµαθηµατικές εκφράσεις. Όλες αυτές οι εκφράσεις, ή οι φράσεις, ανεξάρτητα από το 

επίπεδο έκφρασης στο οποίο βρίσκονται,  ανήκουν στην ίδια γλώσσα τη µαθηµατική 

γλώσσα.  

3. Το εννοιολογικό δίπολο µαθηµατικό-επιµαθηµατικό δεν πρέπει να συγχέεται µε το δίπολο 

γλώσσα-µεταγλώσσα. Το δεύτερο αναφέρεται σε διαφορετικές γλώσσες: "γλώσσα" εδώ 

είναι η γλώσσα αντικείµενο µελέτης, ενώ "µεταγλώσσα" είναι η γλώσσα έκφρασης και 

διατύπωσης της µελέτης αυτής. Το φαινόµενο αυτό είναι χαρακτηριστικό κατά τη 

διδασκαλία µιας ξένης γλώσσας, π.χ. των Ρωσικών, σε Ελληνικό ακροατήριο: Η Ελληνική 
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γλώσσα είναι η µεταγλώσσα, ενώ η Ρωσική η γλώσσα. Επίσης σ' ένα µάθηµα Μαθηµατικής 

Λογικής, στο κεφάλαιο, για παράδειγµα, του Λογισµού των Προτάσεων, γλώσσα είναι η 

γλώσσα του Προτασιακού Λογισµού, όπως ορίζεται στις πρώτες ενότητες του κεφαλαίου 

αυτού, ενώ µεταγλώσσα είναι η χρησιµοποιούµενη Ελληνική φυσική γλώσσα. 

Το πρόβληµα της γλωσσολογικής ανάλυσης, ιδιαίτερα από τη σκοπιά της διδακτικής των 

Μαθηµατικών, βρίσκεται στο να αποκαλυφθεί ο ρόλος που παίζει η κάθε επιµαθηµατική έκφραση, 

ή και περιµαθηµατική, στο να αναλυθεί ποιες ακριβώς ενδείξεις και πληροφορίες παρέχει στον 

αναγνώστη  για να τον βοηθήσει να κατανοήσει το ακριβές περιεχόµενο των κοµµατιών λόγου που 

βρίσκονται στο µαθηµατικό επίπεδο, να εκτιµηθεί τέλος η αξία τους, σε σχέση µε το κοινό στο 

οποίο απευθύνεται το δοσµένο κείµενο.  

 

6.2 Τα µέρη του µαθηµατικού λόγου. 
 

Σύµφωνα µε τις ιστορικές πηγές που διαθέτουµε, οι πρώτες µαθηµατικές αποφάνσεις, καρπός 

του Ιωνικού διαφωτισµού, διατυπώθηκαν γύρω στο 600 π.Χ. από τον Θαλή. Στο διάστηµα των 300 

χρόνων που µεσολάβησε µέχρι τη συγγραφή των "Στοιχείων" από τον Ευκλείδη, τα µαθηµατικά 

συγκροτήθηκαν σε αξιωµατικοποιηµένη παραγωγική επιστήµη. Παράλληλα δηµιουργήθηκε και 

µια άρτια δοµηµένη µαθηµατική γλώσσα, για τις εκφραστικές ανάγκες της πρώτης επιστήµης. Θα 

ήταν παράδοξο να πιστέψει κανείς ότι ο ελληνικός µαθηµατικός λόγος εµφανίστηκε "πάνοπλος", 

όπως η Αθηνά µέσα από το κεφάλι του ∆ία, µε τη µορφή που έχει στα Στοιχεία του Ευκλείδη (-

320). Τα πρώτα µαθηµατικά κείµενα έχουν έρθει στο φως 150 χρόνια περίπου πριν από τον 

Ευκλείδη "διά χειρός Ιπποκράτους του Χίου". Το µεγαλύτερο µέρος της ορολογίας, των 

συντακτικών δοµών, καθώς και η συνολική δοµή των κειµένων είχαν παγιωθεί ήδη την εποχή που 

γράφτηκαν τα Στοιχεία. Η γραφή της εποχής ήταν συνεχής, χωρίς κενά µεταξύ των λέξεων, χωρίς 

παρεµβολή σηµείων στίξεως. Το ρόλο των σηµείων στίξεως έπαιζαν ορισµένα συνδετικά µόρια: 

µεν, δε, τε, γαρ, κτλ. [HUMP1960,368]. Αυτή πρέπει να ήταν και η γραφή των µαθηµατικών 

κειµένων της εποχής. Αν και η εισαγωγή κάποιων σηµείων στίξης αποδίδεται στον Αριστοφάνη 

τον Βυζάντιο (257-180 π.Χ.), πλήρης εφαρµογή του συστήµατος της στίξης έχει διαπιστωθεί µόλις 

τον 8ον αιώνα [ΜΙΟΝΙ1979,57].  

Από τα αρχαιότερα έργα ολοκληρωµένα µαθηµατικά έργα του Αυτόλυκου (-320) µέχρι και 

τον Εύδοξο τον Ασκαλωνίτη (+520), η γενική δοµή των µαθηµατικών κειµένων είναι ίδια. 
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Εξαίρεση αποτελούν ορισµένα έργα του Αρχιµήδη στα οποία προηγείται µια επιστολή. Είναι 

γνωστό ότι ο Αρχιµήδης συνήθιζε να ανακοινώνει τα αποτελέσµατά του στους σύγχρονούς του 

Μαθηµατικούς. (Κώνονα, ∆ωσίθεο, Ερατοσθένη).  

H ανάλυση βεβαίως της διαδικασίας γένεσης του αρχαίου ελληνικού µαθηµατικού λόγου, 

πρόβληµα ενδιαφέρον και ανοιχτό σε πολλές λεπτοµέρειές του, είναι έξω από το σκοπό αυτών των 

σηµειώσεων. Αρκούµαστε λοιπόν στη διαπίστωση ότι ένα µεγάλο µέρος από τα απαραίτητα 

θεωρητικά εργαλεία για την ανάλυση του µαθηµατικού λόγου, είχαν κατακτηθεί ήδη από την 

κλασσική αρχαιότητα. Αυτό δείχνει εξάλλου και η ακόλουθη αναφορά του Πρόκλου (450) 

  
πᾶν δὲ πρόβλημα καὶ πᾶν θεώρημα τὸ ἐκ τελείων τῶν ἑαυτοῦ μερῶν 
συμπεπληρωμένον βούλεται πάντα ταῦτα ἔχειν ἐν ἑαυτῷ· πρότασιν, 
ἔκθεσιν, διορισμόν, κατασκευήν, ἀπόδειξιν, συμπέρασμα. 

Κάθε πρόβληµα και κάθε θεώρηµα, που έχει συµπληρωθεί µε όλα τα µέρη του, 

πρέπει να περιλαµβάνει την πρόταση (εκφώνηση), την έκθεση, το διορισµό, την 

κατασκευή, την απόδειξη και το συµπέρασµα 

Ο Πρόκλος αναφέρεται στο απόσπασµα αυτό στην ενότητα εκφώνηση-απόδειξη µιας 

πρότασης. Όµως, πέρα από τα µέρη αυτά του µαθηµατικού λόγου, στο προσκήνιο της ιστορίας 

είχαν ήδη εµφανιστεί και άλλα µέρη. Η έννοια του ορισµού, έχει γίνει αντικείµενο µελέτης από τους 

Σοφιστές και τους Προσωκρατικούς φιλόσοφους, ήδη από το 5ο αιώνα π.Χ.,  ενώ η έννοια και η 

αναγκαιότητα των αξιωµάτων (ως υποθέσεις, ή αρχές, ή αιτήµατα) καταχτήθηκαν την ίδια εποχή.  

Έτσι ως µέρη του µαθηµατικού λόγου διακρίνουµε τα: Ορισµός, Αξίωµα, Θεώρηµα, (Πόρισµα , 

Λήµµα),  Πρόβληµα, Έκθεση, ∆ιορισµός, Κατασκευή, Απόδειξη, Συµπέρασµα, Σχόλιο και Άσκηση. Στα 2000 

σχεδόν χρόνια που πέρασαν από τότε, τα µαθηµατικά αν και έχουν εξελιχθεί αλλάξει και 

διαφοροποιηθεί  πολύ, ωστόσο διατηρούν τα ίδια µέρη αν και µε κάποιες διαφοροποιήσεις.  

6.2.1 Ο Ορισµός.  

 Αναφέραµε στο πρώτο κεφάλαιο ότι η µαθηµατική γλώσσα γεννήθηκε µέσα στα πλαίσια της 

φυσικής γλώσσας, µε σηµασιολογικές διαφοροποιήσεις των εκφραστικών µέσων της 

καθοµιλουµένης. ∆ηλαδή η µαθηµατική γλώσσα, ως ειδική γλώσσα, διαφέρει στην πρώτη της 

µορφή από την καθοµιλουµένη µόνο ως προς το σύστηµα των σηµασιολογικών κανόνων. Οι 

σηµασιολογικές αυτές διαφοροποιήσεις δεν ήταν τίποτε περισσότερο από συµφωνίες για το νέο 
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περιεχόµενο που έπρεπε να αποδίδετε από τους µαθηµατικούς σε ορισµένες λέξεις. Η διατύπωση 

των συµφωνιών αυτών είναι οι µαθηµατικοί ορισµοί. Για παράδειγµα η λέξη  κύκλος υπάρχει στην 

ελληνική γλώσσα από την εποχή που φτιάχτηκαν τα Οµηρικά έπη. Υπάρχει δηλαδή στη γλώσσα, 

µε πεδίο σηµασίας το περιβάλλον δραστηριότητας του ανθρώπου, πολύ πριν από την εµφάνιση του 

ορισµού που συναντάµε στα στοιχεία του Ευκλείδη. Αντίθετα, ο ορισµός: 

Κύκλος ἐστὶ σχῆμα ἐπίπεδον ὑπὸ μιᾶς γραμμῆς περιεχόμενον [ἣ καλεῖται 
περιφέρεια], πρὸς ἣν ἀφ' ἑνὸς σημείου τῶν ἐντὸς τοῦ σχήματος κειμένων 
πᾶσαι αἱ προσπίπτουσαι εὐθεῖαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. 
Κύκλος είναι ένα σχήµα επίπεδο που περιέχεται από µια γραµµή [η οποία ονοµάζεται 

περιφέρεια], προς την οποία τα ευθύγραµµα τµήµατα που φτάνουν, αρχίζοντας από ένα 

εσωτερικό του σχήµατος σηµείο, είναι ίσα µεταξύ τους. 

έχει πεδίο σηµασίας το σύµπαν των Μαθηµατικών αντικειµένων. 

 Έτσι ο µαθηµατικός ορισµός, από τη φύση του, οριοθετεί σηµασιολογικά τη µαθηµατική 

γλώσσα. Βρίσκεται λοιπόν στο επιµαθηµατικό επίπεδο, αφού πρόκειται για συµφωνία µεταξύ 

ανθρώπων για το πώς θα ονοµάζουν κάποιο µαθηµατικό αντικείµενο. Βεβαίως είναι δυνατόν να 

περιέχει ολόκληρες αποφάνσεις στο µαθηµατικό επίπεδο. 

Παράδειγµα1: Μια πράξη * σένα σύνολο Α λέγεται αντιµεταθετική αν και µόνο αν για κάθε α, β από το 

Α, α*β=β*α  

Η λέξη ορισµός είναι ένας νεολογισµός του 4ου π.Χ. αιώνα που οφείλεται κατά πάσα 

πιθανότητα στον Αριστοτέλη, ο οποίος είχε επεξεργαστεί στο έργο το Τοπικά µια ολοκληρωµένη 

θεωρία ορισµών.  

Ο Αριστοτέλης εξάλλου είχε διαπιστώσει ότι ο ορισµός δεν εξασφαλίζει την ύπαρξη του 

οριζόµενου. ∆εν αρκεί, γράφει στα αναλυτικά του, να πει κανείς τι είναι κάτι αλλά και ότι υπάρχει, 

αφού κάλλιστα µπορεί κάποιος να ορίσει τι είναι τραγέλαφος, ότι είναι ένα ζώο που είναι το µισό 

τράγος και το µισό έλαφος, αυτό όµως καθόλου δε σηµαίνει ότι ο τραγέλαφος υπάρχει. Η ύπαρξη 

εξασφαλίζεται είτε από τα αξιώµατα είτε από τις αποδείξεις. Στα πλαίσια µιας επιστήµης είναι 

αδύνατον να οριστούν όλα, γιατί αυτό θα συνεπάγονταν µια ατέρµονη διαδικασία. Ορισµένοι όροι 

δεν ορίζονται. Αποτελούν τους αρχικούς όρους. 

Με την εξέλιξη του µαθηµατικού λόγου έχουν διαµορφωθεί δύο τύποι ορισµών: 
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 α) Ο απλός ονοµατισµός, αυτός δηλαδή που αποδίδει όνοµα σε ένα γνωστό και συγκεκριµένο 

µαθηµατικό αντικείµενο. Η υπόσταση του αντικειµένου αυτού είναι εξασφαλισµένη από άλλα 

αντικείµενα. 

Παραδείγµατα:  

1. Η ευθεία που ενώνει τις απέναντι γωνίες ενός παραλληλογράµµου ονοµάζεται διαγώνιος  

2. Το σηµείο τοµής των υψών ενός τριγώνου λέγεται ορθόκεντρο. 

3. Το µικρότερο από τα κοινά πολλαπλάσια δύο, ή και περισσοτέρων φυσικών αριθµών, λέγεται 

Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο. (ΕΚΠ) 

β) Ο πλήρης ορισµός, είναι αυτός που θέτει µια συµφωνία για το περιεχόµενο µιας λέξης ή µιας 

περίφρασης, την οποία ο συνοµιλητής, ή ο αναγνώστης πρέπει αναγκαστικά να αποδεχτεί. 

Υπάρχουν δε δύο ενδεχόµενα:  

α) Η λέξη (όνοµα του οριζόµενου) να αποτελεί δάνειο της ειδικής γλώσσας από τη φυσική που 

αποτελεί τη «µητρική» της. Στη περίπτωση αυτή, µέσω του ορισµού, έχουµε αλλαγή στο 

σηµασιολογικό κανόνα της µητρικής, θεσπίζεται ένας νέος σηµασιολογικός κανόνας, ο οποίος 

δίνει άλλο, νέο, περιεχόµενο στη λέξη. 

β) Η λέξη (όνοµα του οριζόµενου) να είναι ένας νεολογισµός. Τότε απλώς τίθεται και ο κανόνας 

που δίνει περιεχόµενο στο νεολογισµό αυτό. 

Σε κάθε περίπτωση τίθεται µια συνωνυµία µεταξύ δύο αποφάνσεων. Η γενική µορφή είναι:  

E1 αν και µόνο αν  E2 

Όπου E1 είναι µια φράση της µορφής [Ο Α είναι (ή λέγεται) Β] και E2   µια απόφανση που περιγράφει 

την (ή τις) ιδιότητα (-ες) που πρέπει να πληρεί ο Α.  

Σχόλιο 3.2: Η έκφραση |αν και µόνο αν| δεν δηλώνει εδώ λογική ισοδυναµία, όπως συµβαίνει στα  

θεωρήµατα. Ο λόγος είναι ότι η E1 και η E2 ανήκουν σε διαφορετικά γλωσσολογικά επίπεδα. Η E1      

ανήκει στο επιµαθηµατικό ενώ η E2   στο µαθηµατικό επίπεδο από τη στιγµή που αποτελεί δήλωση 

µαθηµατικών ιδιοτήτων. Πρόκειται λοιπόν για συνωνυµία και όχι για λογική ισοδυναµία. 
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Παράδειγµα1: Μια πράξη * σένα σύνολο Α λέγεται αντιµεταθετική αν και µόνο αν για κάθε α, β από το Α, 

α*β=β*α  

Εδώ η E1  είναι η |Μια πράξη * είναι αντιµεταθετική στο Α| και E2  η |(∀α ∈A) (∀β ∈A)[α*β=β*α]|  

 

Παράδειγµα2: Ένα σύνολο Α ονοµάζεται επαγωγικό σύνολο αν και µόνο αν,  ∅∈Α και ∀a, a∈A→a+∈A 

Σχόλιο: Είναι φανερό ότι στην πράξη, δηλαδή στα µαθηµατικά κείµενα, δεν ακολουθείται γενικά η 

προηγούµενη περιγραφή, ούτε ως προς τη δοµή ούτε ως προς τα εκφραστικά µέσα. Αυτό εξαρτάται 

από το συγγραφέα. Σχετικά µε τη δήλωση της συνωνυµίας, σε καλογραµµένα  µαθηµατικά 

κείµενα, πολλοί συγγραφείς που χρησιµοποιούν σύµβολα, για τη φράση  

|E1 αν και µόνο αν  E2| 

χρησιµοποιούν διαφορετικό συµβολισµό όταν πρόκειται για θεώρηµα (E1↔ E2 ) και διαφορετικό 

όταν πρόκειται για ορισµό (E1↔ορ E2 )   ή  (E1⇔ορ E2 ) 

 Παράδειγµα3: Ένα σηµείο ξ, που µπορεί να ανήκει ή να µην ανήκει σε ένα σύνολο S, λέγεται σηµείο 

συσσώρευσης του S, αν κάθε περιοχή του ξ, οσοδήποτε µικρή, περιέχει ένα σηµείο του συνόλου διαφορετικό 

από το ξ  

Εδώ ο συγγραφέας χρησιµοποιεί τον σύνδεσµο αν που δηλώνει συνεπαγωγή, δηλαδή δεν 

κυριολεκτεί. Όµως επειδή το κείµενο αυτό φέρει τον τίτλο Ορισµός ο εκπαιδευµένος αναγνώστης θα 

πρέπει να κατανοήσει |αν και µόνο αν|  δηλαδή συνωνυµία. 

6.2.2  Το Αξίωµα.  

Η αναγκαιότητα να τίθενται αξιώµατα ήρθε στο προσκήνιο της ιστορίας µόλις κατακτήθηκε 

η έννοια της απόδειξης και παγιώθηκε η τάση να αποδεικνύονται όλα.  Αρχικά, την εποχή για 

παράδειγµα του Πλάτωνα, τα αξιώµατα µαζί µε τους ορισµούς, αποτελούσαν τις Αρχές της 

επιστήµης, ή τις υποθέσεις όπως συνήθως τις αποκαλούσε ο Πλάτωνας, ή τα αναπόδεικτα, όπως τα 

αποκαλούσαν οι Στωικοί. Ο Αριστοτέλης ήταν ο πρώτος που διέκρινε τη διαφορετικότητα του 

Ορισµού από τις υπόλοιπες αρχές. Οι ορισµοί αποτελούν συµφωνίες που αφορούν τα ονόµατα και 

δεν αποδεικνύονται γιατί δεν είναι αποφάνσεις που πρέπει κανείς να πει αν είναι αληθείς ή όχι. Ή 

τους αποδέχεται κανείς και συµµετέχει στη συζήτηση ή όχι.  Αντίθετα τα Αξιώµατα, είναι 
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αποφάνσεις, εκφράζουν µαθηµατικά γεγονότα που πρέπει κανείς να δεχτεί ως 

(πραγµατοποιούµενα) αληθινά, αν θέλει να "συµµετάσχει στη παραπέρα συζήτηση". ∆εν 

αποδεικνύονται γιατί δεν είναι δυνατός να τα αποδεικνύει κανείς όλα. Όπως ήδη ο Αριστοτέλης 

είχε διαπιστώσει, κάθε επιστήµη έχει τα δικά της αξιώµατα, τις δικές της ειδικές έννοιες, οι οποίες 

αναφέρονται στην επιστήµη αυτή και µόνο. Η πρώτη τέτοια οµάδα αποφάνσεων είναι τα πέντε 

αιτήµατα του Ευκλείδη, τα οποία αφορούν τη γεωµετρία. Για τα Μαθηµατικά της εποχής του 

Ευκλείδη υπήρχε άλλη µια οµάδα αποφάνσεων που αποτελούσε µέρος των αρχών, οι κοινές 

έννοιες. Επρόκειτο για αποφάνσεις που ήταν κοινές σε όλες τι επιστήµες, όπως η απόφανση που 

θέτει τη µεταβατική ιδιότητα της ισότητας που είναι η πρώτη κοινή έννοια στα Στοιχεία του 

Ευκλείδη:  

Αυτά που είναι ίσα προς το ίδιο είναι και µεταξύ τους ίσα 

Το πρόβληµα της θεµελίωσης απασχολούσε τους µαθηµατικούς ήδη από την εποχή του Ιπποκράτη 

του Χίου (5ος αιώνας π.Χ.) ο οποίος έθετε κάποιες προτάσεις σαν αρχές και βασιζόµενος σε αυτές 

πραγµατοποιούσε τις αποδείξεις του [SZABO1977,269]. Ο Πλάτωνας στην Πολιτεία 

[Πολιτεία,510 c-d] δίνει την εξής περιγραφή:  

Ξέρεις, υποθέτω, πως αυτοί που καταγίνονται µε τις γεωµετρίες, µε τα µαθηµατικά 

και τα παρόµοια, παίρνοντας ως βάση το άρτιο και περιττό, τα τρία είδη της γωνίας 

κι' όσα άλλα τέτοια, αναλόγως µε την απόδειξη που ζητούν, τα θεωρούν αυτά σαν 

θεµέλια, που δεν αξίζει τον κόπο να δίνουν λόγο γι' αυτά ούτε στον εαυτό τους ούτε 

στους άλλους, σαν να' ναι πράγµατα ολοφάνερα στον καθένα, και αρχίζοντας από 

αυτές τις αρχές και περνώντας έπειτα τα επίλοιπα, φτάνουν στο τέλος µε λογική 

συνέπεια σε κείνο που ξεκίνησαν ν' αποδείξουν.[µετάφραση Ι. Γρυπάρης].  

 Ο Αρχιµήδης συµπλήρωσε το αξιωµατικό σύστηµα του Ευκλείδη µε άλλα 5 αξιώµατα, στην αρχή 

του έργου του «Περί σφαίρας και κυλίνδρου».  
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6.2.3 Η Πρόταση 

α) Στον αρχαίο Ελληνικό µαθηµατικό λόγο: Οι εκφωνήσεις των προτάσεων, 

ακολουθούνται πάντα από τις αποδείξεις.  

Σύµφωνα µε το περιεχόµενό τους οι προτάσεις είναι δύο ειδών: η πρόταση Θεώρηµα και η 

πρόταση Πρόβληµα. Τα θεωρήµατα λένε για το τι συµβαίνει, δηλώνουν δηλαδή κάποιο 

µαθηµατικό γεγονός, ενώ τα προβλήµατα λένε τι πρέπει να γίνει, δηλαδή να βρεθεί, να 

κατασκευασθεί.  

Παραδείγµατα:  

Οι παρακάτω προτάσεις είναι θεωρήµατα. 

 
Στα παραλληλόγραµµα, οι απέναντι πλευρές και γωνίες είναι ίσες µεταξύ τους και η 
διαγώνιος τα διχοτοµεί. 

  [Ευκλείδης Ι,34] 
 
Τα παραλληλόγραµµα που έχουν την ίδια βάση και βρίσκονται µεταξύ των ίδιων 
παραλλήλων είναι µεταξύ τους ίσα. 

[Ευκλείδης Ι,35] 
 
Οι (φυσικοί) αριθµοί που είναι πρώτοι µεταξύ τους είναι οι ελάχιστοι από όλους 
όσους έχουν τον ίδιο λόγο.  

[Ευκλείδης VII,21] 
 

 
Οι πρώτοι αριθµοί είναι περισσότεροι από οποιοδήποτε δοσµένο πλήθος πρώτων 
αριθµών. (ή Οι πρώτοι αριθµοί είναι άπειροι) 

[Ευκλείδης ΙΧ, 20] 
 

 
Ενώ οι παρακάτω προτάσεις είναι προβλήµατα. 

 
Πάνω σε δοθέν ευθύγραµµο τµήµα να κατασκευασθεί ισόπλευρο τρίγωνο. 

 [Ευκλείδης Ι, 1] 
 

Από δοθέν σηµείο να κατασκευασθεί ευθεία, παράλληλος προς δοθείσα ευθεία.  
[Ευκλείδης Ι, 31] 

 
∆οθέντων τριών αριθµών που δεν είναι πρώτοι µεταξύ τους, να βρεθεί ο Μ.Κ.∆. 
τους.  

[Ευκλείδης VII, 3] 
 
 
∆οθέντων δύο αριθµών να βρεθεί το Ε.Κ.Π. τους. 

 [Ευκλείδης VII, 34] 
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Τα προβλήµατα, λοιπόν κατά την κλασική αρχαιότητα, εκφράζουν την απαίτηση να βρεθεί ή 

να κατασκευαστεί κάποιο µαθηµατικό αντικείµενο. Μορφολογικά διαφέρουν από τα Θεωρήµατα, 

αφού θεωρήµατα διατυπώνονται ως αποφάνσεις ή ως υποθετικοί λόγοι, ενώ τα προβλήµατα ως 

ασθενείς προστακτικές. Ο Πρόκλος αναφέρει ότι οι προτάσεις διακρίνονταν σε δύο κατηγορίες τα 

θεωρήµατα και τα προβλήµατα. Εκθέτει επίσης ορισµένες απόψεις που είχαν διατυπωθεί πάνω στο 

θέµα αυτό [ΠΡΟΚΛ450,203]. Αναφέρουµε ενδεικτικά την άποψη του Ποσειδώνιου και των 

µαθητών του [ΠΡΟΚΛ450,80] οι οποίοι διέκριναν και τις γραµµατικοσυντακτικές διαφορές µεταξύ 

εκφωνήσεων θεωρηµάτων και προβληµάτων: 

Οι γύρω από τον Ποσειδώνιο, την µεν ονόµαζαν πρόταση θεώρηµα, στην οποία 

αναζητείται αν υπάρχει ή όχι κάτι, την δε πρόταση πρόβληµα στην οποία ζητείται τι 

υπάρχει ή τι είναι κάτι, και για µεν την πρόταση που είναι θεώρηµα έλεγαν ότι 

πρέπει να δοµείται σαν απόφανση για δε την πρόταση πρόβληµα σαν ερώτηση.  

H πρόταση στον Αρχαίο Ελληνικό Μαθηµατικό Λόγο αποτελεί την εκφώνηση του 

θεωρήµατος ή του προβλήµατος. Στις εκφωνήσεις δεν υπάρχουν γράµµατα, ως σύµβολα 

µεταβλητών, τα µαθηµατικά αντικείµενα εµφανίζονται µε τα φυσικά τους ονόµατα και οι 

ποσοδείξεις, όταν εκφράζονται, φέρονται, πάνω σ' αυτά.  

Ωστόσο, από σηµασιολογική σκοπιά και τα προβλήµατα είναι ουσιαστικά θεωρήµατα και 

µάλιστα θεωρήµατα ύπαρξης. Η ύπαρξη ενός µαθηµατικού αντικειµένου  εξασφαλίζεται είτε από 

τα αξιώµατα είτε από την κατασκευή του. 

Τα πορίσµατα και τα λήµµατα ήταν προτάσεις δευτερεύουσας σηµασίας. Το µεν πόρισµα  

είναι άµεση συνέπεια κάποιας πρότασης, του οποίου η απόδειξη, ή η κατασκευή, είναι προφανής 

και κατά κανόνα δεν εκτίθεται από τον συγγραφέα. Το δε λήµµα είναι µια πρόταση, που 

λαµβάνεται ως αληθείς µέσα στα πλαίσια µιας απόδειξης. Η απόδειξη του λήµµατος ή έχει γίνει σε 

κάποιο άλλο έργο, ή εκτίθεται από τον συγγραφέα, είτε πριν είτε µετά την απόδειξη της πρότασης 

στην οποία χρησιµοποιείται  Το πόρισµα στα Στοιχεία του Ευκλείδη εισάγεται, κατά κανόνα, από 

την επιµαθηµατική φράση |Από αυτά είναι φανερό ότι|. Την ίδια περίπου πρακτική ακολουθεί και ο 

Αρχιµήδης. Τα λήµµατα, εκφωνούνται όπως οι προτάσεις και, εάν δεν έχουν αποδειχθεί σε κάποιο 

άλλο έργο  ακολουθεί η απόδειξή τους (ή η κατασκευή), εάν έχουν ήδη αποδειχθεί µνηµονεύεται 

το έργο στο οποίο εκτίθεται η απόδειξη. 
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Πόρισµα: 
Από αυτό είναι φανερό ότι, η πλευρά του κανονικού εξαγώνου είναι ίση µε την 
ακτίνα του (περιγεγραµµένου) κύκλου.  

[Ευκλείδης VII, 34] 
Λήµµα: 
Το ότι, εάν δύο ευθύγραµµα σχήµατα είναι ίσα και όµοια οι οµόλογες πλευρές τους 
είναι ίσες µεταξύ τους, θα το αποδείξουµε έτσι. 

[Ευκλείδης VII, 34] 

Στο σύγχρονο µαθηµατικό λόγο  οι όροι: θεώρηµα, πόρισµα, λήµµα  διατηρούν το ίδιο 

περιεχόµενο, ενώ πρόβληµα ονοµάζεται συνήθως µια εκφώνηση που αναφέρεται σε συγκεκριµένα 

στοιχεία της πραγµατικότητας. 

Ως  προς τη λογική τους δοµή τα θεωρήµατα στα Στοιχεία του Ευκλείδη έχουν τις εξής 

µορφές:  

 (∀x)… (∀ z) R(x,…z),    

(∀x)… (∃z) R(x,…z),  

(∃z)… R(z…)  

Παραδείγµατα 

1) Κάθε πρώτος αριθµός, είναι πρώτος προς κάθε αριθµό τον οποίο δε διαιρεί: (∀x)(∀z)[¬(x|z)→(x,z)=1] 

 [Ευκλείδης VII, 28] 

2) Κάθε αριθµός έχει πρώτο διαιρέτη:  (∀x)(∃y)[ (∀z)(∀w)[y=zw→(z=1∨w=1)]∧(x|z)] 

 

6.2.4 Η Έκθεση και ο ∆ιορισµός.  

 

Η έκθεση αποτελεί προϊόν του περάσµατος από την επαλήθευση στη συστηµατική απόδειξη. 

Όµως ως όρος υπάρχει ήδη στις αριθµητικές δραστηριότητες των Πυθαγορείων. 

Είναι γνωστό ότι οι πυθαγόρειοι συνήθιζαν να αναπαριστούν τους αριθµούς µε ψηφίδες, 

δηλαδή µε µικρά βότσαλα (παραστατικοί αριθµοί) πάνω σε µια οριζόντια σανίδα. Όλο αυτό το 

σύστηµα των ψηφίδων και της σανίδας ονοµάζονταν ψηφοφορία. Αναπαριστούσαν λοιπόν τους 

αριθµούς τοποθετώντας ψήφους στη σειρά πάνω στη σανίδα:  
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         1→ 
2→ 
3→ 
4→ 
5→ 
6→ 
 
 
Είχαν δε διαπιστώσει ότι όλοι οι αριθµοί µπορούν να αναπαρασταθούν µε ψηφίδες στη 

σειρά, κάθε δε επόµενος του δύο, όπως µας πληροφορεί ο Νεοπυθαγόρειος Νικόµαχος, φτιαχνόταν 

από τον προηγούµενο µε την προσθήκη µιας ψηφίδας πάνω στην ίδια ευθεία:  

Όλοι οι αριθµοί, αρχίζοντας από το δύο, είναι γραµµικοί και µε την πρόσθεση της 

µονάδος προς µία και την αυτή κατεύθυνση προχωρούν 

[Νικόµαχος, Ἀριθμητική εἰσωγωγή, 2, 3,11]  

Η αναπαράσταση αυτή µε ψηφίδες ενός συγκεκριµένου αριθµού ονοµαζόταν έκθεση.   

Η λέξη έκθεση, παράγεται από το ρήµα εκθέτω, και δηλώνει την πράξη του εκθέτειν.  

Εκθέτω (ἐκ+θέτω),  στη  φυσική  γλώσσα, σήµαινε θέτω έξω από τον οίκο ή από τα τείχη της πόλις, σε 

κοινή θέα, ένα παιδί που δεν αναγνωρίζεται από τον πατέρα κατά τη σχετική τελετή αναγνώρισης που 

γίνονταν µετά τη γέννα.  Ενώ στις εµπειρικές διαδικασίες των Πυθαγόρειων, σήµαινε την 

παρουσίαση ενός αριθµού µέσω της αναπαράστασής του µε ψηφίδες, µια πράξη µε υλικά 

αντικείµενα.  

Στα συγκροτηµένα σε παραγωγική επιστήµη µαθηµατικά ο όρος έχει πιο αφηρηµένο 

περιεχόµενο: Από το εκτεταµένο απόσπασµα του Πρόκλου που αναφέραµε στην προηγούµενη 

ενότητα, το οποίο περιγράφει αναλυτικά τα µέρη του µαθηµατικού λόγου, �κθεσις ήταν το µέρος 

εκείνο του µαθηµατικού λόγου το οποίο έπεται της εκφώνησης και προηγείται της απόδειξης.  

Πρόκειται για φράσεις επιµαθηµατικού χαρακτήρα οι οποίες από καθαρά λογικογλωσσική 

σκοπιά παίζουν τον εξής ρόλο: Παρουσιάζουν τα σύµβολα µεταβλητών µε τα οποία σηµαίνονται 

τα µαθηµατικά αντικείµενα που εµφανίζονται στην εκφώνηση, και ενδεχόµενα κάποια άλλα 

βοηθητικά, και κλείνεται η συµφωνία µε τον αναγνώστη, κατά κανόνα µέσω της προστακτικής του 

εἰμί, ἒστω ή ἒστωσαν, ότι τα σύµβολα αυτά των µεταβλητών θα θεωρούνται καθολικά 

ποσοδειγµένα. ∆ηλαδή και εδώ δηλώνεται από την έκθεση µια πράξη µε την οποία έρχονται στο 

προσκήνιο τα µαθηµατικά αντικείµενα πάνω στα οποία θα αναπτυχθεί ο συλλογισµός της 

• 
• • 
• • • 
• • • • 
• • • • • 
• • • • • • 

Αλλά ταυτόχρονα το 4 κα το 
6 αναπαρίστανται: 
 
• •      και       • • •  
• •              • • • 
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απόδειξης. Και εδώ τα µαθηµατικά αντικείµενα ἐκ-τίθενται, ωστόσο ενώ η πράξη αυτή στο 

προεπιστηµονικό στάδιο ήταν υλική τώρα είναι λογικογλωσσική !!! 

Ο ∆ιορισµός, στα πρώτα στάδια του µαθηµατικού λόγου, ακολουθούσε την έκθεση και 

αποτελούσε µια αναδιατύπωση της εκφώνησης µε τη βοήθεια των (ή του) συµβόλων µεταβλητών 

που έχουν συµφωνηθεί στην έκθεση. Με τη µορφή αυτή, και στην ίδια θέση, εµφανίζεται και 

σήµερα όταν η προς απόδειξη πρόταση είναι διατυπωµένη εξολοκλήρου σε καθοµιλούµενο λόγο, 

χωρίς κανένα σύµβολο.  Πρόκειται για την πρόταση απαλλαγµένη από τους ποσοδείκτες, ώστε να 

ξεκινήσει ο αποδεικτός συλλογισµός ο οποίος θα καταλήξει στο προσυµπέρασµα.  

Σε εκφωνήσεις θεωρηµάτων που περιέχουν σχέσεις σε συµβολική γλώσσα, όταν δηλαδή έχουµε 

µείγµα φυσικού και τυπικού µαθηµατικού λόγου, η εκφώνηση αρχίζει µε την έκθεση η δε 

διατύπωση του θεωρήµατος που ακολουθεί δεν είναι παρά ο διορισµός.   

Σχόλιο (διδακτικές συνέπιες)  Η αναγκαιότητα της έκθεσης δύσκολα γίνεται σήµερα κατανοητή 

από τους µαθητές. Ας αναδείξουµε αυτήν την αναγκαιότητα µε τη βοήθεια ενός παραδείγµατος. Ας 

υποθέσουµε πως πρέπει να πείσουµε κάποιο συνοµιλητή µας ότι: 

(1) Κάθε φυσικός αριθµός µικρότερος του 20 έχει πρώτο διαιρέτη. 

(2) Κάθε φυσικός αριθµός µικρότερος του 100  έχει πρώτο διαιρέτη. 

Στην (1), εξετάζοντας έναν-ένα τους αριθµούς, µε 20 επαληθεύσεις έχουµε πείσει απόλυτα το 

συνοµιλητή µας. Στην (2) επίσης αλλά, µε την ίδια µέθοδο, απαιτούνται 100 επαληθεύσεις. 

Αν όµως πρέπει να πείσουµε για την αλήθεια του θεωρήµατος:  

Κάθε φυσικός αριθµός  έχει πρώτο διαιρέτη 

µέθοδος αυτή δεν είναι εφαρµόσιµη. Αυτό που µπορούµε να κάνουµε εδώ είναι να παρουσιάσουµε 

έναν αριθµό, τον οποίο θα συµβολίσουµε µε ένα γράµµα, ας πούµε το Α, και θα κλείσουµε µια 

συµφωνία µε το συνοµιλητή µας ότι αυτός µπορεί να είναι οποιοσδήποτε και γι’ αυτό εξάλλου τον 

συµβολίζουµε µε ένα γράµµα. Αυτό που µπορούµε να κάνουµε µετά είναι να αξιοποιήσουµε όλα 

όσα ξέρουµε για τους αριθµούς και να πείσουµε το συνοµιλητή µας ότι ο Α έχει ένα διαιρέτη που 

είναι πρώτος. Μόλις αυτό γίνει εφικτό δεν έχουµε παρά να θυµίσουµε τη συµφωνία πως στη θέση 

του Α µπορεί να είναι και οποιοσδήποτε άλλος αριθµός. Οπότε το τελικό συµπέρασµα αυτής της 
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συζήτησης µπορεί να είναι πως κάθε αριθµός έχει πράγµατι κάποιο πρώτο διαιρέτη. Η ροή της 

συζήτησης αυτής δεν ήταν άλλη από τη ροή µιας Ευκλείας απόδειξης:   

23

Ευκλείδεια δοµή                               Σύγχρονη θεώρηση
Πρότ: Kάθε αριθµός έχει πρώτο διαιρέτη ∀x,P(x)

Έκθεση: Έστω ένας αριθµός ο Α Καθολική
Συγκεκριµενοποίηση

∆ιορισµός Λέγω ότι, ο Α έχει πρώτο διαιρέτη P(c)

Η  κατασκευή (Αν υπάρχει)

Η απόδειξη Συλλογιστικά Σχήµατα

Προσυµπέρασµα ο Α έχει πρώτο διαιρέτη                       ... P(c)

Καθολική Γενίκευση

Συµπ: Kάθε αριθµός έχει πρώτο διαιρέτη ... ∀x,P(x)

 

 

Πρόκειται για την πιο κατάλληλη δοµή για την εισαγωγή ενός µαθητή στη διαδικασία των 

αποδείξεων, για διδακτική δηλαδή αξιοποίηση, γιατί: 

 Αξιοποιεί τα εκφραστικά µέσα της φυσικής γλώσσας, µε τα οποία σκέφτεται ο µαθητής 

 Κρατά λειτουργικά, σε πρώτο πλάνο, όλα εκείνα τα λογικά στοιχεία τα νοµιµοποιητικά της 

απόδειξης.  

Ο όρος που προσιδιάζει στη δοµή αυτή είναι, Φυσική Απόδειξη  

Η λογικογλωσσική της δοµή είναι: 
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Ευκλείδεια δοµή                               Σύγχρονη θεώρηση
Η πρόταση ∀x,P(x)

Η έκθεση(Παρουσίαση-∀-Ποσόδειξη) Καθολική
Συγκεκριµενοποίηση

Ο διορισµός (Αναδιατύπωση της πρότασης) P(c)

Η  κατασκευή (Αν υπάρχει)

Η απόδειξη Συλλογιστικά Σχήµατα

Προσυµπέρασµα ... P(c)

Καθολική Γενίκευση

Το συµπέρασµα ... ∀x,P(x)

 

Μετά την ανάπτυξη της συµβολικής µαθηµατικής γλώσσας και του αλγεβρικού λογισµού 

τα γράµµατα ως µεταβλητές είναι απαραίτητα στην εκφώνηση του θεωρήµατος. Το ιστορικά 

αντικειµενικό αυτό γεγονός έχει ορισµένες συνέπειες:  

1. Μετατόπισε την έκθεση, η οποία ενσωµατώνεται κατά κανόνα στην εκφώνηση του 

θεωρήµατος µαζί µε το διορισµό. Με άλλα λόγια, καταργήθηκε η κλασική εκφώνηση ο 

θεωρήµατος η οποία αντικαταστάθηκε από την ενότητα έκθεσης και διορισµού. Εξαίρεση 

αποτελεί η Ευκλείδεια Γεωµετρία, όπου υπάρχει η δυνατότητα κλασικών εκφωνήσεων. και 

εν πολλοίς την αριθµοθεωρία (ιδιαίτερα όταν µένουµε στους φυσικούς)  

2. Στερεί από τους µαθητές τη δυνατότητα να πραγµατοποιήσουν οι ίδιοι το λογικογλωσσικό 

παιγνίδι της έκθεσης και, µετά την επιχειρηµατολογία για το συγκεκριµένο, να 

πραγµατοποιήσουν οι ίδιοι την καθολική γενίκευση. 

Συνοψίζουµε λοιπόν για το ρόλο της έκθεσης: 

(1) Παρουσιάζει τα (ή το) µαθηµατικά αντικείµενα στα οποία αναφέρεται η πρόταση 

καθώς και τα σύµβολα (κατά κανόνα γράµµατα από κάποιο αλφάβητο) τα οποία 

αποτελούν τα ονόµατα των αντικειµένων που εισάγονται. 
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(2) Θέτει ως όρο (υποθέτει) ότι είναι καθολικά ποσοδειγµένα, και στη συνέχεια όπου 

και αν εµφανίζονται θα θεωρούνται σαν τέτοια.  Αποτελεί λοιπόν µια Παρουσίαση-

καθολική-ποσόδειξη (παρουσίαση- ∀- ποσόδειξη ή συνοπτικά Π-∀-Π) για τα (ή το) 

σύµβολα µεταβλητής.  

(3) Σχετικοποιεί τις ποσοδείξεις, όταν χρειάζεται. Περιορίζει δηλαδή τις µεταβλητές να 

παίρνουν τιµές σε ένα υποσύνολο του βασικού συνόλου της θεωρίας µέσα στην 

οποία δουλεύουµε. 

Σχόλιο:  Το ενδιάµεσο µεταξύ έκθεσης και διορισµού σύνταγµα |λέγω ότι| εκφράζει µια αναφορά 

µε την οποία γίνεται το πέρασµα από το επιµαθηµατικό στο µαθηµατικό επίπεδο, έναν ισχυρισµό 

ότι η πρόταση που ακολουθεί είναι αληθινή. Είναι χαρακτηριστικό ότι στα κατασκευαστικά 

προβλήµατα, όπου από τη φύση των φράσεων δεν έχουµε επάνοδο στο µαθηµατικό επίπεδο, το 

αντίστοιχο σύνταγµα |δει δη| (πρέπει λοιπόν) δεν εκφράζει αναφορά αλλά ασθενή προσταγή.  

 

Στο διπλανό πίνακα φαίνονται τα διάφορα 

είδη από εκθέσεις, διορισµούς και 

συνδιασµούς των δύο, στο βιβλίο της 

Γεωµετρίας για τις τάξεις β΄και γ΄ Λυκείου, 

έκδοση 2006. Μόνο το 12% των εκφωνήσεων 

των θεωρηµάτων έχουν πλήρη διατύπωση της 

έκθεσης και του διορισµού. 

28

Είδος έκθεσης—διορισµού %

Πλήρης (έκθεση +διορισµός) 12,5
Χωρίς έκθεση, µε σχετικοποίηση

της ∀–Ποσόδειξης 10,5

Έκθεση χωρίς διορισµό 41
Χωρίς έκθεση χωρίς διορισµό 22
∆ιορισµό πριν από την έκθεση 4,7

Χωρίς έκθεση 51,3

6.2.5 Η Κατασκευή 

Πρόκλος:"η δε κατασκευή τα ελλείποντα τω δεδοµένω προς την του ζητουµένου θήραν 

προστίθησιν" Εµφανίζεται µόνο στα γεωµετρικά προβλήµατα και στον µέ πρωτοεµφανισθέντα 

µαθηµατικό λόγο αποτελεί µια σταδιακή θεώρηση των µερών του σχήµατος το οποίο θεωρείται 

αυθύπαρκτο. Στο σύγχρονο Μ.Λ. κατασκευή είναι η περιγραφή της διαδικασίας χάραξης του 

σχήµατος που γίνεται από αυτόν που λύνει το πρόβληµα.  

 



ΜΕΡΟΣ  Γ΄                                                                                           Ο ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΟΣ 
 

96 
 

6.2.6  Η Απόδειξη 

 2 Πρόκλος: "η δ'απόδειξις επιστηµονικώς από τών οµολογηθέντων συνάγει το προκείµενον" Κατά 

τον Αριστοτέλη επιστηµονικός είναι µόνο ο συλλογισµός που στηρίζεται σε αληθινές προκείµενες. 

Η απόδειξη λοιπόν είναι η ανάπτυξη του συλλογισµού που αρχίζει από ήδη αποδειγµένες 

προτάσεις ή από αξιώµατα και οδηγεί στο προσυµπέρασµα που δεν είναι άλλο από την απόφανση 

που διατυπώνεται στον διορισµό. 

 6.2.7  Το Συµπέρασµα. 

Για τον Πρόκλο «το συµπέρασµα επιστρέφει στην πρόταση για να βεβαιώσει αυτό που έχει 

αποδειχθεί» Πράγµατι το συµπέρασµα, που εµφανίζεται µόνο στα θεωρήµατα, επιστρέφει στην 

πρόταση για να πιστοποιήσει, σαν αποτέλεσµα της απόδειξης, την αλήθεια της πρότασης την οποία 

κατά κανόνα επαναδιατυπώνει. Ωστόσο αυτό γίνεται σε δύο φάσεις. Σε µια πρώτη φάση 

διατυπώνεται ένα προσυµπέρασµα (η τελευταία απόφανση της απόδειξης) το οποίο βεβαιώνει την 

αλήθεια της πρότασης όπως αυτή έχει αναδιατυπωθεί στο διορισµό µε τα ονόµατα των συµβόλων 

µεταβλητών. Αποτελεί άµεση συνέπεια του συλλογισµού που αναπτύσσεται στην απόδειξη και 

εισάγεται µε ένα άρα που εκφράζει µια συνεπαγωγή στο µαθηµατικό επίπεδο .Αµέσως µετά 

εµφανίζεται το συµπέρασµα σαν επαναδιατύπωση της αρχικής πρότασης, εισάγεται πάλι µε το άρα 

και πιστοποιεί την αλήθεια της πρότασης, κλείνοντας µε το όπερ έδει δείξαι .Το άρα εδώ είναι 

καθαρά επιµαθηµατικό η δε πιστοποίηση αντλεί την νοµιµότητά της από την συµφωνία που έγινε 

στην έκθεση, ότι τα (ή το) σύµβολα µεταβλητών (που στο παράδειγµα ήταν το Α) θεωρούνται 

καθολικά ποσοδειγµένα. 

6.2.8  Το Σχόλιο  

Από τη φύση του είναι περίµαθηµατικού ή επιµαθηµατικού επιπέδου και παρέχει 

οποιασδήποτε µορφής πληροφορίες.  
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 6.3.Τα εκφραστικά µέσα των λογικών στοιχείων της Μαθηµατικής Γλώσσας.  
 

 Από τον ορισµό της τυπικής µαθηµατικής γλώσσας (βλέπε κεφάλαιο 1) ως λογικά στοιχεία 

της γλώσσας χαρακτηρίζονται τα σύµβολα για τις λογικές πράξεις, άρνηση |¬|, σύζευξη |∧|, 

διάζευξη |∨|, συνεπαγωγή |→|, ισοδυναµία |↔|. Η καθολική και η υπαρξιακή ποσόδειξη, ως 

γενικευµένη σύζευξη και διάζευξη αντίστοιχα, καθώς και τα σύµβολα µεταβλητών και οι 

παρενθέσεις. Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε µε τα εκφραστικά µέσα των λογικών αυτών 

στοιχείων στον µη τυπικό µαθηµατικό λόγο.  

Το πρόβληµα έχει δύο όψεις:  

α) Όταν το µαθηµατικό περιεχόµενο απαιτεί τη διατύπωση µιας λογικής πράξης, ποιά είναι 

τα εκφραστικά µέσα που χρησιµοποιούνται από τον Ελληνικό µαθηµατικό λόγο.  

β) Εάν τα ίδια αυτά εκφραστικά µέσα εµφανίζονται και µε διαφορετικό περιεχόµενο 

(πολυσηµία)  

6.3.1  Η άρνηση:(¬Α) 

Ας εξετάσουµε αρχικά πώς λειτουργεί η άρνηση στη φυσική µας γλώσσα, στο επίπεδο 

δηλαδή των αποφάνσεων. Ας δούµε ορισµένα παραδείγµατα: 

1) |είναι µέρα|, η άρνηση της είναι η |δεν είναι µέρα|  

2) |είναι αναµµένο το φως|, η άρνηση της είναι η |δεν είναι αναµµένο το φως| 

3) |είναι µαύρο το χιόνι|, η άρνηση της είναι η |δεν είναι µαύρο το χιόνι| 

4) |το χιόνι είναι µαύρο|, η άρνηση της είναι η |το χιόνι δεν είναι µαύρο| ή |είναι λάθος ότι το χιόνι 

είναι µαύρο| 

5) |Ο αριθµός 14 είναι άρτιος|, η άρνηση της είναι η |Ο αριθµός 14 δεν είναι άρτιος| 

 

Από τα παραδείγµατα δηµιουργείται η εντύπωση ότι η άρνηση µιας πρότασης φτιάχνεται 

όταν µπροστά από το ρήµα γύρω από το οποίο συγκροτείται το ρηµατικό σύνταγµα της φράσης 

τοποθετήσουµε ένα αρνητικό µόριο το δεν . 

Όµως τα πράγµατα δεν είναι έτσι!! 
Η άρνηση της φράσης: 

όλοι οι µη εµβολιασµένοι αρρώστησαν 

θα ήταν η 
όλοι οι µη εµβολιασµένοι δεν αρρώστησαν 
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Με άλλα λόγια 
κανείς µη εµβολιασµένος δεν αρρώστησε 

Όµως η άρνηση της αρχικής µας απόφανσης είναι  
είναι λάθος ότι όλοι οι µη εµβολιασµένοι αρρώστησαν 

Με άλλα λόγια  
Ορισµένοι µη εµβολιασµένοι δεν αρρώστησαν 

ή 
υπάρχουν µη εµβολιασµένοι που δεν αρρώστησαν 

 

Είναι προφανές λοιπόν ότι δεν αρκεί η άρνηση µιας απόφανσης να πλεονάζει απλά της 

απόφανσης κατά ένα αρνητικό µόριο, θα πρέπει το αρνητικό µόριο να τίθεται στην αρχή της 

απόφανσης, να προτάσσεται της απόφανσης, όπως ακριβώς γίνεται µε τις προτάσεις:  

¬ :Π→Π 

   Α a ¬Α 

Αν έχουµε µια αποφαντική φράση που δηλώνει ένα γεγονός που συµβαίνει, για παράδειγµα 

την είναι µέρα, τότε η πρόταση Α που εκφράζει η αποφαντική αυτή φράση είναι αλήθεια. Η 

άρνησή της, δεν είναι µέρα δηλώνει το αντίθετο του προηγούµενου γεγονότος, ένα γεγονός δηλαδή 

που δεν συµβαίνει, άρα η πρόταση που εκφράζει είναι η οχιΑ και είναι ψευδής. Αφού όµως έχουµε 

δεχθεί ότι άλλη δυνατότητα από αυτές τις δύο δεν υπάρχει είναι φανερό ότι αν µια πρόταση είναι 

αληθινή τότε η άρνησή της είναι ψέµα και αν είναι ψέµα τότε η άρνηση της είναι αλήθεια. 

Την παρατήρηση αυτή την είχαν κάνει οι Στωικοί ήδη από τον τρίτο αιώνα π.Χ. 

 

Στον τυπικό µαθηµατικό λόγο εκφράζεται από το σύµβολο |¬| που είναι ένα σύµβολο µιας 

θέσης, η οποία καταλαµβάνεται από µια πρόταση σ και δηµιουργείται έτσι µια νέα πρόταση η \rceil 

|¬σ| ή από ένα τύπο της γλώσσας του λογισµού των κατηγορηµάτων, για να δώσει ένα νέο τύπο. 

∆ηλαδή το σύµβολο |¬| δεν τίθεται ποτέ µπροστά από ένα όρο.  

Σε έναν όχι πολύ αυστηρά τυπικό µαθηµατικό λόγο η άρνηση µπορεί να περάσει πάνω στο 

σύµβολο κατηγορήµατος και να παράγει ένα νέο σύµβολο. 

Παράδειγµα: Η Απόφανση ¬ሺݔ א ݔ ሻ είναι συνώνυµη τηςܣ ב ܣη ¬ሺ  ,ܣ ൌ ܣ ሻ τηςܤ ്  και  ,ܤ
η  ¬ሺݔ ൑ ݔ  ሻ   τηςݕ ح  .ݕ
 

 Στον µη τυπικό µαθηµατικό λόγο οι εκφράσεις µέσω των οποίων δηλώνεται η άρνηση είναι: 

α) |είναι λάθος ότι E|. Όπου E απόφανση. Η µορφή αυτή µοιάζει συντακτικά µε την χρήση του 
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συµβόλου |¬| της τυπικής µαθηµατικής γλώσσας, ωστόσο πρόκειται για κάτι εντελώς διαφορετικό. 

Στην  |είναι λάθος ότι E| συνυπάρχουν δύο γλωσσολογικά επίπεδα, αυτό της E που πρέπει να είναι 

µαθηµατικό - διαφορετικά η ακολουθία δεν ανήκει στον µαθηµατικό λόγο - και αυτό της είναι 

λάθος ότι που είναι επιµαθηµατικής υφής αφού έχει ως πεδίο αναφοράς την E δηλώνοντας ότι η 

αληθοτιµή της είναι ψ. Παράδειγµα:  είναι λάθος ότι ο 3 είναι άρτιος αριθµός η οποία είναι 

συνώνυµη µε την  o 3 δεν είναι άρτιος αριθµός Σχόλιο: Η κατά λέξη απόδοση σε προφορικό λόγο 

κοµµατιών από την τυπική µαθηµατική γλώσσα συνήθως οδηγεί σε βαρβαρισµούς, δηλαδή σε 

ακολουθίες λέξεων που παραβιάζουν του κανόνες σύνταξης της φυσικής γλώσσας. Για παράδειγµα 

η ¬(x∈A) εκφωνείται ως [όχι χ ανήκει άλφα] ενώ η σωστή εκφώνηση είναι [είναι λάθος ότι το χ 

είναι στοιχείο του άλφα] ή [το χ δεν είναι στοιχείο του άλφα]  

 

 β) [ΟΣ+ δεν + ΡΣ] Το µόριο δεν ως δηλωτικό της άρνησης είναι ενσωµατωµένο µε το ρηµατικό 

σύνταγµα το οποίο εκφράζει το κατηγόρηµα της αποφαντικής φράσης.  

Παράδειγµα:  o 3 δεν είναι άρτιος αριθµός  

Οι δύο αυτές δυνατότητες που παρέχει η φυσική γλώσσα είναι δυνατό να συνδιαστούν σε µια 

φράση για να εκφραστεί η διπλή άρνηση που ισοδυναµεί µε κατάφαση.  

γ) Το µη . Συνήθως τίθεται µπροστά από επίθετα που σχετικοποιούν ποσοδείξεις: |µη παράλληλες|,  

|µη πρώτοι µεταξύ τους| κ.τ.λ.  

6.3.2  Η σύζευξη: (Α∧Β) 

α) Εκφράζεται από το |και| ως εξής: 

E1και E2 

όπου οι E1, E2 είναι αποφάνσεις.  

Μόνο σε τέτοιες εκφράσεις το |και| είναι ο λογικός σύνδεσµος της σύζευξης.  

β) Το και όµως έχει και άλλες λειτουργίες και σηµασίες µέσα στον µαθηµατικό λόγο τις οποίες έχει 

κληρονοµήσει από τη φυσική γλώσσα.  

Το και παράγωγο του λογικού συνδέσµου: Τα σύνολα Α και Β είναι κενά. 

Στη φράση αυτή το |και| φαίνεται να συνδέει τα ονόµατα των δύο συνόλων. Ως τέτοιος λοιπόν δεν 

µπορεί να είναι σύνδεσµος γιατί θα έπρεπε να συνδέει αποφάνσεις. Αν ανατρέξουµε όµως στη 

βαθειά δοµή της φράσης, αυτή είναι:  
Το σύνολο Α είναι κενό και  το σύνολο Β είναι κενό 

Ή, αν την µεταγράψουµε στη γλώσσα της θεωρίας συνόλων: 
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Α= ∅ και  Β= ∅   ή   Α= ∅ ∧  Β= ∅ 

Είναι φανερό πως οι δυο αυτές φράσεις είναι συνώνυµες και πως το |και| είναι ο λογικός 
σύνδεσµος ης σύζευξης.    

 

Οι λειτουργίες αυτές καθώς και εύρεση των εκφραστικών µέσων των υπόλοιπων συνδέσµων 

σ' ένα µαθηµατικό κείµενο δεν παρουσιάζει ιδιαίτερες δυσκολίες αν χρησιµοποιηθεί σωστά, ως 

εργαλείο ανάλυσης η Μαθηµατική Λογική και εξετάζονται συστηµατικά οι δύο όψεις (α), (β) του 

προβλήµατος όπως τέθηκαν στην αρχή αυτής της παραγράφου. 

6.3.3 Η διάζευξη: (Α∨Β) 

Η διάζευξη ξεχωρίζει τα γεγονότα µε λειτουργώντας αντιθετικά µε τη σύζευξη που τα 

ενώνει. Η διαδικασία αυτή έχει δύο εκδοχές, η µία έχει χαλαρό χαρακτήρα και είναι η απλή 

διάζευξη, αυτή που εκφράζεται µε το «ή» (Α ή Β), όπου επιτρέπεται η συναλήθευση των Α και Β, 

και η αποκλειστική, που εκφράζεται µε το «ή…ή…» ( ή Α ή Β) ), όπου δεν επιτρέπεται η 

συναλήθευση των Α και Β. 

Όµως η απλή διάζευξη εκφράζεται και µέσω της έκφρασης «είτε…είτε…». Πολλοί θεωρούν 

ότι η έκφραση αυτή δηλώνει αποκλειστική διάζευξη, όµως πρόκειται για µια ιδιαίτερη περίπτωση 

απλής διάζευξης. Πρόκειται για τη διάζευξη εκείνη η οποία προέρχεται από µια βαθειά δοµή που 

είναι σύζευξη δύο συνεπαγωγών των οποίων οι υποθέσεις είναι διαφορετικές αλλά όχι 

αναγκαστικά η µια άρνηση της άλλης. Η διάζευξη αυτή παράγεται σύµφωνα µε τη λογική 

ισοδυναµία: [(Α→Γ)∧(Β→Γ)]≡[(Α∨Β)→Γ] 

Παράδειγµα: 

(Εάν βρέχει το σχολείο θα λειτουργήσει και εάν χιονίζει το σχολείο θα λειτουργήσει) ≡ 

(είτε βρέχει είτε χιονίζει το σχολείο θα λειτουργήσει) 

Η γλώσσα δηλαδή χρησιµοποιεί τη δοµή «είτε…είτε…» στην περίπτωση αυτή διατηρώντας κατά 

κάποιο τρόπο την ανάµνηση της βαθειάς δοµής αφού το «είτε» είναι µια σύνθετη λέξη από το «ει» 

το οποίο παραπέµπει στη συνεπαγωγή αφού σηµαίνει εάν, και το «τε» που είναι ο σύνδεσµος της 

σύζευξης στα αρχαία ελληνικά. 

Αφήνουµε στον αναγνώστη την αναζήτηση των άλλων σηµασιών του «ή» και του «είτε». 
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6.3.4 Η συνεπαγωγή: (Α→Β) 

Η Ελληνική γλώσσα είναι πολύ πλούσια σε εκφραστικά µέσα δηλωτικά της συνεπαγωγής, όπως: 

1) Αν Α τότε Β 

2) Αν Α, Β 

3) Αν Α, και Β 

4) Α συνεπάγεται Β 

5) Α συνεπώς Β 

6) Α εποµένως Β 

7) Α, άρα Β 

8) Α, ώστε Β  

9) Αφού Α, άρα Β 

10) Αφού Α, έπεται Β 

11) Α, οπότε Β 

12) Β συνάγεται από το Α 

13) Α είναι ικανή συνθήκη για Β  

14) Β είναι αναγκαία συνθήκη για Α 

15) Πρέπει Β, για Α 

16) Αρκεί Α, για Β 

 

6.3.5 Η ισοδυναµία: (Α↔Β) 

Η λογική ισοδυναµία, (ή διπλή συνεπαγωγή επειδή µπορεί να οριστεί από τη σύζευξη και τη 

συνεπαγωγή: (Α↔Β)≡(Α→Β)∧(Β→Α)), διαθέτει εξίσου πλούσια εκφραστικά µέσα: 

1) Α αν και µόνο αν Β (ή Α ανν Β) 

2) Α εάν και µόνο εάν Β 

3) Β εάν και µόνο εάν Α 

4) Α ισοδυναµεί Β (ή Α ισοδυναµεί µε Β) 

5) Α είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη για Β 

6) Για Α πρέπει και αρκεί Β 

7) (Α→Β), και αντιστρόφως (όπου στη θέση της (Α→Β) µπορεί να είναι κάποιες από τις 
εκφράσεις της συνεπαγωγής) 
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6.4 Η παρουσίαση µιας µαθηµατικής έκφρασης 

Σ' ένα µαθηµατικό κείµενο ο συγγραφέας είναι υποχρεωµένος να θέσει ορισµένες 

συµφωνίες. Θα πρέπει να δηλώσει τα σύµβολα µε τα οποία θα παραστήσει τα µαθηµατικά 

αντικείµενα στα οποία θα αναφερθεί, τα αξιώµατα της θεωρίας που θα αναπτύξει, αποτελέσµατα 

άλλων εργασιών που θα χρησιµοποιήσει κτλ. Ακόµη στην αρχή της απόδειξης κάθε θεωρήµατος 

θα πρέπει να δώσει µια σειρά πληροφορίες για τα γράµµατα που στη συνέχεια θα χρησιµοποιήσει. 

Την ενέργεια αυτή θα τη λέµε γενικά παρουσίαση µιας µαθηµατικής έκφρασης (στον 

προγραµµατισµό λέγεται declaration).  

Αφού δύο είναι τα είδη των µαθηµατικών εκφράσεων που διαθέτει ο µαθηµατικός λόγος, µια 

παρουσίαση µπορεί να αφορά ένα όνοµα ή µια απόφανση. Είναι φανερό ότι οι εκφράσεις που 

αποτελούν παρουσιάσεις βρίσκονται, από τη φύση τους, στο επιµαθηµατικό επίπεδο, αν και 

συνήθως περιέχουν εκφράσεις που ανήκουν στο µαθηµατικό επίπεδο.  

6.4.1 Η παρουσίαση µιας απόφανσης.  

Στην παρουσίαση µιας απόφανσης τίθεται ένα µαθηµατικό γεγονός και απαιτείται από τον 

αναγνώστη να το δεχτεί ως αληθινό. Η έγκληση της παρουσίασης ήταν κατά την κλασική 

αρχαιότητα  προστακτική, και µάλιστα κατά κανόνα προστακτική Παρακειµένου.  

i) Παρουσίαση αξιωµάτων: Ιστορικό παράδειγµα, τα πέντε αξιώµατα  µε τα οποία 

θεµελιώνει τη γεωµετρία του ο Ευκλείδης στα Στοιχεία. Παρουσιάζονται µέσω µιας 

προστακτικής παρακειµένου του αιτούµαι, απ’ όπου πήραν και το όνοµα αιτήµατα.  

 ᾿Ηιτήσθω 
 ἀπὸ παντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.  
 Καὶ πεπερασμένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπ' εὐθείας ἐκβαλεῖν.   
 Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήματι κύκλον γράφεσθαι.  
 Καὶ πάσας τὰς ὀρθὰς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις εἶναι.  
 Καὶ ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη 
γωνίας δύο ὀρθῶν ἐλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλομένας τὰς δύο εὐθείας ἐπ' ἄπειρον 
συμπίπτειν, ἐφ' ἃ μέρη εἰσὶν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν ἐλάσσονες.  
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Ας έχει απαιτηθεί, 
από κάθε σηµείο προς κάθε σηµείο να είναι δυνατόν να άγεται µια ευθεία 
Και κάθε ευθύγραµµο τµήµα να προεκτείνεται συνεχώς πάνω στην ίδια ευθεία 
Και µε κάθε σηµείο ως κέντρο και κάθε απόσταση να γράφεται ένας κύκλος 
Και όλες οι ορθές γωνίες να είναι ίσες µεταξύ τους 
Και εάν δύο ευθείες, τεµνόµενες από άλλη ευθεία, σχηµατίζουν τις εντός και επί τα αυτά 
γωνίες µικρότερες από δύο ορθές, προεκταθούν προς τα µέρη που σχηµατίζουν τις 
µικρότερες από δύο ορθές γωνίες, θα συµπέσουν. 

Στο σύγχρονο Μαθηµατικό λόγο οι προτάσεις που αποτελούν αξιώµατα δηλώνονται ως 

τέτοια χωρίς άλλα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά. 

ii) Παρουσίαση συνθηκών ή περιορισµών. Το γεγονός αυτό µπορεί να αφορά τις ανάγκες 

κάποιου σηµείου µιας απόδειξης, µπορεί όµως να αφορά την ενότητα που αποτελεί µια 

απόδειξη. 

Παράδειγµα: 

(1) Έστω α≤0 , β > 0 . Τότε το συµπέρασµα ισχύει                                              [ΛΕΓΑΤΟΣ, σελ. 393] 

Εδώ οι αποφάνσεις α≤0 και β > 0 περιορίζουν το πεδίο µεταβολής των µεταβλητών α και β. 

(2) Έστω ότι ο 117 είναι σύνθετος, τότε υπάρχει ο ελάχιστος πρώτος διαιρέτης του, έστω p(>1) και ισχύει P² ≤ 

√117.                                                                                                           [ΛΕΓΑΤΟΣ, σελ. 329] 

 

6.4.2  Η παρουσίαση µεταβλητών  (ενός ονόµατος). 

H παρουσίαση γραµµάτων µπορεί να είναι µια απλή απόδοση ονοµάτων σε κάποια 

µαθηµατικά αντικείµενα σταθερά ή µεταβλητά. Μπορεί όµως, όταν ανακοινώνονται σύµβολα 

µεταβλητών, η παρουσίαση να συνεκφράζεται µε µια ποσόδειξη οπότε συνολικά αποτελεί µια 

δέσµευση, στο επιµαθηµατικό επίπεδο.  

Η απλή παρουσίαση 

Η απλή παρουσίαση ενός γράµµατος, ή γενικότερα ενός συµβόλου ή συναρµογής συµβόλων, 

είναι µια απλή απόδοση ονόµατος σε κάποιο µαθηµατικό αντικείµενο. Μια περιγραφή δηλαδή της 

σχέσης σηµαίνοντος-σηµαινόµενου. Αν πρόκειται για γράµµα, αυτό θα ποσοδειχθεί κατάλληλα 

όταν χρησιµοποιηθεί.  
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Παράδειγµα:  

Ένα ελεύθερο διάνυσµα του οποίου δεν καθορίζεται ένας συγκεκριµένος αντιπρόσωπος, θα συµβολίζεται, ως 

στοιχείο του Ε, µε ένα µικρό γράµµα επιγραµµισµένο µε βέλος  ఈ՜.                      [Μαθηµατικά Γ Λυκείου] 

Ενδέχεται η απλή παρουσίαση ενός γράµµατος να αποτελεί απόδοση ονόµατος σε κάποιο 

συγκεκριµένο µαθηµατικό αντικείµενο το οποίο εµφανίζεται στη διάρκεια µιας απόδειξης ή µιας 

κατασκευής. 

Παράδειγµα:   

(1) Έστω Μ η τοµή των ευθειών M1P1 και M2P2. [Αλγεβρα Β'Λυκείου σ.68]  

(2) Για κάθε ν-ψήφιο ακέραιο της Αριθµητικής, έστω α, αληθεύει ότι: 10ν-1≤α≤10ν  [ΛΕΓΑΤΟΣ,σελ.310]  

Στο δεύτερο παράδειγµα η έκφραση |έστω α|, τοποθετηµένη από το συγγραφέα ανάµεσα σε 

δύο κόµµατα, αποτελεί απλή απόδοση του ονόµατος α στο µαθηµατικό αντικείµενο το οποίο έχει 

αναφερθεί µε το φυσικό του όνοµα στην προηγούµενη φράση και έχει ∀-ποσοδειχθεί. Ένα 

λειτουργικό σχήµα, δηλαδή ένα σχήµα που αποτελεί αναπόσπαστο κοµµάτι του κειµένου, συνήθως 

αποτελεί σηµαίνον κάποιου µαθηµατικού αντικείµενου. Απ’ αυτή τη σκοπιά αποτελεί ένα είδος 

ονόµατος. Η παρουσίαση τέτοιων ονοµάτων, που συνήθως συνοδεύεται και από µια δέσµευση, θα 

εξετασθεί σε επόµενη παράγραφο. 

 

6.5  ∆εσµευµένες και ελεύθερες µεταβλητές.  

6.5.1 ∆έσµευση των µεταβλητών στο µαθηµατικό επίπεδο 

i) Όταν η απόφανση είναι τύπος µιας τυπικής µαθηµατικής γλώσσας, τότε ισχύουν αυτά που 

αναφέραµε στο λογισµό των κατηγορηµάτων. 

ii) Όταν η απόφανση δεν είναι συγκεκριµένος τύπος κάποιας συγκεκριµένης τυπικής 

µαθηµατικής γλώσσας, τα προηγούµενα συντακτικά κριτήρια δεν είναι από τυπική σκοπιά 

εφαρµόσιµα.  

 Παραδείγµατα: 
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(1)  Υπάρχει γωνία ω∈(0,π/2) τοιαύτη ώστε 
௮ି௯
ଶ

ൌ ߱                                                  [ KAΠΠΟΣ] 
 

(2)  Για κάθε z∈C υπάρχουν µοναδικοί α,β∈R τέτοιοι ώστε z=α+βi 
 
(3)  H f έχει στο x0 όριο το l∈R , όταν για κάθε ε>0, υπάρχει δ>0 , τέτοιο ώστε 

                                     ∀x∈A,   0 <|x – x0| < δ →|f (x) - l | < ε                 [Mαθ Ι,γ' Λυκείου,110] 
 
(4)  Σε κάθε δακτύλιο Α: ∀α∈A, α0 = 0α = 0 

 
(5)   Εάν α∈N, ν∈N τότε αληθεύει ότι  ∑ ߙ ൌ ఔߙߥ    

                                                         [ΛΕΓΑΤΟΣ]  

 Από σηµασιολογική σκοπιά η έννοια της ελεύθερης και δεσµευµένης µεταβλητής διατηρούν 

το ίδιο µε αυτό της τυπικής µαθηµατικής γλώσσας περιεχόµενο. Μπορούµε να διακρίνουµε τα 

γράµµατα που είναι ελεύθερες ή δεσµευµένες µεταβλητές ως εξής:  

i) Έστω Ε µια µη τυπική Μ.Ε. που είναι απόφανση.           

Τυποποιώντας την Ε µε τη βοήθεια µιας κατάλληλης τυπικής µαθηµατικής γλώσσας. 

(Ενδεχοµένως να χρειάζεται να εισαχθούν κάποια σύµβολα κατηγορηµάτων) τότε, ένα γράµµα x 

είναι ελεύθερη (δεσµευµένη) µεταβλητή στην Ε µόνο αν το x είναι ελεύθερη (δεσµευµένη) 

µεταβλητή στην τυποποιηµένη Ε. Για παράδειγµα η: 

 Υπάρχει γωνία ω∈(0,π/2) τοιαύτη ώστε 
௮ି௯
ଶ

ൌ ߱  

τυποποιείται:  (∃ω) [ω∈(0, π/2)∧
 

௮ି௯
ଶ

ൌ ߱] 

Είναι φανερό ότι το ω είναι δεσµευµένη µεταβλητή ενώ τα Β, Γ ελεύθερες. 

 ii) Εφαρµόζοντας το κριτήριο αντικατάστασης ως εξής: Εστω Ε µια Μ.Ε. η οποία είναι 

διατυπωµένη µε τη βοήθεια του συµβόλου x και ενδεχοµένως κάποιων ακόµη συµβόλων εκτός από 

το x΄ . Έστω Ε΄ η Μ.Ε. που προκύπτει από την Ε όταν το x έχει αντικατασταθεί παντού από το x΄ 

Το x είναι δεσµευµένη µεταβλητή στην Ε µόνο αν η Ε είναι συνώνυµη µε την Ε. 1  

Παράδειγµα:  

Ε= (Ο ελάχιστος x τέτοιος ώστε x²<10x+8, είναι ρητός) 

Ε΄= (Ο ελάχιστος t τέτοιος ώστε t² <10t + 8, είναι ρητός) 
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Είναι φανερό ότι οι δύο µαθηµατικές εκφράσεις Ε και Ε' είναι συνώνυµες. Συγκεκριµένα 

είναι δύο διαφορετικά ονόµατα του ίδιου µαθηµατικού αντικειµένου. Το κριτήριο αυτό ισχύει και 

για τους τύπους, οποιασδήποτε τυπικής Μαθηµατικής Γλώσσας.  

Τις συναρµογές συµβόλων, όπως  (∀…), (∃…) ή τις εκφράσεις από τον καθοµιλούµενο λόγο 

για |για κάθε….|, |υπάρχει…τέτοιο ώστε| κ.τ.λ. οι οποίες δρώντας σαν τελεστές πάνω στις 

αποφάνσεις δεσµεύουν τις εµφανίσεις κάποιου γράµµατος, τις ονοµάζουµαι δεσµευτές 

(mutificateurs) και τη λογικογλωσσολογική αυτή πράξη δέσµευση (mutification).  

Σχόλιο:  

Μια απόφανση εκφράζει ένα µαθηµατικό γεγονός σταθερό ή µεταβλητό, πραγµατοποιούµενο 

ή όχι. Σταθερό, σηµαίνει ότι η απόφανση εκφράζει µια µαθηµατική πρόταση, µεταβλητό ένα 

κατηγόρηµα µε ελεύθερες µεταβλητές, ενώ πραγµατοποιούµενο µια αληθινή πρόταση. Είναι 

φανερό ότι οι εκφράσεις που αποτελούν αποφάνσεις είναι φράσεις.  

6.5.2  Οι δεσµεύσεις των µεταβλητών στο µαθηµατικό επίπεδο.  

Είναι φανερό ότι στα πλαίσια µιας τυπικής µαθηµατικής γλώσσας η ποσόδειξη είναι το 

µοναδικό είδος δέσµευσης, πάνω σε αποφάνσεις, µε τις δύο δυϊκές µορφές της, την υπαρξιακή (∃-

ποσόδειξη) και καθολική (∀-ποσόδειξη). Σε ένα µαθηµατικό κείµενο, βέβαια, εµφανίζονται και 

άλλες ποσοδείξεις. Για παράδειγµα οι πληθικοποιηµένες ποσοδείξεις όπως η:  (∃!x) που σηµαίνει 

|υπάρχει ακριβώς ένα x τέτοιο ώστε| , η (∃∞x) που σηµαίνει |υπάρχουν άπειρα x τέτοια ώστε|, και η |για 

όλα τα x εκτός από ένα πεπερασµένο πλήθος| . κτλ. Οι ποσοδείκτες αυτοί δεν αποτελούν στοιχεία της 

τυπικής µαθηµατικής γλώσσας αλλά εκφράζονται µε τη βοήθεια των βασικών συµβόλων 

ποσοδεικτών  ∀ και ∃.  

(∃!x)P(x) ≡ (∃x)P(x) ∧ (∀y)[P(y)→x=y] 

(∃∞x)P(x)≡ (∃x)P(x)∧(∀y)[P(y)→(∃z)P(z)] 

Οι σχετικοποιηµένες (ή φραγµένες) ποσοδείξεις ορίζονται ως εξής: 

(∀x∈A)P(x)≡ (∀x)[x∈A→P(x)] 

(∃x∈A)P(x)≡ (∃x)[x∈A∧P(x)] 
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Οι εκφράσεις της καθοµιλουµένης που χρησιµοποιούνται για τη διατύπωσή τους, όταν 

εµφανίζονται σε διδακτικά µαθηµατικά κείµενα, και τα προβλήµατα κατανόησης που τυχόν 

δηµιουργούν αξίζει να µελετηθούν κατά περίπτωση µέσα στα ίδια τα κείµενα. Επίσης τα 

εκφραστικά µέσα που χρησιµοποιούνται για τη διατύπωση των δύο βασικών ποσοδείξεων µέσα 

στα πλαίσια της τυπικής µαθηµατικής γλώσσας, είναι σαφή και συγκεκριµένα. Αντίθετα, τα 

προερχόµενα από την καθοµιλουµένη εκφραστικά µέσα είναι ασαφή, µε ακαθόριστα εκφραστικά 

όρια και ανοιχτά στους νεολογισµούς.  

Από τη σκοπιά της ποσότητας της πληροφορίας που περιέχεται σε µια δοσµένη έκφραση, µια 

ποσόδειξη χαρακτηρίζεται σαν: 

 Εκφρασµένη , αν είναι ρητά διατυπωµένη µέσα στο κείµενο, δηλαδή αν παρέχει το µέγιστο της 

πληροφορίας που αφορά τη δέσµευση. 1 

 Ηµιεκφρασµένη (ή λίγο-πολύ εκφρασµένη) αν κάποια στοιχεία πληροφορίας δίνονται, χωρίς η 

ποσόδειξη να είναι ρητά διατυπωµένη. 1  

Υπονοούµενη, όταν δεν παρέχεται καµιά πληροφορία από το κείµενο και η ύπαρξη της ποσόδειξης 

µαντεύεται από τα συµφραζόµενα. Παραδείγµατα 1 

(i) Κάθε σύνθετος φυσικός αριθµός έχει έναν, τουλάχιστο, διαιρέτη, που είναι πρώτος. [ΛΕΓΑΤΟΣ, 

σελ.328] 

 Στο παράδειγµα αυτό η έκφραση |Κάθε σύνθετος φυσικός αριθµός| αποτελεί µια Εκφρασµένη  

Καθολική Ποσόδειξη για τον φυσικό αριθµό, και µάλιστα σχετικοποιηµένη (ή φραγµένη) στους 

σύνθετους φυσικούς αριθµούς. Η έκφραση |έχει έναν, τουλάχιστο, διαιρέτη| είναι µια 

Ηµιεκφρασµένη-Υπαρξιακή-Ποσόδειξη για την οποία κάποια πληροφορία παρέχεται στον 

αναγνώστη από το ρήµα |έχει|. 

(ii) Για κάθε φυσικό αριθµό α και κάθε φυσικό αριθµό β µε β>1 υπάρχει ακέραιος ν(ν≥0) και ακέραιοι y0, y1, 

yν µε 0≤y1≤β-1 για κάθε i= 0,1,2, .,ν και yν>0 τέτοιοι ώστε ο α να µπορεί να γραφεί κατά τον ακόλουθο τρόπο 

y0 + y1β + y2β2 + … + yν βν και η παράσταση αυτή του α να είναι µονοσήµαντα ορισµένη. [ΛΕΓΑΤΟΣ, σελ. 

333] 

 Εδώ όλες οι ποσοδείξεις είναι εκφρασµένες.  

(iii) Εάν α είναι σύνθετος φυσικός αριθµός, τότε ο ελάχιστος, διάφορος από τον 1, διαιρέτης του είναι πρώτος. 
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 [ΛΕΓΑΤΟΣ,σελ.328]  

Η |Εάν α είναι σύνθετος φυσικός αριθµός| αποτελεί µια ηµιεκφρασµένη ∀ -ποσόδειξη για το α. 

Η έκφραση αυτή, και η σηµασία της, έχουν κληρονοµηθεί από τον αρχαίο ελληνικό µαθηµατικό 

λόγο (βλ.§…). Στο κοµµάτι |τότε ο ελάχιστος, διάφορος από τον 1, διαιρέτης του| έχουµε µια 

υπονοούµενη ∃ -ποσόδειξη για τον διαιρέτη.  

Είναι φανερό ότι όλες οι ποσοδείξεις σε µια τυπική µαθηµατική γλώσσα είναι εκφρασµένες.  

6.5.3  Οι δεσµεύσεις των µεταβλητών στο επιµαθηµατικό επίπεδο  

Η παρουσίαση-ποσόδειξη Μια παρουσίαση γραµµάτων µπορεί να συνεκφράζεται, όπως είπαµε, 

µε µια ποσόδειξη για τα γράµµατα αυτά. Η λογικογλωσσολογική αυτή πράξη, που συνολικά 

αποτελεί µια δέσµευση στο επιµαθηµατικό επίπεδο, ονοµάζεται παρουσίαση-ποσόδειξη. 

Ανάλογα µε το είδος της ποσόδειξης µια παρουσίαση-ποσόδειξη µπορεί να είναι:  

Όταν η ποσόδειξη είναι καθολική, παρουσίαση-∀-ποσόδειξη (Π-∀-Π), δηλαδή έκθεση. 

Όταν η ποσόδειξη είναι Υπαρξιακή, παρουσίαση-∃-ποσόδειξη (Π-∃-Π). 

Παράδειγµα: 

(i) Εστω α∈Ζ,   β∈Ζ,   m∈N . Τότε ο α είναι ισοϋπόλοιπος µε τον β µόντουλο m [α=β(modm)],  εάν και 

µόνο εάν είναι α - β = πολ.m.                                                               [ΛΕΓΑΤΟΣ, σελ. 395]  

Παρουσίαση-∃-ποσόδειξη (Π-∃-Π), όταν η ποσόδειξη είναι υπαρξιακή.  

Παράδειγµα: 

(ii) Αν η εξίσωση αχ = β , µε α∈Ν0, α≠1,0 και β∈N0, β≠1,0 έχει κάποια λύση, έστω ξ∈N0 τότε είναι 

µοναδική και µάλιστα ξ≥1 . Πράγµατι, έστω ότι υπάρχει η∈N0 µε η≠ξ και µε αη = β. Επειδή είναι και 

αm = β, θα ισχύει: αm = βη . Από τους ξ, η κάποιος είναι ο µεγαλύτερος, έστω ξ >η . Τότε είναι:  

(αm = αη) ⇒ (αm : αη =1) ⇒ (αm-n = 1) ⇒(ξ - η = 0) ⇒(ξ = η), που είναι άτοπο. [ΛΕΓΑΤΟΣ,σελ.309]  

Η έκφραση έστω ξ∈N0   είναι µια απλή παρουσίαση. Πρόκειται για ελειπτική της |έστω ξ, ξ∈N0| 

Από την άποψη της λειτουργίας της, δηλαδή της εµβέλειάς της  µέσα στο κείµενο, µια 

δέσµευση µεταβλητών µπορεί να είναι:  
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Άµεση: όταν εφαρµόζεται µόνο πάνω στην έκφραση που την ακολουθεί, όπως είναι η ποσόδειξη 

στην τυπική µαθηµατική γλώσσα, αλλά και στην µεικτή. Άµεση δέσµευση είναι η υπογραµµισµένη 

έκφραση στο παράδειγµα (i)  

∆ιαφορική: όταν εφαρµόζεται πάνω στην έκφραση που την ακολουθεί αλλά και στις επόµενες 

φράσεις της ενότητας, όπως γίνεται µε την έκθεση. 

Επεκτεινόµενη: όταν εφαρµόζεται και σε φράσεις που βρίσκονται σε άλλα µέρη στη συνέχεια του 

κειµένου, ενδεχόµενα σε ένα ολόκληρο κεφάλαιο. 

 

6.6  Κριτήρια διάκρισης του µαθηµατικού τα υπόλοιπα γλωσσολογικά επίπεδα 

Στην αρχή του κεφαλαίου αυτού περιγράψαµε πότε µια έκφραση βρίσκεται στο 

επιµαθηµατικό επίπεδο, χωρίς να δώσουµε τα κριτήρια που θα µας επιτρέπουν να διακρίνουµε το 

µαθηµατικό από το επιµαθηµατικό επίπεδο. Για συντάγµατα που αποτελούν φράσεις, ο D.Lacombe 

δίνει τα κριτήρια που ακολουθούν:  

Έστω Φ µια φράση . Εάν η Φ βρίσκεται αυστηρά στο µαθηµατικό επίπεδο, τότε πρέπει να 

πληρούνται οι παρακάτω συνθήκες:  

Δέσμευση 

των

μεταβλητών

Στο

Μαθηματικό

Επίπεδο

Ποσοδείξεις

Καθολική

∀...

Υπαρξιακή

∃...

Στο 
επιμαθηματικό 

επίπεδο

Παρουσίαση‐∀‐
Ποσόδειξη

(Έκθεση)

Άμεση Επεκτινόμενη Διαφορισμένη

Παρουσίαση‐∃‐
Ποσόδειξη
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α) Από γραµµατική άποψη η Φ είναι µια φράση αποφαντική (ή κρίσεως ή δηλωτική) και όχι 

ευκτική ή επιφωνηµατική. 

β) Εάν η Φ περιέχει κοµµάτια λόγου που προέρχονται από την καθοµιλουµένη, τα κοµµάτια 

αυτά µπορούν να απαλειφθούν και να κατασκευαστεί µια φράση Φ' συνώνυµη της Φ γραµµένη µε 

τη βοήθεια µιας κατάλληλης τυπικής γλώσσας. Είναι δηλαδή δυνατή η τυποποίηση της Φ. 

γ) Εάν στη Φ εµφανίζονται γράµµατα τότε για κάθε εµφάνιση θα πρέπει να µπορούµε να 

προσδιορίσουµε εάν είναι ελεύθερη ή δεσµευµένη.  

δ) Εάν κάθε γράµµα µε ελεύθερη εµφάνιση στη Φ αντικατασταθεί από µια σταθερά, τότε θα 

πρέπει να αποδίδεται χωρίς αµφιβολία στη Φ µια από τις αληθοτιµές: αλήθεια, ψέµα.  

ε) Είναι δυνατόν να πάρουµε την άρνηση της Φ η οποία θα βρίσκεται επίσης στο µαθηµατικό 

επίπεδο. 

6.7 Οι Χαρακτηριστές µεταβολής  

Αρκετά συχνά, µέσα σε µια έκφραση που αποτελεί ποσόδειξη ή παρουσίαση-ποσόδειξη, το όνοµα 

του µαθηµατικού αντικειµένου, είτε αυτό είναι λέξη είτε σύµβολο µεταβλητής, συνοδεύεται από 

κάποιον χαρακτηρισµό όπως τυχαίο, δοσµένο, οποιοδήποτε, κάποιο, κτλ. Θα ονοµάζουµε τις 

λέξεις αυτές χαρακτηριστές. 

Παραδείγµατα: 

(1) Αν δύο τυχούσες ευθείες τέµνονται υπό παραλλήλων ευθειών.                   Γεωµετρία Γ΄ Λυκείου. 

(2) Η εξίσωση: αχ = β στο σύνολο Ν0 (α∈Ν και β∈Ν0 , δεδοµένοι) …                   [ΛΕΓΑΤΟΣ,σελ.309] 

(3) υπάρχει κάποιος ν∈Α , τέτοιος ώστε ν+∉Α                                                   [ΛΕΓΑΤΟΣ,σελ.282]  

(4) Έστω ότι για κάποιον k∈N, k≥2, αληθεύει η πρόταση  

p(k): αk - βk = (α- β)(αk-1 +….+ βk-1 ) 

Θα δείξουµε ότι, τότε, θα αληθεύει και η πρόταση  

                                               p(k+1) :  αk+1 - βk+1 = (α- β)(αk +….+ βk )                 [ΛΕΓΑΤΟΣ,σελ.311]  
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Ο ρόλος των λέξεων αυτών στο νεοελληνικό µαθηµατικό λόγο είναι επικουρικός στα 

εκφραστικά µέσα των ποσοδείξεων και των παρουσιάσεων-ποσοδείξεων. Συνήθως ο ρόλος ενός 

χαρακτηριστή είναι να τονίσει την ύπαρξη µιας ποσόδειξης. Όµως, ο ίδιος χαρακτηριστής είναι 

δυνατόν να εµφανίζεται για να τονίσει άλλοτε µια καθολική, άλλοτε µια υπαρξιακή ποσόδειξη, 

όπως στα παραδείγµατα 4 και 3 ο χαρακτηριστής κάποιος . Από τη φύση τους οι χαρακτηριστές 

βρίσκονται στο επιµαθηµατικό επίπεδο. Στα πλαίσια του µαθήµατος αυτού αρκούµεθα στη 

διαπίστωση της ύπαρξης χαρακτηριστών στο νεοελληνικό µαθηµατικό λόγο. Το σύνολο των 

µορφών µε τις οποίες εµφανίζονται oι χαρακτηριστές στο νεοελληνικό µαθηµατικό λόγο και τα 

προβλήµατα κατανόησης που δηµιουργούν µπορεί να αποτελέσει θέµα µιας διατριβής. 
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7. Λόγος και σκέψη 
 (Το πρόβληµα της µηχανικής αποµνηµόνευσης ή παπαγαλίας) 

 

Ας έλθουµε τώρα στο ζήτηµα της σκέψης και της γνωστικής λειτουργίας. 
∆υστυχώς δεν διαθέτουµε αναλυτικό ορισµό για τη σκέψη, ανάλογο µε αυτόν της 
γλώσσας, για µια αυτοτελή διερεύνηση του φαινοµένου. Ταυτόχρονα η σκέψη 
συναρτάται άµεσα µε τη γνώση και τη µάθηση. Η εκδήλωση δε της παπαγαλίας ως 
εκφοράς λόγου, µας οδηγεί στο να διερευνήσουµε το φαινόµενο κάτω από το πρίσµα 
της σχέσης του λόγου µε τη σκέψη. 

Με δεδοµένους τους ορισµούς της γλώσσας και του λόγου, ως οποιασδήποτε µορφής 
πραγµάτωση της γλώσσας, είναι αναµφισβήτητο ότι αν κάποιος χρησιµοποιεί γλώσσα, τότε 
σκέφτεται. Εξάλλου το προφανές της αντιθετοαντίστροφης διατύπωσης που είναι λογικά 
ισοδύναµη, ότι δηλαδή αν κάποιος δε σκέφτεται τότε δε χρησιµοποιεί γλώσσα, δεν αφήνει 
κανένα περιθώριο αµφισβήτησης.  Ο αντίστροφος όµως ισχυρισµός, ότι αν κάποιος 
σκέφτεται τότε χρησιµοποιεί µια ορισµένη γλώσσα, όχι µόνο δεν είναι προφανής αλλά 
αποτελεί αντικείµενο ιδεολογικής διαµάχης. Η αποδοχή του ισχυρισµού αυτού αποκαθιστά 
µια λογική ισοδυναµία µεταξύ του ενεργήµατος της σκέψης και του ενεργήµατος της χρήσης 
µιας γλώσσας· ισοδυναµία η οποία καθόλου δε σηµαίνει ταύτιση των δύο ενεργηµάτων αλλά 
απλά  ότι είναι αδύνατη η σκέψη χωρίς χρήση µιας γλώσσας και η χρήση µιας γλώσσας χωρίς 
σκέψη. Εξάλλου, αν οι δύο διεργασίες ταυτίζονταν δεν θα υπήρχε µεταξύ τους σχέση για να 
διερευνηθεί.  Η ουσία της διαµάχης συνίσταται στο «εάν η ανθρώπινη σκέψη αποτελείται από 
δύο ξεχωριστές διεργασίες, µια καθαρή σκέψη που προηγείται σχετικά, και µια δευτερογενή 
λεκτικοποίηση των σκέψεων αυτών, ή από µια και µόνη διεργασία σκέψης σε µια γλώσσα»1 

Αδιαµφισβήτητα επιστηµονικά δεδοµένα, παρατηρεί ο Schaff,2 µας πείθουν ότι η 
σκέψη είναι πάντοτε σκέψη σε κάποια γλώσσα. Είναι γνωστό ότι στα παιδιά που γεννιούνται 
κουφά, ή κωφάλαλα, όπως επίσης κωφάλαλα και τυφλά -και ακόµη πιο χαρακτηριστική είναι 
η περίπτωση παιδιών που δεν µεγάλωσαν σε ανθρώπινο περιβάλλον, δηλαδή περιβάλλον 
λόγου- η σκέψη τους δεν υπερβαίνει τον προσανατολισµό στο χώρο· ότι δεν µπορούν δηλαδή 
να σκέφτονται και να συµπεριφέρονται στον κοινωνικό τους περίγυρο µε τρόπο που να 
καθορίζεται από τη σκέψη τους, αν δεν µάθουν να χρησιµοποιούν µια γλώσσα και µάλιστα 
την κατάλληλη περίοδο της ζωής τους. Είναι πολύ χαρακτηριστική η φύση των αλλαγών 
προσανατολισµού στον κόσµο που επιφέρει η διδασκαλία µιας γλώσσας και η συνακόλουθη 
εµφάνιση της λειτουργίας του λόγου, σε ένα άτοµο που δεν έµαθε να µιλάει στη συνηθισµένη 
ηλικία, όπως π.χ. ο Caspar Hauser: «Στην αρχή αντιλαµβάνονταν τον κόσµο ως συλλογή από 
χρωµατιστές κηλίδες, και τον αντιλήφθηκε τελικά ως κόσµο των πραγµάτων µόνο όταν έµαθε 

                                                 

1 Adam Schaff, Γλώσσα και Γνώση, Αθήνα, Ι. Ζαχαρόπουλος,  σ.133 
2 Ο.π. σ. 135 
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τα ονόµατα των πραγµάτων αυτών»3. Επίσης οι ψυχολογικές µελέτες που έγιναν σε παιδιά 
που γεννήθηκαν κωφάλαλα και τυφλά, όπως η Laura Bridgman, έδειξαν ότι η δυνατότητα για 
αφηρηµένη σκέψη γίνεται πραγµατικότητα µόνο όταν µάθουν να µιλάνε µε τη βοήθεια της 
αφής (απτικός λόγος)· όταν δηλαδή τους µεταδοθεί ένα σύστηµα σηµείων το οποίο να 
αποτελεί µεταφορά µιας φθογγικής γλώσσας σε απτική.  «Η δασκάλα µου έβαλε το χέρι µου 
κάτω από τη βρύση. Καθώς το κρύο νερό αναπηδούσε πάνω στο ένα χέρι, η δασκάλα 
συλλάβισε στο άλλο χέρι τη λέξη νερό…Έµαθα τότε ότι “νε-ρό” σήµαινε το θαυµάσιο κρύο 
πράγµα που έτρεχε πάνω στο χέρι µου»4 Έτσι περιέγραψε στο βιβλίο της The story of my 
Life, γραµµένο στην απτική γλώσσα Μπράιγ των τυφλών, όταν ήταν πλέον φοιτήτρια, την 
εµπειρία της, η κωφάλαλη και τυφλή Hellen Keller, όταν επτάχρονη άρχισε να µαθαίνει 
γλώσσα αξιοποιώντας την αφή. ∆ύσκολα, σχολιάζει ο Schaff, θα εύρισκε κανείς ισχυρότερο 
και εναργέστερο επιχείρηµα που να επιβεβαιώνει την ενότητα σκέψης και λόγου και να 
ανασκευάζει τις µεταφυσικές θεωρίες για «καθαρή» σκέψη, από τη διαπίστωση ότι «αν ένα 
παιδί που είναι ανάπηρο και δεν µπορεί να µιλήσει δεν διδαχθεί ένα σύστηµα σηµείων – αν, 
δηλαδή, δεν του µεταδοθεί ένα σύστηµα σηµείων – είναι καταδικασµένο σε διαρκή πνευµατική 
αναπηρία. Το λογικό συµπέρασµα είναι ότι δεν υπάρχει σκέψη χωρίς ένα σύστηµα σηµείων, όχι 
κατ’ ανάγκη φθογγικών. Ακόµη οι διαπιστώσεις αυτές επιβεβαιώνουν την άποψη ότι η σκέψη 
είναι κοινωνικό προϊόν αν και είναι πάντα ατοµικό ενέργηµα»5. 

Τέλος, για το γεγονός ότι ο εγκέφαλος αποτελεί την υλική βάση της γλώσσας η 
σύγχρονη νευροεπιστήµη δεν αφήνει καµία αµφιβολία· της αρκεί να θεωρεί τη γλώσσα ως 
εκφορά και κατανόηση του λόγου και τη σκέψη ως σύνθετη γνωστική λειτουργία.  Σήµερα είναι 
αρκετά γνωστές πολλές από τις νευροβιολογικές διαδικασίες που πραγµατοποιούνται ως 
γλωσσικές διεργασίες κατά τη γνωστική διαδικασία. Οι δυνατότητες αυτές του εγκεφάλου 
είναι κοινωνικά καθορισµένες, µε την έννοια ότι σε ένα εξωκοινωνικό άτοµο, αν και 
υπάρχουν, δεν θα γίνουν ποτέ πραγµατικότητες αφού δεν θα µάθει γλώσσα. Πρόκειται λοιπόν 
για ένα δώρο της κοινωνίας στο άτοµο, καθώς  και το εγγραφόµενο µε τρόπο εντελώς υλικό 
στη µνήµη, το ιδεατό6, αποτελεί κοινωνικό προϊόν.   

 

7.1 Τα δεδοµένα της σύγχρονης νευροεπιστήµης 

 

Το ερώτηµα όµως που µας απασχολεί εδώ είναι πώς είναι δυνατόν κάποιος να µιλάει 
(ή να γράφει) χωρίς να σκέφτεται, και τι σηµαίνει αυτό για τη νόηση του υποκειµένου. Με 

                                                 

3 Ο.π. σ. 143 
4 Eric R, Kandel, Jamew H. Schwartz, Thomaw M. Jessell, Νευροεπιστήµη και συµπεριφορά, 

Ηράκλειο, Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2006, σ. 386 
5 Adam Schaff σ.144 
6 Βλέπε: Ε. B. Ilienkof, ∆ιαλεκτική Λογική, Αθήνα Gutemberg, 1983, σ.191, και Ε. Μπιτσάκης, 

∆ρόµοι της διαλεκτικής, Αθήνα, Άργα, 2003, σ.130 
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την αποδοχή της ενότητας λόγου και σκέψης η παπαγαλία, ως λόγος χωρίς σκέψη, φαίνεται 
αδύνατη. Μήπως όµως η συµπεριφορά αυτή προσιδιάζει σε κάποιο στιγµιότυπο της 
εξελικτικής πορείας της ενότητας αυτής κατά την ανάπτυξη του κοινωνικού ατόµου;  Μήπως 
η ικανότητα αποµνηµόνευσης ήχων είναι σε κάποια φάση της παιδικής νόησης αναγκαία και 
θετική, ενώ για το εξελιγµένο γλωσσο-νοητικά άτοµο η επιστροφή σ’ αυτήν είναι όχι µόνο 
άχρηστη αλλά και καταστρεπτική;  

Μεθοδολογικά το πρόβληµα της σχέσης του λόγου µε τη σκέψη πρέπει να το 
εξετάσουµε στην ιστορικότητά του, στη διαδικασία της εξέλιξής του και στη συνάφειά του µε 
την εξέλιξη της γλώσσας, καθότι η χρήση µιας γλώσσας προϋποθέτει, όπως ήδη αναφέραµε, 
σκέψη, αφού προϋποθέτει κατανόηση νοήµατος το οποίο συναρτάται µε τους υλικούς φορείς 
της δεδοµένης γλώσσας. Η συστηµατική θεώρηση της εξελικτικής αυτής πορείας του 
φαινοµένου της σκέψης οφείλεται στις έρευνες του Βυγκότσκι (1920 έως το 1935). Ο 
Βυγκότσκι θεώρησε ότι εµφανίζεται στις φάσεις της φυλογένεσης και της οντογένεσης ως 
προσανατολισµός στο χώρο, χαρακτηρίζοντας, µε διαβάθµιση, όλο το ζωικό βασίλειο, για να 
εξελιχθεί στον κοινωνικό άνθρωπο σε προσανατολισµός στο κόσµο. Μπορούµε γενικότερα να 
πούµε πως ο προσανατολισµός στο χώρο εµφανίζεται µε πρωτόλεια µορφή σε κάθε µορφή 
έµβιας ύλης, ως χηµειοτακτισµός στις απλούστερες µορφές και ως ηλιοτροπισµός και 
φωτοτροπισµός στα φυτά.   

Ωστόσο το παιδί δεν γεννιέται µε κατακτηµένο αυτόν τον προσανατολισµό στον 
κόσµο. Γεννιέται µε τη δυνατότητα να τον κατακτήσει, δυνατότητα της οποίας του όρους και 
τις προϋποθέσεις για να γίνει πραγµατικότητα, θα πρέπει µια πολιτισµένη κοινωνία να 
παρέχει απλόχερα.  

Γύρω από το πρόβληµα της σχέσης του λόγου µε τη σκέψη, ο Βυγκότσκι διαπίστωσε 
ότι η ανάπτυξη της σκέψης εµφανίζεται πριν από την ανάπτυξη του λόγου και στη 
φυλογένεση και στην οντογένεση του ανθρώπου. ∆ιαπίστωσε δηλαδή ένα προ-γλωσσικό 
στάδιο στην ανάπτυξη της σκέψης, καθώς και ένα προεννοιακό στην ανάπτυξη του λόγου· η 
µεν σκέψη ως προσανατολισµός στο χώρο, ο δε λόγος  ως απλή εκφορά ήχων χωρίς 
σηµαινόµενα· ικανότητα που κατακτιέται µέσα από τη συνεχή µίµηση. Το παιδί αναπτύσσει 
την προσωπικότητά του σ’ ένα ανθρώπινο περιβάλλον. Το περιβάλλον αυτό κατακλύζεται 
από ήχους, ακολουθίες  φωνηµάτων, που δεν είναι παρά η γλωσσικά αρθρωµένη σκέψη των 
µεγάλων. Η διαπίστωση, µέσα από τις αλλεπάλληλες επαναλήψεις, της αντιστοιχίας 
ορισµένων ήχων µε ορισµένα πράγµατα αποτελεί την απαρχή της εγκαθίδρυσης της λέξης 
στη  σκέψη του παιδιού. Τα πράγµατα έχουν ονόµατα. Πρόκειται για µια από τις πιο 
συγκλονιστικές ανακαλύψεις του παιδιού, στην ηλικία των δύο περίπου χρόνων.  

Η λέξη θα παρεµβληθεί µεταξύ του αντικειµένου και της νοητικής του 
αναπαράστασης δηµιουργώντας σταδιακά το δεύτερο σύστηµα σήµανσης. Πρόκειται για µια 
τεράστια γενίκευση. Είναι η στιγµή που οι ανεξάρτητες µέχρι τότε γραµµές ανάπτυξης του 
λόγου και της σκέψης αρχίζουν να συναντώνται και να εξελίσσονται µαζί, δηµιουργώντας 
µιαν εντελώς νέα µορφή συµπεριφοράς, χαρακτηριστική για το κοινωνικό ανθρώπινο άτοµο. 
Η συνάντηση δεν σηµαίνει ταύτιση, αλλά συγκρότηση ενός ενιαίου όλου µε δύο όψεις όπως 
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οι δύο όψεις ενός χαρτιού, που αν επιχειρήσει κανείς να τους χωρίσει απλώς θα καταστρέψει 
το χαρτί. Με άλλα λόγια η σκέψη επιτελείται πλέον µε τη λέξη,  ή η ανθρώπινη σκέψη είναι 
πάντοτε σκέψη σε κάποια γλώσσα την οποία το κοινωνικό άτοµο έµαθε στην κατάλληλη 
ηλικία. 

Το παιδί λοιπόν αρχίζει να σκέπτεται µε λέξεις. Η λέξη όµως σ’ αυτήν τη φάση 
διαθέτει µόνο ακουστική εικόνα, και µη µπορώντας να ανακληθεί στη σκέψη παρά µόνο 
µέσω αυτού του υλικού φορέα, εκφωνείται.  ΄Έτσι το παιδί µιλάει τη σκέψη του. Πρόκειται 
γι’ αυτό που ο Πιαζέ είχε ονοµάσει εγωκεντρική γλώσσα των παιδιών, διαπιστώνοντας ότι 
χάνεται γύρω στα 7 χρόνια, ηλικία κατά την οποία εµφανίζεται ο εσωτερικός διαλογισµός, 
χωρίς ωστόσο να διαπιστώνει σχέση µεταξύ των δύο φαινοµένων. 

Η διαπίστωση, ότι το παιδί µιλάει τη σκέψη του, οφείλεται στον Βυγκότσκι και 
άνοιξε το δρόµο για τη ερµηνεία του εσωτερικού λόγου που δεν είναι τίποτα περισσότερο 
από τη γλωσσικά αρθρωµένη σκέψη του παιδιού, η οποία γύρω στην ηλικία των 7 χρόνων 
αρχίζει σιγά- σιγά  να µην εκφωνείται αλλά να πραγµατώνεται ως εσωτερικός λόγος. Η 
λεγόµενη «εγωκεντρική γλώσσα» αποτελεί ένα µεταβατικό στάδιο από τον εξωτερικό στον 
εσωτερικό λόγο.7   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Οι περιοχές του φλοιού του αριστερού ηµισφαιρίου του εγκεφάλου του 

 ώριµου ενήλικα που συµµετέχουν 
 στην ανάγνωση το άκουσµα, την εκφορά και τη σκέψη λέξεων8   

Όταν ακούµε µια λέξη ενεργοποιείται ο ακουστικός φλοιός και η περιοχή Wernicke 
(περιοχή Β). Όταν διαβάζουµε µια λέξη η οπτική πληροφορία από τον ινιακό φλοιό (περιοχή 
Α) φαίνεται ότι µεταφέρεται απευθείας στην περιοχή Broca (περιοχή Γ) όταν δεν υπάρχει 
επεξεργασία (απόδοση νοήµατος), ενώ όταν νοηµατοδοτείται περνάει από την περιοχή 
Wernicke, χωρίς να  µετατρέπεται προηγουµένως, στον οπίσθιο κροταφικό φλοιό, σε 

                                                 

7Λεβ Βυγκότσκι, Σκέψη και γλώσσα, Αθήνα, Γνώση, 1993, σ. 54 
8 Νευροεπιστήµη και Συµπεριφορά,. σ. 19 
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ακουστική αντιπροσώπευση9. Η περιοχή είναι υπεύθυνη για τη νοηµατοδότηση της λέξης.  Οι 
δύο διαφορετικοί δρόµοι συγκλίνουν στη περιοχή Broca. Φαίνεται λοιπόν ότι η περιοχή 
Wernicke (περιοχή Β) και η περιοχή Broca (περιοχή Γ) «εκπαιδεύονται» µε φυσικό τρόπο 
κατά την ανάπτυξη, µε τη κατάκτηση της φυσικής γλώσσας, ενώ η γλωσσική επεξεργασία 
του οπτικού ερεθίσµατος που φτάνει στην περιοχή Α, είναι προϊόν της σχολικής εκπαίδευσης. 

Ας εξετάσουµε τώρα την εξελικτική πορεία του παιδιού όπως την περιγράφει ο 
Βυγκότσκι, κάτω από το φως των δεδοµένων αυτών:  

1) Κατά το προνοητικό στάδιο εξέλιξης του λόγου το παιδί µαθαίνει να µιµείται τις 
ακουστικές εικόνες των λέξεων που δέχεται. Προφέρει – ακούει το αποτέλεσµα και 
διορθώνει.. Μέσα από µία ατελείωτη διαδικασία δοκιµής-λάθους κατακτά την ικανότητα να 
επαναλαµβάνει ορθά τις ακουστικές εικόνες που δέχεται. Στη φάση αυτή αποθηκεύει τις 
ακουστικές εικόνες, και προπονείται στην ορθή επανάληψή τους. ∆εν είναι λοιπό τυχαίο ότι 
το παιδί θα αντιδράσει στο άκουσµα της λαθεµένης εκφοράς µιας λέξης της οποίας την 
ακουστική εικόνα έχει ορθά καταγράψει. Ο τρόπος συµµετοχής σ’ αυτήν την ηλικία των 
περιοχών Β και Γ δεν έχει αποτυπωθεί. 

2) Μόλις οι λέξεις αποκτήσουν σηµαινόµενα  (είναι χαρακτηριστικό ότι τα 
σηµαινόµενα σ’ αυτή τη φάση είναι εµπράγµατα, τάση την οποία, όπως διαπίστωσε ο 
Βυγκότσκι το παιδί θα υπερβεί µόνο µέσω της παιδείας), αρχίζει η διαδικασία της σκέψης 
οπότε ενεργοποιούνται εκτός από τις περιοχές Β και Γ και οι περιοχές ∆. Η σκέψη αρχίζει να 
γίνεται γλωσσική. Πρόκειται για την αποκατάσταση της ενότητας λόγου και σκέψης. Κατά 
την περίοδο αυτή (από 2 µέχρι 7 περίπου χρόνια) η σκέψη αυτή είναι φωναχτή για να 
εξελιχθεί σταδιακά σε εσωτερικό λόγο.   

3) Σ’ αυτήν περίπου τη φάση, στη ηλικία των 7 χρόνων, ανοίγεται µια νέα 
δυνατότητα για τα παιδιά που µπαίνουν σε σχολικό περιβάλλον, αυτή της ανάγνωσης. Ο 
οπτικός φλοιός θα «εκπαιδευτεί» ως νέα είσοδος προς την περιοχή Broca και σταδιακά προς 
τη ∆. ΄Έτσι δεν είναι τυχαίο ότι τα παιδιά στην αρχή της εκπαίδευσής τους στην ανάγνωση 
διαβάζουν µεγαλόφωνα αφού η νόησή τους νοηµατοδοτείται µέσω λέξεων µόνο από την 
ακουστική οδό, περιοχή Β (Wernicke). Η ανάγνωση από φωναχτή θα γίνει ψίθυρος και µόνο 
όταν χαθεί τελείως, δηλαδή η περιοχή Β συµµετέχει µόνο για τη νοηµατοδότηση, το παιδί 
έχει κατακτήσει πλήρως την ανάγνωση· όταν µε άλλα λόγια η οπτική εικόνα των λέξεων 
συναντηθεί κατευθείαν µε τον εσωτερικό λόγο. Η εξέλιξη της αναγνωστικής ικανότητας, 
ακολουθεί όµοιο δρόµο εξέλιξης , στη σχέση του µε τη σκέψη, µε αυτόν του εγωκεντρικού 
λόγου, ο οποίος στο ερµηνευτικό πλαίσιο του Βυγκότσκι δεν είναι παρά η γλωσσικά 
αρθρωµένη σκέψη του παιδιού που αρχικά εκφωνείται για να γίνει στην πορεία εσωτερικός 
λόγος. ∆ιαβάζω και κατανοώ το νόηµα λοιπόν σηµαίνει συµµετοχή των εγκεφαλικών 
περιοχών Α, ∆.  

                                                 

9 Ο.π σ. 17 
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4) Τι γίνεται όµως µε τους τυφλούς όταν µάθουν την απτική γλώσσα Μπράιγ; Το 
ρόλο της περιοχής Α αναλαµβάνει η υποδεκτική των δακτύλων περιοχή του εγκεφαλικού 
φλοιού. Αυτή θα διασυνδεθεί µε την περιοχή Broca. Η πλαστικότητα του εγκεφάλου στις 
διαδικασίες µάθησης και η δυνατότητά του να δηµιουργεί νέες συνάψεις είναι γεγονότα 
διαπιστωµένα από τη σύγχρονη νευροεπιστήµη10.  Όλες οι περιοχές του εγκεφάλου που 
εµπλέκονται στις γλωσσικές και γνωστικές διαδικασίες βρίσκονται στο φλοιό του 
αριστερού11 ηµισφαιρίου. Ο φλοιός αποτελεί το πιο πρόσφατο στρώµα. Είναι, γράφει ο Ε. 
Μπιτσάκης, η «έδρα της νόησης, προϊόν της καθαυτό ανθρώπινης εξέλιξης του είδους χάρη 
στην εργασία και συνολικά την κοινωνική ζωή….Ο φλοιός είναι προϊόν και προϋπόθεση της 
ανθρωπογένεσης12»    

 

7.2 Το παιδί ως µαθητής 

 

Πως όµως πρέπει να κατανοήσουµε την παιδική προσωπικότητα ως υποκείµενο  
µάθησης; 

Το παιδί, παρατηρεί ο Βυγκότσκι, δεν µπορεί να κατανοηθεί ως µικρογραφία του 
ενήλικου, ούτε η διάνοιά του είναι σµίκρυνση της διάνοιας του ενήλικου13. Το δρόµο της 
εξέλιξής του µπορούµε να τον κατανοήσουµε µόνο αν τον σκεφτούµε στους κοινωνικούς του 
όρους.  Και ο δρόµος της εξέλιξης αυτής, δεν είναι αυτός της σταδιακής κοινωνικοποίησης 
που µεταβιβάζεται στο παιδί απ’ έξω, αλλά η σταδιακή εξατοµίκευση που γεννιέται στη βάση 
της κοινωνικής του υπόστασης. Το παιδί θα πάρει (θα µάθει) από την κοινωνία των µεγάλων, 
ό,τι εξατοµικεύσει ως οργανικό µεν µέλος της, (στην αλληλεπίδρασή του µαζί της)  
διατηρώντας ακέραια όλα τα στοιχεία της αυτοτέλειάς του.  Θα µπορέσει δηλαδή να 
οικειοποιηθεί ελεύθερα από τη διανοητική κουλτούρα της εποχής του αυτό που προσιδιάζει 
στην ιδιοσυγκρασία του και όπως η ιδιοσυγκρασία του διαµορφώνει αυτή τη πρόσληψη. 
Αυτό βεβαίως καθόλου δε σηµαίνει ότι θα πρέπει να ανακαλύψει ξανά τον τροχό, (όπως 
απαιτεί ο ακραίος κονστρουκτιβιµός)· ο τροχός είναι µέρος της διανοητικής κουλτούρας της 
εποχής του.   

 

 

 

 

                                                 

10 Ο.π., σ. 339-386. 
11 Ο.π. σ. 675 
12 Ε. Μπιτσάκης, ∆ρόµοι της διαλεκτικής, Αθήνα, Άργα, 2003, σ.109 
13 Λεβ Βιγκότσκι,σ.28 
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7.3  Η µηχανική αποµνηµόνευση ή παπαγαλία 

 

Τι είναι λοιπόν η παπαγαλία; Τίποτα περισσότερο από την αναπαραγωγή, γραπτά ή 
προφορικά, της ακουστικής εικόνας του λόγου χωρίς τα σηµαινόµενα, µε απουσία, δηλαδή, 
κάθε γνωστικής διαδικασίας. Ο λόγος του παπαγάλου αποτελεί φυσικά πραγµάτωση της 
γλώσσας, η πραγµάτωση όµως αυτή έχει υλοποιηθεί σε άλλο εγκέφαλο. Ο παπαγάλος λοιπόν 
δεν σκέφτεται.  

Η αναπαραγωγή ωστόσο της ακουστικής εικόνας του λόγου είναι µια χρήσιµη και 
αναγκαία ικανότητα για το βρέφος των δύο περίπου χρόνων. ∆ηλαδή ο έφηβος 
πειθαναγκάζεται να επιστρέψει στη βρεφική ηλικία της προ-νοητικής χρήσης του λόγου. 
Σπάει δηλαδή την κατακτηµένη από το κοινωνικό άτοµο ενότητα λόγου και σκέψης. Αυτός 
είναι και ο λόγος που διαβάζει µεγαλόφωνα: Εκφωνεί για να αποτυπώσει το άκουσµα και όχι 
το νόηµα. Πρόκειται για χειρισµό των υλικών φορέων του νοήµατος  χωρίς το νόηµα. 
Αποτυπώνει τις ακουστικές εικόνες των λέξεων, όπως έκανε στην ηλικία των δύο περίπου 
χρόνων.  Βεβαίως το «να επιστρέψει» δεν είναι απόλυτο µε την έννοια ότι αν η «εκπαίδευση» 
στη παπαγαλία αρχίσει από την πρώτη δηµοτικού, τότε η ικανότητα για καταγραφή της 
ακουστικής εικόνας του λόγου είναι ακόµη αρκετά ζωντανή. Το παιδί θα καταφύγει σε µια 
τέτοια διαδικασία µόνο για να ανταποκριθεί στις απαιτήσεις του εκπαιδευτικού συστήµατος, 
ή των γονιών του, όταν, αυτό που του ζητείται να µάθει του είναι ακατανόητο, ξένο και 
άχρηστο µε τα κριτήριά του, δεν έχει καµιά ανταπόκριση και κανένα ισοδύναµο στην άµεση 
ζωτική και κοινωνική εµπειρία του, δεν πηγάζει µε κανένα τρόπο απ’ αυτήν.  Πρόκειται για 
µια εντελώς αφύσικη, δηλαδή απάνθρωπη διαδικασία. Το παιδί στην αρχή αντιστέκεται, 
δυστροπεί, πετάει τα βιβλία, κλαίει, προσπαθεί να διώξει πίσω τη τροφή που δε µάσησε το 
ίδιο, αλλά συνήθως χάνει µέσα από την επανάληψη, υποκύπτει µε τη χρησιµοποίηση 
ποικίλων µέσων. Στο τέλος ο αντικειµενικός σκοπός του «παιδαγωγού» επιτυγχάνεται αλλά 
µε τίµηµα την απώλεια της ικανότητας να σκέφτεται, εκτός κι αν ο διδασκόµενος δεν παίρνει 
και πολύ στα σοβαρά την ακατανόητη και άχρηστη «γνώση» που είναι υποχρεωµένος να 
αποµνηµονεύσει. Είναι, τότε, αδύνατον να ακρωτηριαστεί για πάντα, και η ζωή που τον 
περιβάλλει τον σώζει αφού είναι πάντα πιο έξυπνη από το (σκόπιµα;) κουτό εκπαιδευτικό 
σύστηµα.  Πολλοί έφηβοι, που έχουν διασώσει τη σκέψη τους αλώβητη, για να 
ανταποκριθούν στις απαιτήσεις των εισαγωγικών στα πανεπιστήµια εξετάσεων, καταφεύγουν 
σε µια διπλή προσπάθεια· µελετούν για να κατακτήσουν το περιεχόµενο και σε µια επόµενη 
φάση αποστηθίζουν τα απαιτούµενα κείµενα!    

Το σύνολο λοιπόν των «πληροφοριών», που µε µηχανικό τρόπο έχει καταγραφεί 
στον εγκέφαλο, είναι ένα σύνολο άχρηστων για το φυσιολογικό άτοµο «πληροφοριών» τις 
οποίες ο εγκέφαλος εξαναγκάζεται µε τρόπο βίαιο, µέσω της επανάληψης, να συγκρατήσει 
τουλάχιστον µέχρι τις εξετάσεις. Μια τέτοια βέβαια επανάληψη δεν είναι «η µήτηρ της 
µαθήσεως» αλλά η κακή µητριά της. Ένας φυσιολογικός εγκέφαλος έχει την τάση να στείλει, 
µέσω της λήθης αυτές τις ακολουθίες, από ακουστικές εικόνες λέξεων, στα σκοτεινά υπόγεια 
του υποσυνείδητου, όσο ποιο γρήγορα γίνεται. Να λοιπόν πως ο αυτοσαρκασµός του delete 
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έχει αντικειµενική βάση. Πρόκειται, όπως εύστοχα σχολιάζει ο Ε. Ιλένκοφ14, για τον απόλυτα 
φυσιολογικό µηχανισµό της λήθης που προστατεύει τον εγκέφαλο από µια χαοτική µάζα 
ασύνδετων µε νοήµατα καταγραφών, ώστε να επιτρέψει στη συνείδηση να παραµείνει 
ελεύθερη και διαθέσιµη για τις ανώτερες µορφές ανθρώπινης δραστηριότητας.  

Αυτοί είναι οι λόγοι για τους οποίους η παπαγαλία είναι εχθρός της µάθησης, γι’ 
αυτό κατακρεουργεί τη σκέψη και τη δηµιουργική φαντασία των παιδιών. 

 

7.4  Οι παράγοντες που ευνοούν τη µηχανική αποµνηµόνευση 

 

Ποιοι όµως είναι οι παράγοντες του εκπαιδευτικού µας συστήµατος, που όχι µόνο 
ευνοούν αλλά εξαναγκάζουν ένα µεγάλο ποσοστό των µαθητών στην παπαγαλία; 

Θα εστιάσουµε συνοπτικά σε ορισµένες πλευρές που καθορίζονται από τα αναλυτικά 
προγράµµατα, διαπιστώνοντας: 

1. Εξοβελισµό της εποπτείας: Όλα εκείνα τα µέρη της διδακτέας ύλης, στη Φυσική 
κύρια και τα Μαθηµατικά, στα οποία υπάρχει άµεση αισθητηριακή αντίληψη, είτε 
έχουν εξοβελιστεί, είτε έχουν υποβαθµιστεί, είτε διδάσκονται φορµαλιστικά 
σύµφωνα µε κάποιο αξιωµατικό µοντέλο (Γεωµετρία), δηλαδή αποκοµµένα από την 
εποπτεία, µε άλλα λόγια από τις αισθήσεις και τη προσωπική εµπειρία.  Όµως, από 
την εποχή του Αριστοτέλη είναι γνωστός και ρητά διατυπωµένος από το µεγάλο 
αυτό φιλόσοφο, ο ρόλος της αισθητηριακής αντίληψης στη διαδικασία σκέψης- 
µάθησης- γνώσης, ως πηγή των πρώτων γνώσεων, στις οποίες εδράζεται κάθε νέα 
γνώση. Έκτοτε, για τη ρεαλιστική σκέψη είναι γενικά αποδεκτό ότι «Κατά την 
πραγµατική διεργασία της γνώσης, δεν µπορούµε ούτε να χωρίσουµε την αισθητηριακή 
αντίληψη από την εννοιακή σκέψη, ούτε να χωρίσουµε την εννοιακή σκέψη 
(συναρτηµένη µε τη γλώσσα) από την αισθητηριακή όψη της γνώσης. Έχουν 
σχηµατίσει ένα ιδιαίτερο όλο κατά τη διεργασία της φυλογένεσης, ένα όλο που µπορεί 
αν διερευνηθεί από πολλές πλευρές.  Όποιος εκλαµβάνει ένα προϊόν αφαίρεσης ως 
πραγµατικότητα πλανάται, και αν προσπαθήσει να βασίσει πάνω του τις νοητικές του 
κατασκευές, πλανάται δυο φορές»15. Εξάλλου ο λαµπρός γεωµέτρης Φελιξ Κλάιν δεν 
δίστασε16 να παραδεχτεί: «Μου είναι αδύνατο να παρακολουθήσω ένα γεωµετρικό 
συλλογισµό καθαρά λογικά, χωρίς να έχω µπροστά µου διαρκώς το σχήµα στο οποίο 
αναφέρεται ο συλλογισµός».  

                                                 

14 Έβαλντ Ιλένκοφ σ.124 

15 Adam Schaff, σ.196. 
16 Morris Kline, Γιατί δεν µπορεί να µάθει πρόσθεση ο Γιάννης, Θεσσαλονίκη, Βάνιας, 1990, 

σ.75  
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2. Ανορθολογισµό στην εξέλιξη και την αλληλουχία της ύλης. Οι νέες γνώσεις δεν πατάνε 
στις προηγούµενες, η ύλη δεν εξελίσσεται πάντα από το γνωστό και συγκεκριµένο 
προς το άγνωστο και αφηρηµένο το οποίο θα πρέπει να κατακτηθεί ώστε να 
αποτελέσει το αυριανό συγκεκριµένο.  

3. Ιµπεριαλισµός της εικόνας: ∆εν είναι καθόλου υπερβολή ο ισχυρισµός πως τα 
σχολικά βιβλία δεν είναι πλέον βιβλία γραπτού λόγου που διανθίζεται µε κάποιες 
εικόνες, αλλά βιβλία εικόνων που διανθίζονται  και µε αποσπάσµατα κειµένων, ή µε 
κάποια κείµενα. Λείπει δηλαδή ο λόγος, ο αιτιολογικός στις θετικές επιστήµες, ο 
αφηγηµατικός στην ιστορία, και σε µεγάλο βαθµό ο λογοτεχνικός και ποιητικός στα 
γλωσσικά17 µαθήµατα. Η ουσία του προβλήµατος, µε τη χρήση εικόνων εκεί που δεν 
χρειάζεται, είναι ότι ενώ το παιδί έχει ήδη κατακτήσει από την πρώτη τάξη του 
∆ηµοτικού τον οπτικό δρόµο εισόδου του λόγου, την ανάγνωση δηλαδή της λέξης η 
οποία ενεργοποιεί άµεσα τη σκέψη, τα σχολικά βιβλία επιµένουν µέχρι την 6η 
∆ηµοτικού (π.χ. βιβλία µαθηµατικών) να πληροφορούν το παιδί για το τι πρέπει να 
κάνει, µε εικόνες και χρωµατιστές βούλες. ∆ηλαδή του επικοινωνούν πληροφορίες 
µε τρόπο που προσιδιάζει στην παιδική σκέψη πριν αυτή κατακτήσει το δεύτερο 
σύστηµα σήµανσης. Η παρουσία της εικόνας εκεί που ο λόγος πρέπει να είναι 
κυρίαρχος, µπορεί να εξοικονοµεί σχολικό χρόνο, όµως στερεί το µαθητή από τη 
γόνιµη διαδικασία της ανάπλασης µέσω του λόγου της δικιάς του εικόνας. Με την 
αφήγηση ή την ανάγνωση καθένας αναπλάθει την προσωπική του εικόνα, τη 
διαµεσολαβηµένη δηλαδή από τη προσωπικότητά του και τη ψυχολογική κατάσταση 
και φόρτιση της στιγµής. Πρόκειται για σηµαντικό στοιχείο δηµιουργικότητας, µια 
λειτουργία σηµαντική της σκέψης, στην οποία η εκπαίδευση άρχιζε µε της γιαγιάς τα 
παραµύθια από τη νηπιακή ηλικία. Και µπορεί µια εικόνα να αξίζει όσο χίλιες λέξεις, 
όπως λέει µια  παλιά Κινέζικη παροιµία, ωστόσο χίλιες λέξεις που δεν περιέχουν 
κανένα στοιχείο συλλογισµού! Παρέχουν απλώς πληροφορίες. Αλλά η παράθεση 
πληροφοριών χωρίς τις αιτιακές τους σχέσεις δε συνιστούν γνώση, και βέβαια δεν 
καλλιεργούν την κριτική ικανότητα στης σκέψης.   

4. Συµπίεση εννοιών σε χαµηλότερες τάξεις. Πρόκειται για καθολικό φαινόµενο στις  
δύο πρώτες βαθµίδες. Ακραίο παράδειγµα η εµφάνιση από τη πρώτη ∆ηµοτικού 
µεταγλώσσας στη διδασκαλία της γραµµατικής, χρήση παρενθέσεων σε αριθµητικές 
παραστάσεις και εισαγωγή των συµβόλων των ανισοτικών σχέσεων (µεγαλύτερος, 
µικρότερος).   

5. ∆ογµατισµός. Τα παιδιά διδάσκονται απόλυτες αλήθειες, ή αλλιώς η αλήθεια είναι εξ 
αποκαλύψεως. Ακόµη και στα µαθηµατικά οι αποδείξεις συνεχώς υποβαθµίζονται 
από το σύστηµα παιδεία-παραπαιδεία στη χώρα µας. Όχι µόνο δεν υπάρχει καµιά 

                                                 

17 Για προβλήµατα των γλωσσικών µαθηµάτων βλ. Μάρκος Σκούφαλος, Η γλώσσα και η 

ανάπτυξη του ανθρώπινου ψυχισµού στο σύγχρονο σχολείο, Χίος, Άλφα Πι, 2004, σ.100-140 
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συστηµατική µεθοδολογία εισαγωγής στην έννοια και τη διαδικασία της απόδειξης, 
εκεί που θεωρητικά προβλέπεται, αλλά επίσης η επιλογή της ύλης, η λογικο-
γλωσσική δοµή των αποδείξεων όπως αυτές είναι γραµµένες στα σχολικά βιβλία -
όπου κρίσιµα λογικά στοιχεία της διαδικασίας µένουν στο επίπεδο του 
υπονοούµενου-  αφήνουν ελάχιστα περιθώρια κατάκτησης της µεθοδολογίας και της 
αναγκαιότητας της απόδειξης. Έτσι µεγάλη µερίδα για τη   προϊούσα άνοδο του 
ανορθολογισµού στην εποχή µας, χρεώνεται στις διδακτικές αυτές πρακτικές. 
Μάλιστα, µιλάµε στα παιδιά για αξιώµατα (γεωµετρία Α΄ Λυκείου) πριν 
στοιχειωδώς οικειοποιηθούν την έννοια της απόδειξης. Χωρίς απόδειξη όµως δεν 
υπάρχουν Μαθηµατικά και χωρίς Μαθηµατικά δεν υπάρχουν Μαθηµατικοί, αλλά 
χρήστες µαθηµατικών! Η θετική σκέψη είναι σε διωγµό και το εκπαιδευτικό 
σύστηµα µετατρέπεται σταθερά σε θεραπαινίδα του ανορθολογισµού.  

6. Η ποσότητα της ύλης, διαθεµατικότητα:  Το µείγµα είναι εκρηκτικό. Θα αναφέρουµε 
το παράδειγµα της ύλης της Άλγεβρας στα Μαθηµατικά της Γ΄ Γυµνασίου. Η 
προβλεπόµενη ύλη είναι όλη η ύλη που προβλέπονταν για τις τρεις τάξεις του 
Λυκείου της δεκαετίας του 60. Εξαίρεση οι Πρόοδοι και οι Λογαριθµικές και 
Εκθετικές εξισώσεις, όµως άντ’ αυτών υπάρχει ένα κεφάλαιο µε Θεωρία 
Πιθανοτήτων. Ο µαθητής δεν προλαβαίνει να κατανοήσει τις έννοιες και να τις 
οικειοποιηθεί. Έρχεται και η ∆ιαθεµατικότητα να στείλει τη σκέψη του εκδροµή: 
από τα γραµµικά συστήµατα της άλγεβρας, στο αναπνευστικό το πεπτικό κλπ. 
σύστηµα, που µόνο το όνοµα έχουν κοινό. Πολυδιάσπαση ενδιαφερόντων στα 
πλαίσια του ίδιου µαθήµατος. Όµως ο άνθρωπος γνώρισε την πραγµατικότητα, το 
όλον, µέσα από τις επιµέρους επιστήµες, και µόνο τότε σχηµάτισε µια συγκεκριµένη 
εικόνα του, ανασυνθέτοντάς το. Γιατί, όπως ουσιαστικά απαιτεί η περίφηµη 
διαθεµατικότητα, εξατοµικευµένα το όλον (π,χ, το νερό) θα πρέπει να θεωρηθεί 
ταυτόχρονα από όλες τις επιστήµες που το πραγµατεύονται; Από τη σκοπιά της 
λειτουργίας της γλώσσας στη γνωστική διαδικασία, γνωρίζουµε πως ο µαθητής στην 
ενασχόλησή του µε µια επιµέρους επιστήµη θα πρέπει να λειτουργεί µε το γλωσσικό 
αισθητήριο της αντίστοιχης ειδικής επιστηµονικής γλώσσας. Το γεγονός αυτό 
απαιτεί ιδιαίτερη αυτοσυγκέντρωση, η οποία επιτυγχάνεται όταν το µάθηµα γίνεται 
σε αίθουσες εργαστήρια των µαθηµάτων και όχι αίθουσες των τάξεων. Η 
διαθεµατικότητα ακυρώνει αυτήν την αυτοσυγκέντρωση, σκοτώνοντας τη λογική 
των µαθητών στη ρίζα της.   

7. Οι εισαγωγικές για τα πανεπιστήµια εξετάσεις: Όπου, η µεν εξεταστέα ύλη ορίζεται 
µε βάση ορισµένες σελίδες από τα βιβλία του Λυκείου, η δε βαθµολόγηση γίνεται µε 
αντιπαραβολή γραπτού-βιβλίου. Οπότε ο σκοπός για επιτυχία στις εξετάσεις, 
καθαγιάζει το µέσον της παπαγαλίας.   

 

 


