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ΑΛΤΣΕ΢ Α΢ΚΘ΢ΕΙ΢ 

 

 

1)  Εάν 01,02,03 είναι τα ςυμμετρικά του περικζντρου Ο του τριγϊνου ΑΒΓ, ωσ προσ  

τισ πλευρζσ ΒΓ,ΓΑ,ΑΒ αντίςτοιχα  δείξτε ότι: 

α) Σο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ίςο με το τρίγωνο  01,02,03 

β) Σο Ο είναι ορκόκεντρο του τριγϊνου 01,02,03.  

γ) Οι  ΑΟ,  Β02, Γ03 διζρχονται από το ίδιο ςθμείο, το οποίο τισ διχοτομεί,  

 

2)  Εάν ευκεία (ε) διζρχεται από το κζντρο βάρουσ Θ τριγϊνου ΑΒΓ και αφινει τα Β 

και Γ προσ το αυτό μζροσ, να δθχκεί ότι: ΑΑ'=ΒΒ'+ΓΓ', όπου ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' οι 

αποςτάςεισ  των Α,Β,Γ από τθν (ε).  

 

3) ΢ε τρίγωνο ΑΒΓ είναι β>γ. Εάν ΑΔ διάμεςοσ αυτοφ, δείξτε ότι:  α) ΑΔΓ > 1ΑΔΒ.  

β) μβ<μγ 

 

4) Σετράπλευρου ΑΒΓΔ οι γωνίεσ Β και Δ είναι ορκζσ. Εάν οι ΑΒ, ΓΔ τζμνονται ςτο Ε 

και οι ΑΔ, ΒΓ ςτο Η , να δθχκεί ότι ι διαγϊνιοσ ΑΓ είναι κάκετοσ επί τθν ΕΗ. 

 

5) Θεωροφμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Εάν Ο ι τομι των διαγωνίων, να δθχκεί ότι τα 

ορκόκεντρο των τριγϊνων ΟΑΒ, ΟΒΓ, ΟΓΔ, ΟΑΔ είναι κορυφζσ παραλλθλογράμμων. 

 

6) ΢ε κάκε τρίγωνο ΑΒΓ, να δθχκεί ότι: 3τ/2 <μα+μβ+μγ<3τ 

 

7) Παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ κεωροφμε τα μζςα Κ,Λ των ΑΒ, ΑΔ αντίςτοιχα. Να 

δθχκεί ότι οι ΓΚ, ΓΛ τριχοτομοφν τθν ΒΔ.  

 

8) Θεωροφμε θμιπεριφζρεια διαμζτρου ΑΚΒ και δφο ςθμεία Γ, Δ τθσ διαμζτρου, 

ςυμμετρικά ωσ προσ το κζντρο Κ. Από τα Γ, φζρνουμε δφο παράλλθλεσ, ποφ τζμνουν 

τθν θμιπεριφζρεια ςτο Γϋ και Δϋ. Δείξτε  ότι ΓΓϋΔ'=90ο.  

 

                                                      
1
 Σο ςφμβολο  ςθμαίνει γωνία. Δθλαδι Α ςθμαίνει θ γωνία Α, ενϊ ΑΒΓ ςθμαίνει θ γωνία ΑΒΓ. 
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9) Δφο κφκλοι Κ,Λ εφάπτονται ςτο Α. Από το Α φζρνουμε ευθεία, ποφ τζμνει τοφσ 

κφκλουσ ςτα Β και Γ αντίςτοιχα. Να δηχθεί ότι οι εφαπτόμενεσ των κφκλων ςτα Β 

και Γ είναι παράλληλεσ.  

Καηαζθεπάδνπκε ην ζρήκα ζύκθσλα κε ηελ 

εθθώλεζε. Πξέπεη λα δείμνπκε όηη  ΓΦ //ΒΥ. Δπεηδή 

νη ΓΦ θαη ΒΥ ηέκλνληαη από ηελ ΒΓ, αξθεί λα 

απνδείμνπκε όηη ΑΒΥ= ΑΓΦ.  

Απόδειξη: Αθνύ ΓΦ θαη ΒΥ είλαη 

εθαπηόκελεο ζηνπ θύθινπο Λ θαη Κ 

αληίζηνηρα, άξα ΛΓ ΓΦ θαη ΚΒ ΒΥ, νπόηε 

νη γσλίεο ΑΒΥ θαη ΑΓΦ είλαη 

ζπκπιεξώκαηα ησλ ΚΒΑ θαη ΑΓΛ 

αληίζηνηρα. Απηέο όκσο είλαη ίζεο κεηαμύ ηνπο, όπσο θαίλεηαη από ηα ηζνζθειή ηξίγσλα 

ΒΚΑ θαη ΑΛΓ, θαζόηη ΚΒΑ= ΓΑΛ σο θαηαθνξπθήλ ελώ ΚΒΑ=ΚΑΒ θαη 

ΓΑΛ=ΑΓΛ σο παξά ηελ βάζε ηζνζθειώλ ηξηγώλσλ. 

 

10) Ζςτω τραπζηιο ΑΒΓΔ με Α= Δ=90ο. Εάν ΒΓ=ΑΒ+ΓΔ, δείξτε ότι ό κφκλοσ 

διαμζτρου ΒΓ εφάπτεται τθσ ΑΔ. 

 

11) Δφο κφκλοι Κ,Λ, ακτίνων ρ και 3ρ αντίςτοιχα , εφάπτονται εξωτερικά. Να 

υπολογιςκεί ι γωνία των κοινϊν εξωτερικϊν εφαπτομζνων τουσ. 

 

12) Θεωροφμε ορκογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α=90"). Με διάμετρο τθν ΑΒ γράφουμε 

περιφζρεια, ποφ τζμνει τθν υποτείνουςα ΒΓ ςτο Η. Να δθχκεί ότι ι εφαπτομζνθ τθσ 

περιφζρειασ ςτο Η διζρχεται από το μζςο τθσ ΑΓ.  

 

13) Δφο κφκλοι Κ και Λ εφάπτονται άλλου κφκλου Ο ςτά Α,Β αντίςτοιχα. Εάν ι ΑΒ 

τζμνει τον Λ ςτο Γ, δείξτε ότι ΚA  ΛΓ. 

 

14) Ζςτω κφκλοσ Ο και διάμετροσ αυτοφ θ ΒΓ . 'Από ςθμείο Α τθσ προζκταςθσ  τθσ 

ΒΓ, φζρνουμε τζμνουςα ΑΔΕ, ϊςτε ΑΔ=R. Δείξτε ότι ΒΟΕ=3ΓΟΔ.  

 

15)  Ζςτω κφκλοσ Ο και τόξο αυτοφ ΒΓ=120ο. Εάν Μ τυχόν ςθμείο του τόξου, να 
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δθχκεί ότι οι διάμεςοι του τετραπλεφρου ΟΒΜΓ τζμνονται κάκετα. 

 

16) Θεωροφμε κφκλο κζντρου Ο και τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμζνο ςε αυτόν.  Ζςτω Θ 

το ζκκεντρο του ΑΒΓ και Βϋ, Γ' τα ςθμεία τομισ του Ο με τισ ΒΘ, ΓΘ αντίςτοιχα. Δείξτε 

ότι ι ΒϋΓϋ είναι μεςοκάκετοσ ςτο ΑΘ.  

 

17) Ζςτω κφκλοσ Ο και δφο τόξα ΑΒ=ΑΓ=120ο. Αν Δ, Ε τα µζ οα των τόξων αυτϊν, 

δείξτε ότι θ χορδι ΔΕ τριχοτομείται από τισ ΑΒ, ΑΓ. 

 

18) Ζςτω κφκλοσ Ο και χορδι ΑΒ αυτοφ με αντίςτοιχο τόξο 120°. Οι εφαπτόμενεσ 

του Ο ςτα Α,Β τζμνονται ςτο Ρ. Αν Μ τυχόν ςθμείο του τόξου ΑΒ, και Α', Β οι τομζσ 

των ΑΜ, ΒΜ με τισ ΒΡ, ΛΡ αντίςτοιχα , να δθχκεί ότι ΑΑ'=ΒΒ'. 

 

19)  Θεωροφμε τρίγωνο, ζςτω το ΑΒΓ εγγεγραμμζνο, ςε κφκλο τον Ο, και ζςτω 

ΑΔ, ΑΕ  οι διχοτόμοι τησ εςωτερικήσ και εξωτερικήσ γωνίασ Α (τα Δ,Ε επί τησ ΒΓ). 

Να δηχθεί ότι ή εφαπτομζνη του Ο ςτο Α διζρχεται από το μζςο τησ ΔΕ.  

 

Η καηαζκεςή ηος ζσήμαηορ ζύμθωνα με ηην εκθώνηζη είναι: 

 

Έζησ Μ ην ζεκείν ηεο ΔΕ από ην νπνίν πεξλά ε εθαπηόκελε ηνπ Ο ζην Α. Πξέπεη λα απνδείμνπκε όηη ην 

Μ είλαη ην κέζνλ ηεο ΔΕ. 

Αλάιπζε: Γηα λα είλαη ην Μ κέζνλ ηεο ΓΔ αξθεί ε ΑΜ λα είλαη δηάκεζνο ζην ηξίγσλν ΑΓΔ. Όκσο ην 

ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη νξζνγώλην θαζόηη ε ΑΓ θαη ε ΑΔ είλαη δηρνηόκνη ησλ εθεμήο θαη παξαπιεξσκαηηθώλ 

γσληώλ ΒΑΓ θαη ΓΑΕ. Αλ ινηπόλ ε ΑΜ είλαη δηάκεζνο ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ ΓΑΔ, πξέπεη λα ηζνύηαη 

κε ην κηζό ηεο ππνηείλνπζαο, δειαδή πξέπεη ΑΜ=ΜΓ, δειαδή ην ηξίγσλν ΜΑΓ πξέπεη λα είλαη 

ηζνζθειέο πνπ ζεκαίλεη όηη πξέπεη ΜΓΑ=ΜΓΑ. 
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Όκσο ΜΓΑ=Α/2+Β, σο εμσηεξηθή ηνπ ηξηγώλνπ ΑΓΒ, θαη ΜΑΓ=Α/2+ΓΑΜ. Από ηηο δύν απηέο ζρέζεηο 

είλαη θαλεξό όηη πξέπεη λα είλαη ΓΑΜ=Β, ην νπνίν θαη ζπκβαίλεη θαζόηη ε ΓΑΜ είλαη ε γσλία πνπ 

ζρεκαηίδεηαη από ηελ εθαπηνκέλε ζην Α, ηελ ΑΜ, θαη ηε ρνξδή ΑΓ, ελώ ε Β είλαη ε εγγεγξακκέλε πνπ 

βαίλεη ζην ηόμν πνπ νξίδεη ε ρνξδή ΑΓ. 

Απόδειξη: (Μοπθοποιείηαι ακολοςθώνηαρ ηο μονοπάηι ηηρ ανάλςζηρ ανηίζηποθα. Ενηοπίζοςμε ηο 

οπθογώνιο ηπίγωνο ΑΔΕ και δείσνοςμε όηι ΑΜ=ΑΔ… ) 

 

20) Ζςτω τρίγωνο ΑΒΓ με Β-Γ=90°. Εάν Θ το ορκόκεντρο αυτοφ, να δθχκεί ότι τα 

τρίγωνα ΑΒΓ και ΘΒΓ είναι ίςα. 

 

21) Αν Ο είναι το ςθμείο τομισ δφο απζναντι πλευρϊν ενόσ 

τετράπλευρου, τότε τα ςθμεία τομισ των διχοτόμων των γωνιϊν 

που πρόςκεινται ςτισ δφο άλλεσ πλευρζσ του τετράπλευρου και 

το Ο, βρίςκονται πάνω ςτθν ίδια ευκεία.   

 

Έζησ ηεηξάπιεπξν ην ΑΒΓΓ θαη έζησ όηη νη απέλαληη  πιεπξέο ΑΓ, ΒΓ ηέκλνληαη ζην Ο. 

Έζησ αθόκε όηη Ζ είλαη ε 

ηνκή ησλ δηρνηόκσλ ησλ 

γσληώλ Α θαη Β θαη Ζ΄ ε ην-

κή ησλ δηρνηόκσλ ησλ 

γσληώλ Γ θαη Γ. Πξέπεη λα 

δείμνπκε  όηη ηα ζεκεία Ο, 

Ζ, Ζ' θείληαη επζείαο.  

 

22) Με πλευρζσ τισ ΑΒ και ΑΓ, ενόσ τριγϊνου ΑΒΓ, καταςκευάηουμε ζκτοσ αυτοφ τα 

τετράγωνα ΑΒΔΕ, και ΑΓΗΘ. Δείξτε ότι οι ΒΗ και ΓΔ τζμνονται επί τοφ φψουσ ΑΑ' του 

τριγϊνου ΑΒΓ. 

 

23) ΢ε τρίγωνο ΑΒΓ θ ΒΓ παραμζνει ςτακερι ςε κζςθ και μζγεκοσ. Εάν το μικοσ τθσ 

μα παραμζνει ςτακερό να βρεκεί ο γεωμετρικόσ τόποσ του κζντρου βάρουσ του 

τριγϊνου. 

 

24) Να βρεκεί ό γ.τ. των κζντρων των κφκλων ποφ αποκόπτουν ίςεσ χορδζσ, από τισ 

πλευρζσ δεδομζνθσ  γωνίασ ΧΟΤ. 
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25) Δίνεται ορκι γωνία ΧΟΤ. Ευκφγραμμο τμιμα ΑΒ=λ (λ· γνωςτό ευκ. τμιμα) 

κινείται ϊςτε τα άκρα του να βρίςκονται επί των ΟΧ και ΟΤ αντίςτοιχα. Να βρεκεί ό 

γ.τ. του μζςου Μ του ΑΒ.  

 

26) Θεωροφμε δφο ςτακερά ςθμεία Ο και Α. Να βρεκεί:  

α) Ο γ.τ. των προβολϊν του Α ςτισ ευκείεσ τισ διερχόμενεσ από το Ο.  

β) Ο γ.τ. των ςυμμετρικϊν του Α ωσ προσ τισ παραπάνω ευκείεσ.  

 

27) Να βρεκεί ό γ.τ. του κζντρου βάρουσ ορκογωνίου τριγϊνου με ςτακερι 

υποτείνουςα ΒΓ. 

 

28)  Θεωροφμε κφκλο (O,R) και ςτακερό ςθμείο Α. Να βρεκεί ό γ. τ. των μζςων των 

χορδϊν του κφκλου, ποφ διζρχονται από το ςθμείο Α.  

 

29)  Μια γωνία ςτακεροφ μζτρου ςτρζφεται με τρόπο ϊςτε οι πλευρζσ τθσ να 

εφάπτονται ςε δοςμζνο ςτακερό κφκλο. Να βρεκεί ο γ.τ. τθσ κορυφισ τθσ γωνίασ.  

Έζησ ν δνζκέλνο θύθινο ν Ο θαη ε (δνζκέλε) 

γσλία ζηαζεξνύ κέηξνπ ε Α, ηεο νπνίαο νη πιεπξέο 

ΑΥ θαη ΑΦ εθάπηνληαη ηνπ θύθινπ Ο ζηα Β θαη Γ 

αληίζηνηρα. Εεηείηαη ν γ.η. ηεο θνξπθήο Α όηαλ 

απηή πεξηζηξέθεηαη ζηνλ Ο, ελώ νη πιεπξέο ηεο 

παξακέλνπλ εθαπηόκελεο ζηνλ Ο. 

Τα ηξίγσλα ΑΟΒ θαη ΑΟΓ είλαη ίζα δηόηη έρνπλ 

ΟΒ=ΟΓ, ΟΑ θνηλή, θαη ΑΒ=ΑΓ θαζόηη από 

ζεκείν εθηνο θύθινπ άγνληαη δύν ίζεο κεηαμύ ηνπο εθαπηόκελεο (πόξηζκα 2.4.1). Άξα 

θ= σ= Α/2. Δπνκέλσο ην ηξίγσλν ΑΟΒ είλαη έλα θαηαζθεπάζηκν νξζνγώλην 

ηξίγσλν αθνύ σ είλαη ην κηζό ηεο ζηαζεξήο Α θαη ΟΒ ζηαζεξό σο αθηίλα ηνπ 

δνζκέλνπ θύθινπ. Οπόηε θαη ε ΟΑ είλαη ζηαζεξή, πνπ ζεκαίλεη όηη ην Α απέρεη ζηαζεξή 

απόζηαζε από ην ζηαζεξό ζεκείν Ο. Καηά ζπλέπεηα ν δεηνύκελνο γ.η. είλαη έλαο 

θύθινο θέληξνπ Ο θαη αθηίλαο ΟΑ. 

 

30) Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. 'Από τυχόν ςθμείο Ρ τθσ ΒΓ φζρνουμε τισ ΡΔ, ΡΕ 
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παράλλθλεσ προσ  τισ ΑΓ,ΑΒ. Να βρεκεί ό γ.Σ. του κζντρου Μ του 

παραλλθλογράμμου ΑΔΡΕ.  

 

31)  Δίνεται κφκλοσ Ο και ςθμείο Α αυτοφ. φζρνουμε μια χορδι τθν ΑΒ μεταβλθτι 

ωσ προσ τθ κζςθ, ςτακερι ωσ προσ το μικοσ. Πάνω  ςτθν προζκταςι τθσ παίρνουμε 

τμιμα ΒΜ=ΒΑ. Να βρεκεί ό γ.τ. του Μ.  

 

32)  Δίνονται δφο κφκλοι (K,R), (Λ,Ρ). Θεωροφμε τισ παράλλθλεσ ακτίνεσ ΚΑ,ΛΒ.  

Να βρεκεί ό γ.Σ. του μζςου Μ τθσ ΑΒ, όταν οι ΚΑ,ΛΒ  είναι ομόρροπεσ και όταν είναι 

αντίρροπεσ;  

 

33) Δίνεται γωνία ΧΟΤ και δφο ςθμεία ΢,Ρ εντόσ αυτισ. Να βρεκοφν δφο ςθμεία Μ,Ν 

επί των ΟΧ,ΟΤ, ϊςτε ΢Μ+ΜΝ+ΝΡ=min 

 

34) Δίνονται δφο παράλλθλεσ ευκείεσ Χ,Τ και ςθμείο Μ. Να βρεκοφν τα ςθμεία Α,Β 

επί των Χ,Τ αντίςτοιχα ϊςτε ΑΒ=λ και ΑΜΒ=90ο .  

 

35) Δίνεται γωνία ΧΟΤ και επί τθσ ΟΧ ςτακερό ςθμείο Ρ. Να βρεκεί επί τθσ ΟΧ 

ςθμείο Μ, που να απζχει ίςα από το Ρ και τθν ΟΤ.  

 

36) Δίνεται κφκλοσ Ο και δφο ςθμεία Α,Β. Να βρεκεί επί του (Ο) ςθμείο Μ, ϊςτε, αν 

Γ,Δ οι τομζσ των ΜΑ, ΜΒ με τον (Ο), να είναι ΓΔ=λ.  

 

37) Δίδεται ζνα τυχαίο τετράπλευρο. Δείξτε ότι το τετράπλευρο που ζχει ωσ κορυφζσ 

τα μζςα των πλευρϊν του αρχικοφ τετραπλεφρου είναι παραλλθλόγραμμο και είναι 

ίςο ςε εμβαδό με το μιςό του αρχικοφ. (πόριςμα 2.7.1) 

Έζησ ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ θαη ην ΔΕΖΘ κε θνξπθέο 

ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ΑΒΓΓ.  

Φέξλνπκε ηηο δηαγσλίνπο ΑΓ θαη ΒΓ ηνπ αξρηθνύ.  

i) Σην ηξίγσλν ηόηε ΑΓΓ ε ΔΓ ελώλεη ηα κέζα ησλ 

πιεπξώλ ηνπ άξα είλαη ΔΘ=//ΑΓ/2. Όκνηα 

από ην ΑΒΓ ΖΕ=//ΑΓ/2. Οπόηε ΔΘ=//ΖΕ, 

άξα ην ΔΕΖΘ είλαη παξαιιειόγξακκν. 
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ii) Γηα ην ηξίγσλν ΔΓΘ ηζρύεη* όηη  (ΔΘΓ)=
4

1
(ΑΓΓ), όκνηα (ΘΖΓ)= 

4

1
(ΓΓΒ) θαη 

(ΖΕΒ)= 
4

1
 (ΑΓΒ) θαη (ΑΕΔ)= 

4

1
 (ΑΒΓ) 

Γειαδή (ΔΕΖΘ)= (ΑΒΓΓ)-[(ΔΓΘ)+(ΓΘΖ)+(ΕΒΖ)+ΑΕΔ)], νπόηε κα 

αληηθαηάζηαζε θαη πξάμεηο έρνπκε ην δεηνύκελν: (ΔΕΖΘ)= 
2

1
(ΑΒΓΓ) 

*Άμεςθ ςυνζπεια του κεωριματοσ 2.7.1. 

 

 

38) Να καταςκευαςτεί τρίγωνο από τθ βάςθ του α, τθ προςκείμενθ ς’ αυτιν γωνία 

Β, και το φψοσ υα. 

Αλάιπζε: Αθνύ ε βάζε α είλαη δεδνκέλε αξθεί λα 

πξνζδηνξηζηεί ε θνξπθή Α. Αθνύ ην ύςνο είλαη δεδνκέλν 

ε Α βξίζθεηαη ζε κηα επζεία παξάιειε πξνο ηε βάζε θαη 

απέρνπζα θαηά ην δεδνκέλν ύςνο από απηήλ. Δπίζεο 

βξίζθεηαη πάλσ ζε κηα επζεία ε νπνία ζρεκαηίδεη 

δεδνκέλε γσλία Β κε ηε βάζε α.  

Καηαζθεπή: (πξνθαλήο από ηελ αλάιπζε) 

 

 

 

 

 

 


